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RESUMO

Esta dissertacao, no dominio da Ldgica Matemadtica, enquadra-se mais especificamente no
ambito dos subsistemas de aritmética de segunda ordem. De forma sucinta, identificam-
-se trés linhas orientadoras: teorema da conservagao de Harrington — nova demonstragao;
aritmética limitada — caracterizagao da classe de complexidade computacional FCH através
de sistemas formais; andlise fraca/matemdtica reciproca — formalizagao do integral de Rie-
mann numa teoria (classica) com contagem.

Sob a linha unificadora dos subsistemas formais de aritmética de segunda ordem, prin-
cipiamos com uma breve incursdo no universo das teorias RCAg e WKLp, a fim de de-
monstrarmos o conhecido teorema da conservacdo de Harrington: WKLy é uma teoria ITi-
conservativa sobre RCAg. A novidade reside em néo se recorrer directa ou indirectamente
a técnica do forcing, mas tdo somente a ferramentas da teoria da demonstra¢do como o
teorema da eliminacdo do corte. Apés este preambulo, abandonamos definitivamente as
teorias com exponenciagao, enveredando, no dominio da aritmética limitada, por sistemas
mais fracos, sendo nosso proposito primordial a obtencao de teorias formais cujas fungoes
demonstravelmente totais correspondam exactamente as funcoes da classe FCH — a hie-
rarquia das fungoes de contagem. Dos sistemas formais que caracterizam FCH, destacamos
trés: CHCA, cuja ligacao & classe é conseguida aplicando o teorema de Herbrand; TCA?,
resultante de sucessivos enriquecimentos ‘conservativos’ de um sistema cuja formalizagao
no calculo de sequentes de Gentzen permite, recorrendo ao teorema da eliminacgao do corte,
relacionar com FCH; e TCA? +FANy, que via forcing caracteriza ainda tal classe de comple-
xidade computacional. O interesse em FCH e suas teorias, nomeadamente TCA?, encontra
justificacdo no ambito da andlise fraca, pela possibilidade de se desenvolver uma porcao
significativa de analise em tal sistema, em particular a integracao a Riemann para funcoes
com modulo de continuidade uniforme. Mais, na linha da matemdtica reciproca, provamos

que o desenvolvimento de integracao requer um sistema com contagem.

Palavras chave: aritmética limitada; andlise fraca; teorema da conservagao de Harrington;

hierarquia das fungoes de contagem; integral de Riemann.






ABSTRACT

This is a dissertation in Mathematical Logic, more precisely a work in the sphere of subsys-
tems of second order arithmetic. The dissertation has three main guidelines: Harrington’s
conservation theorem — a new proof; bounded arithmetic — formal systems that charac-
terize the computational complexity class FCH; and weak analysis/reverse mathematics —
Riemann integral developed in a theory with counting.

Under the unified context of second order arithmetical subsystems, we start with a brief
incursion into the theories RCAg and WKLy in order to prove the well-known conservation
result: WKLy is ITj-conservative over RCAg. The novelty lies in the proof. It does not make
direct or indirect use of the forcing technique, being entirely a proof-theoretic proof, centered
in the cut elimination theorem.

After this preamble, we leave the theories with exponentiation behind and focus on wea-
ker systems, in the domain of bounded arithmetic, with the aim of obtaining formal theories
whose provably total functions are exactly the functions in the class FCH — the hierarchy
of counting functions. Among the axiomatic systems that characterize FCH, we point out
three: CHCA, whose connection to the class follows from an application of Herbrand’s the-
orem; TCA?, which results from successive (conservative) enrichments of a theory whose
formalization in Gentzen’s sequent calculus allows, using cut elimination, a connection with
FCH; and TCA? + FANq which is, via forcing, also connected to such complexity class.

The interest in FCH and its theories, viz. TCA?, is justified in the context of weak analysis
by the possibility of developing a significant portion of analysis in such system, namely
Riemann integration for functions with a modulus of uniform continuity. Furthermore, in
the line of reverse mathematics, we prove that the development of integration requires a

system with counting.

Keywords: bounded arithmetic; weak analysis; Harrington’s conservation theorem; hie-

rarchy of counting functions; Riemann’s integral.
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CAPITULO 1

‘Se acaso as coisas forem coisas em st mesmas
sem precisarem de ser coisas percebidas,

para quem serao belas essas coisas?

E belas para qué?’

Anténio Gededo

Introducao

No final do século XIX, principio do século XX, o esfor¢o para reduzir a matematica a
bases ldgicas e seguras conduziu a vérias tentativas de desenvolver a aritmética (do grego
arithmetike i.e. ‘arte de contar’) por meio de sistemas formais.

Um dos mais conhecidos é o sistema de aritmética de primeira ordem PA (Peano arithme-
tic), assim designado em homenagem a Giuseppe Peano que em 1889, numa publica¢ao em
latim intitulada Arithmetices principia nova methodo exposita, propunha tais axiomas que
funcionariam como precursores de axiomaticas mais fortes, nomeadamente de aritmética de
segunda ordem, tal como o sistema formal Z5, introduzido por David Hilbert e Paul Bernays
no célebre trabalho Grundlagen der Mathematik [26].

O estudo que desenvolvemos ao longo desta tese insere-se no ambito da chamada
aritmética limitada, ou seja, estudo de teorias formais, subsistemas de Z, onde, ao contrario
dos sistemas atras referidos, a imposicao de diferentes restrigoes sobre a inducao e a compre-
ensao (apenas permitidas sobre determinado tipo de férmulas limitadas), originam diferentes
subsistemas.

Dois poélos ‘classicos’ de investigacdo no que concerne aos sistemas fracos de aritmética

influenciaram fortemente este trabalho.
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Um deles, na linha de investigacdo de Samuel Buss, estreitamente ligado a teoria da
complezridade computacional, consiste na criagdo de sistemas formais visando caracterizar
determinadas classes de complexidade computacional, i.e. sistemas cujas funcées demons-
travelmente totais correspondam exactamente as fungoes de determinada classe.

O outro, entroncando no trabalho de Stephen Simpson, consiste em desenvolver con-
ceitos e resultados de andlise matematica em subsistemas de aritmética de segunda ordem.
Mais, no ambito da chamada matemdtica reciproca (‘fundada’ por Harvey Friedman no seu
artigo Some Systems of Second Order Arithmetic and Their Use) procura-se a axiomatica
mais simples onde se possa desenvolver determinado resultado de andlise, na tentativa de
estabelecer, sobre uma teoria base, uma equivaléncia entre o resultado e os axiomas adici-
onais necessarios para o provar. O livro de referéncia nesta area é Subsystems of Second
Order Arithmetic [38], escrito por Simpson em 1999.

Inseridos no contexto acima apresentado, a classe de complexidade computacional alvo
do nosso estudo é FCH, a hierarquia das funcoes de contagem, e o conceito de andlise que
desenvolvemos no ambito da aritmética fraca de segunda ordem (andlise fraca) é a integragdo
a Riemann. Contudo, todos os sistemas formais com que trabalhamos (a excepgao dos
apresentados no Capitulo 2) sao sistemas subexponenciais, o que nao acontece no livro [3§]
de Simpson, onde a teoria mais fraca ai apresentada, RCAg, corresponde a classe das fungoes
primitivas recursivas. Nas teorias que nao demonstram a totalidade da funcao exponencial,
optamos pelo uso de notacao bindria, que descreve directamente as sequéncias finitas de
zeros e uns (na linha de védrias publicagoes de Fernando Ferreira, e.g. [13]) em detrimento
de uma notacao numérica. Saliente-se também que o estudo desenvolvido nesta dissertacao
se enquadra e edifica no ambito e pressupostos da ldgica cldssica.

Seguem-se algumas consideragoes sobre a organizacao e o contetido da tese.

No Capitulo 3 apresenta-se a classe FCH, definida por Wagner em 1986 e introduz-se
uma caracterizagao alternativa (indutiva) de tal classe. O que se segue é a procura continu-
ada de sistemas formais de aritmética que caracterizem FCH. Tal busca acompanhar-nos-4
até final do capitulo. A primeira teoria apresentada, CHCA, é uma teoria de primeira ordem
e 0 argumento que assegura que as fun¢ées demonstravelmente totais desse sistema sao as
fungoes da hierarquia de contagem tem como base o conhecido teorema de Herbrand. Na
seccao seguinte, as teorias introduzidas sao ja teorias numa linguagem de segunda ordem
(ainda que com varidveis de segunda ordem limitadas), tendo a primeira, TCA, sido ins-
pirada no sistema DY de Jan Johannsen e Chris Pollett introduzido em [27] e a seguinte
resultar de um enriquecimento do sistema através do esquema de colec¢do limitada, BIXLP.
A demonstracao de que TCA (teoria onde CHCA se pode imergir) caracteriza ainda FCH
tem por base a formalizacao da teoria numa variante do cdlculo de sequentes de Gentzen
e a aplicagao do teorema da eliminagcao do corte. Na tltima seccao do capitulo, com o
propésito de apresentar sistemas onde se possam formalizar nocoes de andlise, introduzem-
se as teorias TCA? e TCA? + FANy numa linguagem de segunda ordem, resultando tais
teorias do enriquecimento de TCA + Blz},gb por meio de compreensdo recursiva e de um

esquema de reflexdo (denominado FANg) respectivamente. A prova de que estes sistemas



enriquecidos ainda caracterizam FCH é conseguida mediante resultados de conservacao em
relagdo a teorias que ji se sabe caracterizarem tal classe, usando técnicas de teoria dos
modelos, nomeadamente forcing para lidar com o esquema FANg. As tacticas usadas neste
capitulo resultam de adaptacgoes de técnicas ja conhecidas e ja aplicadas com sucesso noutros
contextos.

O Capitulo 4, todo ele dedicado a formalizacao de andlise em teorias fracas de se-
gunda ordem, surge no seguimento de um artigo de Anténio Fernandes e Fernando Ferreira
Groundwork for Weak Analysis [10]. O objectivo central deste capitulo é desenvolver o inte-
gral de Riemann na teoria TCA?, apresentada no capitulo anterior e associada & hierarquia
das fungdes de contagem. Sendo BTFA — teoria tomada como base no artigo [10] — um
subsistema de TCA?, toda a edificacio de conceitos analiticos af efectuada permanece valida
em TCA2. A Seccdo 1, revendo tal formalizacdo das nocoes mais basicas de anélise nestes
sistemas fracos, torna-se ponto de partida para o desenvolvimento, ja na Seccao 3, de outros
conceitos que funcionam como alicerce para o cédlculo integral. Na Secgdo 2 torna-se claro
o porqué da necessidade de uma teoria de contagem, como base para o desenvolvimento do
integral, em detrimento de teorias (como BTFA) associadas & computacao em tempo poli-
nomial. E que a teoria BTFA enriquecida com integracao permite contagem. Ao longo da
Seccao 4 procede-se & introducio do integral de Riemann em TCA? para funcdes continuas
com moédulo de continuidade uniforme e, nas sec¢oes seguintes, a apresentacao de algumas
propriedades a ele associadas.

Embora com profundas diferencas estruturais e de concepgao, a formalizacdo da ma-
tematica em sistemas fracos, parece estar de algum modo — ainda nao cabalmente inves-
tigado — ligada a estudos na area da andlise computdvel, com restricoes de complexidade,
de que sao exemplo os trabalhos de Klaus Weihranch [44] e Ker-I Ko [29].

Antes de enveredarmos pelos meandros dos sistemas de aritmética limitada, estudados
nos Capitulos 3 e 4 e que em poucas linhas tentamos apresentar, iniciamos esta tese —
Capitulo 2 — com um resultado sobre subsistemas de aritmética de segunda ordem mais
fortes e bem conhecidos, as ‘classicas’ teorias RCAg e WKLg. Neste capitulo é apresen-
tada uma nova demonstracao do resultado de Leo Harrington que assegura que a teoria
WKLg é TI{-conservativa sobre a teoria RCAg, ndo através do método do forcing (como a de-
monstragao original de Harrington) mas através da andlise de demonstracoes no calculo de
sequentes de Gentzen, usando somente técnicas de teoria da demonstragdo, nomeadamente
a eliminacao do corte.

A titulo de conclusao, em sucintas notas finais, sdo apresentadas algumas consideracoes
sobre estudos no ambito de teorias fracas, onde o presente trabalho se insere, e apontados

possiveis caminhos neste universo da formalizagdo da matemadtica, ainda por ‘desbravar’.
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CAPITULO 2

‘A matemdtica é o alfabeto com

o qual Deus escreveu o mundo.’

Galileuw Galilei

Prologo sobre o teorema da conservacao de

Harrington

2.1 Resenha historica

Em 1927, o matemaético hungaro Dénes Konig ([32]) estabelecia o que é hoje conhecido como
Lema de Koénig: Toda a drvore infinita de ramificacao finita tem um caminho infinito.

Nos anos 70/80, Harvey Friedman interessou-se pela restrigao deste principio a drvores
bindrias, versao essa que, por razoes 6bvias, denominou Lema Fraco de Kénig, WKL. Em
[24], Friedman notou que o poder de tal lema se diluia de certa forma no contexto de alguns
fragmentos de aritmética, mais concretamente estendeu o seguinte resultado de Charles
Parsons ([34]): a teoria RCAq é I19-conservativa sobre a aritmética primitica recursiva,
observando que tal resultado de conservagao era ainda valido quando aplicado a teoria
RCA( acrescida do lema fraco de Konig, isto é, se uma assercio I13 se demonstra na teoria
RCAp + WKL entéao ja se demonstra no ambito da aritmética primitiva recursiva. Para um
enquadramento mais detalhado e demonstragoes dos resultados de Parsons e Friedman veja
[18] e [35], [37], [38] respectivamente.

Mais tarde Leo Harrington melhorou o anterior resultado de Friedman observando que a
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teoria RCAg enriquecida pelo lema fraco de Konig é, de facto, IT}-conservativa sobre RCA.
Embora Harrington nunca tenha chegado a publicar este resultado, a sua demonstragao,
usando o método do forcing, pode agora ser encontrada em [38].

Desde entao tem-se procurado uma demonstragao alternativa completamente no ambito
da teoria da demonstracao. De facto, em 1996, Jeremy Avigad consegue uma tal demons-
tragao [1], formalizando o argumento de forcing (usado por Harrington) em RCAy.

Neste capitulo apresentamos uma demonstracao, cuja novidade consiste em evitar por
completo o método do forcing, baseando-se na anélise das demonstracdes de asser¢oes I}
em RCAp+WKL através do calculo de sequentes e usando o teorema da eliminagao do corte.
Tal demonstragao foi submetida para publicacao no artigo [20] elaborado em conjunto com
Fernando Ferreira, intitulado Harrington’s Conservation Theorem Redone. Nesta tese a
demonstracao ¢é apresentada de forma muito mais detalhada, fazendo-se a andlise exaustiva

de praticamente todas as regras do célculo de sequentes.

2.2 Notacao

Na presente secgao descrevemos a linguagem usada ao longo do capitulo e revemos de forma
sucinta os principios e teorias envolvidos no resultado de conservacao de Harrington e ja
mencionados na resenha histérica.

A linguagem adoptada neste capitulo é a usualmente designada linguagem da aritmética
de sequnda ordem, Lo (veja [38] para uma descrigado pormenorizada). Sendo uma linguagem
de segunda ordem, é composta por dois tipos de varidveis: varidveis de primeira ordem
que denotaremos pelas letras mindsculas z,y, z,w,..., a,b,... e varidveis de segunda or-
dem denotadas pelas maitsculas X,Y, Z, W, ..., A, B, ... No modelo standard as primeiras
variam nos numeros naturais e as segundas nos subconjuntos dos naturais. Trata-se de
uma linguagem com igualdade (de primeira ordem), composta pelos seguintes simbolos nao
l6gicos: constantes de primeira ordem 0, 1; simbolos funcionais binarios +, X também de
primeira ordem e simbolos relacionais bindrios <, € envolvendo no primeiro caso objectos
de primeira ordem e no segundo um termo (objecto de primeira ordem) e uma varidvel de
segunda ordem. As definicbes de termo e férmula sao as usuais, sendo um termo sempre
um objecto de primeira ordem e uma féormula construida a partir das férmulas atémicas
t1 = to,t1 < to,t1 € A, com t1 e to termos, por meio dos usuais conectivos proposicio-
nais e quantificadores (primeira e segunda ordem). Usaremos os simbolos #, £, <, £, com
o significado usual, abreviando certas asser¢oes da linguagem, e a definicao de férmula
acrescentamos a possibilidade desta ser construida a partir de quantificagées limitadas de
primeira ordem, ou seja, consideramos Vr < tF(z) e 3z < tF(z), com t um termo onde x
nao ocorre, como novas férmulas e ndo como meras abreviaturas de Va(z < t — F(x)) e
Jz(x < t A F(z)) respectivamente.

Quer em relacao as variaveis de primeira ordem, quer em relacao as de segunda ordem,
fazemos distingao entre variaveis mudas e livres consoante sejam ou nao varidveis sujeitas

a quantificacao.
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Consoante a complexidade das férmulas a nivel das quantificacoes que possui, estas
sdo agrupadas em diferentes classes. Por férmula limitada ou férmula X%, entendemos
uma férmula de Lo sem quantificagoes de segunda ordem e onde todas as quantificagoes
de primeira ordem sdo limitadas. Uma férmula diz-se Xy se é limitada ou se tem a forma
JxFy(z), onde Fy é uma férmula limitada. Uma férmula diz-se H% se for de primeira ordem
ou da forma VX F(X), onde F é uma férmula de primeira ordem (por férmula de primeira
ordem entendemos uma férmula sem quantificagoes de segunda ordem). Note que em todas
as classes as formulas podem ter varidveis livres de primeira e segunda ordem.

Uma vez estabelecida a linguagem, facamos uma rapida revisao das teorias envolvidas
no resultado de conservacao de Harrington.

Comecemos pelo bem conhecido subsistema de Z, RCAg. O acrénimo RCA vem de

Recursive Comprehension Aziom e o indice 0 indica que hé restrigdes sobre a indugao.

Definicao 2.1 RCAq € a teoria de seqgunda ordem na linguagem Lo cujos axiomas $Go o

fecho universal das sequintes formulas:

o Aziomas bdsicos

r+1#0
r+l=y+1—-z=y
r+0=x
r+y+1)=(r+y)+1
zx0=0
rx(y+1)=(rxy) +z
x<£0
r<y+lezrz<yVe=y

SR N

e Esquema de inducio XY
F0)AVz(F(x) = F(x 4+ 1)) — VzF(x),
com F uma férmula XY que pode ter outras varidveis livres de primeira e sequnda

ordem

o FEsquema de compreensao recursiva
Ve (F(z) < -G(z)) — IXVa(z € X < F(z)),

com F e G férmulas XY que podem ter outras varidveis livres de primeira e sequnda

ordem e X uma varidvel de sequnda ordem que nao ocorre em F'.

As funcdes demonstravelmente totais da teoria RCAg sao as funcoes primitivas recursi-
vas. Note que, embora o esquema de compreensao recursiva — que dé o nome ao sistema

— assegure, no modelo, a existéncia dos conjuntos recursivos, tal nao entra em contradicao
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com o anteriormente exposto pois, ao nivel da teoria, a formacao de conjuntos requer que

a equivaléncia no antecedente do esquema se possa provar em RCAg.

Enquanto a teoria Z, possui indugdo e compreensao para todas as férmulas, os seus
subsistemas (dos quais RCAg é um primeiro exemplo) resultam de Z; por imposigao de
diferentes restrigoes sobre a indugao e a formacao de conjuntos. Um outro seu subsistema

¢é a seguinte teoria conhecida por WKLy.

Definicao 2.2 A teoria WKLg € a teoria que resulta de RCAg acrescentando o sequinte axi-
oma, denominado lema fraco de Kénig e denotado por WKL (acrénimo para Weak Konig’s

Lemma):
VT'(Té uma drvore infinita bindria — 3X (X é um caminho infinito em T)).

Considerando a bijec¢ao natural que existe entre os nimeros naturais (N) e as sequéncias
finitas de zeros e uns (2<¥), o conjunto 7' (considerado como conjunto de palavras bindrias)
diz-se uma drvore infinita bindria se qualquer subpalavra inicial de uma palavra em T
ainda pertence a T' e no conjunto existem palavras de qualquer comprimento finito. Um
subconjunto X de T diz-se um caminho infinito em T se for uma drvore bindria infinita em

que todas as palavras estao relacionadas pela relagao de subpalavra inicial.

Quer RCA( quer o anterior principio ndo construtivo, WKL, desempenham um papel
muito relevante no programa da matemdtica reciproca; RCAg porque é a teoria base sobre
a qual se classificam os teoremas matematicos e WKL porque permite aferir a forca de
vérios teoremas. Em [38], Simpson provou que importantes resultados mateméaticos, como
o teorema da cobertura de Heine-Borel, o principio do mdzximo ou o facto de toda a funcdo
continua num compacto ser uniformemente continua sdo equivalentes, sobre RCAg, ao lema

fraco de Konig.

Uma vez que WKL é equivalente, sobre RCAg, ao seguinte principio que designamos por

FANp (também conhecido, no contexto feasible, por C~ e por reflexdo I} -estrita)!:
VX 3z Fy(X,z) —» JwvX3x < wFy(X, z),

onde Fy é uma férmula limitada (possivelmente com outras varidveis livres de primeira e
segunda ordem); temos que WKLy e RCAp + FANp sdo a mesma teoria. A equivaléncia (do
ponto de vista clssico) entre WKL e FANg é bem conhecida, sendo tal equivaléncia vélida,
inclusive, sobre RCAg, o que resulta como caso particular do observado na Subseccao 3.4.1,
Capitulo 3.

Para provarmos o resultado de conservagao de Harrington consideramos a teoria RCAg+

FANp ainda numa outra forma (equivalente) ligeiramente alterada que a seguir se introduz.

'A designacido de FAN ¢é devida a Brower. O indice zero indica que o principio somente se aplica a

férmulas limitadas.
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Definimos RCA; como sendo a teoria RCAg substituindo o esquema de compreensao

recursiva, pelo seguinte esquema de compreensao limitada:
IXVr(z € X « Fy(z)),

onde Fj é uma féormula limitada, possivelmente com outras varidveis livres de primeira e

segunda ordem, mas onde X nao ocorre.
Proposicao 2.1 RCA; + FANg e WKLg sdo a mesma teoria.

Demonstragao

Como a teoria WKLy coincide com a teoria RCAg+FANy, basta provar que RCA; +FANg
prova o esquema de compreensao recursiva.

Suponhamos que Yu(3yFy(u,y) < VzGo(u, z)), onde Fy e Gy sao férmulas limitadas.

Provemos que YVw3XVe < wVu,y,z < z((Fo(u,y) = u € X) A (u € X — Go(u, 2))).

Fixando w arbitrério, o conjunto X := {u : Jy < wFy(u,y)} verifica o pretendido. Note
que em RCA; + FANp, o esquema de compreensao limitada assegura a existéncia de tal
conjunto.

Pelo contra-reciproco do esquema FANg temos que
AXVaVu,y, z < z((Fo(u,y) = u € X) A (u e X — Go(u, 2))), logo IXVu, y, z((Fo(u,y) —
u€ X)N(ue€e X — Go(u,2))) e portanto IXVu((IyFo(u,y) — v € X)AN(u € X —
VzGo(u, 2))) concluindo-se que IXVu(u € X < JyFy(u,y))).

O

Pelo visto atras, o teorema da conserva¢ao de Harrington pode ser formulado da seguinte
forma: a teoria RCAy; + FANg é H%—conservativa sobre RCAy.

A demonstragao alternativa deste resultado que adiante apresentamos e que como publi-
citdmos recorre apenas a técnicas de teoria da demonstracao parte do resultado enunciado
numa forma mais forte: RCA; +FANq é I1}-conservativa sobre RCA; (que implica imediata-
mente o resultado de Harrington). Como envolve apenas as teorias de segunda ordem RCAy
e RCA;, + FANg sao estes sistemas que formalizamos na préxima seccao, numa variante do

cédlculo de sequentes de Gentzen.

2.3 Calculo de sequentes

O cdlculo de sequentes, também designado por LK (do termo alemao Logischer Kalkil), é
um sistema de demonstragao bem conhecido, introduzido em 1935 pelo matematico alemao
Gerhard Gentzen [25] (tradugao inglesa em [39]).

Nesta secgao recorremos a uma versao do calculo de sequentes de Gentzen, enriquecida
com novas regras de inferéncia relacionadas com quantificagoes de primeira ordem limitadas
e de segunda ordem, que ainda designamos por LK e que se encontra detalhadamente descrita

em [22] (no contexto de uma linguagem bindria com varidveis de segunda ordem limitadas).
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Veja também [5], [6], [40] e [4]. Assim sendo, limitamo-nos a relembrar, de forma sucinta,
a mecanica das demonstracoes em LK e a explicitar as regras de inferéncia permitidas.

Numa demonstracgao em LK, cada linha é constituida por um ou mais sequentes. Um
sequente tem a forma Fy, Fs, ..., F,—Gy,Go,. .., G, significando que a conjunc¢ao do an-
tecedente, i.e. das férmulas F;’s, implica a disjuncao do consequente, ou seja, das férmulas
Gj’S.

As demonstracoes em LK, que também designaremos por LK-demonstracgoes, sdo esque-
mas em forma de arvore, tendo os sequentes do topo (conhecidos como aziomas ou sequentes
iniciais) a forma A— A, com A férmula atémica e obedecendo a passagem dos sequentes
de uma linha da demonstragao para a linha imediatamente abaixo as regras de inferéncia
que a seguir se apresentam.

Sendo S um conjunto de sequentes, se permitirmos que além dos sequentes iniciais de LK
as demonstracoes permitam também como axiomas os sequentes de S, dizemos que estamos

perante uma LKg-demonstragao.

Regras de inferéncia do calculo de sequentes de segunda ordem

e Regras estruturais fracas

= . [,F,GII—A ) I—A,F,G,A
(permuta(;ao) p:e m p: d m
N ) F,ET—A ) [—A,FF
(contracgao) cie  FrsaA cid TSAp
(enfraquecimento) e:e % e:d %
e Regra do corte
I—AF FI—A
r—A
e Regras proposicionais
4 I—AF . d FI—A
€ “FT—A T—A-F
. F,GI—A . I—AF IT—AG
A FAGT—A A:d T—A.FAG
) FIT—A GT—A ) I —AFG
Ve NG —A Vid T—AFVG
. I—AF GI—A . FT—A,G
—-€ F-GTI—A —:d T—AF-G
e Regras de quantificagao
Ve F(z),[—A : I'—AVzF(x)

10
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J:e F(b), —A 3.d I'—AF(t)
P @) T —A T—A,3F ()
Ve tSS,VI;glE(Z?HA V<id E’Zy—fs’t%
EIS - € % EIS od tgs,FF:))AA,éZ(gt)sF(x)
Voa 1 € FA) >4 Voa : d LA(B)

VXF(X),I[—A T—AVXF(X)

F(B),l—A Jpe 1 d I—A,F(A)

Jpa ze IXF(X),[—A T—AIXF(X)

com b varidvel prépria de primeira ordem, B waridvel propria de segunda ordem, i.e.
variaveis livres que nao ocorrem no sequente de baixo; F', G formulas; I', IT, A, A sequéncias

finitas de férmulas separadas por virgulas; t e s termos e A varidvel de segunda ordem.

No célculo de sequentes, recorremos ainda a nocao de abstract (veja [40] para uma
definicao detalhada deste conceito se bem que num contexto notacional ligeiramente dife-
rente). Os abstracts estao associados a determinadas férmulas e sao denotados por V, U, ...
Sucintamente, sendo a e A varidveis livres de primeira e segunda ordem respectivamente,
F(A) uma férmula e V um abstract para a férmula G(a), temos que F'(V') denota a férmula
que se obtém de F'(A), substituindo todas as ocorréncias de s € A por G(s) (com mudangas
de varidveis sempre que existam conflitos entres as mesmas).

Note que os abstracts nao sao expressoes formais da linguagem, sao apenas meta-

expressoes auxiliares.

O modo mais imediato de formalizar a teoria RCA; na variante do cdlculo de sequentes
de Gentzen atras apresentada é através de LKg, sendo S o conjunto de sequentes da forma
—F, com F axioma de RCA{, i.e. permitindo que os axiomas da teoria sejam possiveis
sequentes iniciais. Contudo, por questoes de complexidade, a formalizacao de RCA; no
célculo de sequentes com que trabalhamos, que denotamos por LK Ay vé alguns axiomas
(nomeadamente indugao e compreensao) substituidos por novas regras de inferéncia.

No que se segue, a designacao axiomas para a igualdade abarca os seguintes sequentes:
1 =t; t1 = s1,le = sg =t H o = s1+ s25 t1 = s1,t2 = Sa>t X lp = 51 X 825 11 = 81,
to = 89,11 < tog—81 < S9; t1 = 81,19 = S2,t1 = lo—81 = S9; {1 = 81,11 € A—sy € A, com

t1,t9, 1, 52 termos e A varidvel de segunda ordem.

Definicao 2.3 LKRCAO‘ denota o cdlculo de sequentes que, além dos axiomas da forma
A—A, com A formula atémica e dos axiomas para a igualdade, admite ainda sequentes
iniciais da forma —F(5), com F azioma bdsico de RCAg e 5 termos quaisquer; e além
das regras de inferéncia para o cdlculo de sequentes de sequnda ordem atrds apresentadas,

admite ainda as sequintes regras:

11
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F(a),T—F(a+ 1)
F(0),T—F()

Ind

com F férmula XX, a varidvel prépria et termo;

F(V),T—A Sousd Fr—A F(V)
VXF(X),T—A T T —AIXF(X)

Vga ‘e

com V abstract para formula limitada e F formula qualquer.

Notamos as duas iltimas regras com expressoes ja usadas para denominar outras. Ob-
serve contudo que as primeiras podem ser substituidas por estas iltimas (bastanto consi-
derar V abstract para a férmula a € A), sendo que de agora em diante por regras Vaa:e e

Joa:d entendemos estas tltimas inferéncias que recorrem a abstracts.

Para garantirmos que, de facto, a teoria RCA; se pode formalizar no célculo de sequentes
de Gentzen através de LKRCAg’ basta provarmos que acrescentar a LK o axioma-esquema
de indugao é equivalente a acrescentar a regra Ind e acrescentar o axioma-esquema de
compreensao é equivalente a acrescentar as regras Voa:e e Joa:d. E esse estudo que fazemos

de seguida.

Comecemos por provar que do sequente inicial correspondente a indugao
— F(0) AVa(F(z) — F(xz + 1)) — Vo F(z), se deduz a regra Ind.
S

F(a),T—F(a+1)
'—F(a) = Fla+1)
F(0)—F(0) I —Vz(F(z) — F(z + 1))

—:d)

(V:d)

F(0),I—F(0) F(0),l—=Vz(F(z) — F(z + 1)) (A:d) 9
F(0),'—=F(0) AVz(F(x) — F(x + 1)) F0)AVz(F(x) = F(x + 1)) —VaF(x)

(corte) F(0), I —=VzF(x)

F(0),T—F(t)

(usa corte)

O duplo traco horizontal na demonstracao indica que, nessa passagem especifica, é usada
mais do que uma regra. Obviamente a demonstracdo pode ser apresentada na integra, o
recurso ao duplo trago faz-se apenas em situagbes que nao levantem quaisquer duvidas a
fim de abreviar a demonstragao.

Quer a passagem que parte de — S5, quer a ultima advém de aplicacoes bem conhecidas

da regra do corte, que se encontram explicitadas em [22].

Provemos agora que da regra Ind se deriva o axioma de indugao.

12
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F(a)—F(a) Fla+1)—F(a+1)
F(a)—F(a),F(a+1 F(a),Fla+1)—F(a+1)
F(a)—F(a+1),F(a) F(a+1),F(a)—F(a+1) (=1 ¢)
F(a) = F(a+1),F(a)—F(a+1) v e)

Ve(F(z) — F(x+1)),F(a)—F(a+1)

F(a),Vo(F(z) - F(x +1))—F(a+1) (Ind)

F(0),Va(F(z) — F(xz +1))—F(b) - d)

F(0),Vz(F(z) = F(z + 1)) —VaF(x (A e)

F(0) A\Vz(F(z) = F(z+ 1)) —VaF(x

—F(0) AVz(F(z) — F(z + 1)) — Vo F(z) (=)

Note que, nos dois exemplos anteriores de demonstragoes no célculo de sequentes, pode
parecer que estamos ilegitimamente a partir de sequentes iniciais da forma A— A, em que
A nao é necessariamente uma férmula atémica. Tal abuso nfo constitui problema, uma
vez que se prova, por indugao na complexidade da férmula, que o sequente A—A (com A
férmula qualquer) se deduz em LK (néo sendo sequer necessario recorrer & regra do corte).
Veja [22].

Analisando agora brevemente o axioma-esquema de compreensao e as regras Voa:e e
Joa:d, comegamos por provar que partindo do axioma de compreensao —3IXVz(x € X «
Fo(x)), com Fp férmula limitada se deduzem as regras.

Suponhamos que temos F(V),I'—A, para V abstract de uma férmula limitada G.
Como por hipétese —3IXVz(z € X < G(z)), temos —3IX(F(V) < F(X)). Fixando
A tal que F(V) < F(A), de F(V),'—A temos F(A),[—A, logo em LK prova-se
VXF(X),I'—A. Com um raciocinio analogo obtém-se a inferéncia Ja:d.

Reciprocamente sendo validas as regras e sendo Fy uma férmula limitada, vejamos que
temos —3XVr(z € X < Fy(z)).

Seja V' o abstract associado a Fy. Seja F' a féormula definida por F(A) := Va(z € A <«
Fy(z)). De —F(V), pela regra Joa:d temos —3IX F(X), ou seja —3IXVz(zr € X <« Fy(x)).

Em [4] (pdgina 164) ou em [40] (pagina 172) pode ver-se um resultado mais geral a
propésito do esquema de compreensao introduzido no calculo de sequentes através de axi-
omas ou de regras. Mostra-se que, sendo ¢ um conjunto de férmulas fechadas para a
substituicao, no sentido em que para toda a formula F' em ¢ e todo o abstract V associado
a uma férmula em ¢, F(V') é ainda uma férmula em ¢ (situacao verificada quando tomamos
todas as férmulas limitadas) entao o axioma-esquema de compreensao para essas férmulas

em ¢ é equivalente as regras Vaa:e e doa:d com abstracts de formulas em ¢.

Seguindo uma estratégia idéntica a usada a propésito de RCA;, procede-se em seguida a
formalizacao da teoria RCA; 4 FANg no célculo de sequentes de Gentzen através de LKpan,
sendo LKpan idéntico a LKy A acrescentando-se apenas uma nova regra para o principio
FANg. Antes de introduzirmos tal inferéncia notemos que, por inducao na complexidade da

férmula Fpy, se prova o seguinte lema.

13
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Lema 2.1 Sendo Fy(A,b) uma férmula limitada, onde b indica a possivel evisténcia de

vdrias varidveis de primeira ordem, podemos associar-lhe um termo tg,(b) de forma a que

a teoria RCAy prove:

Vs € {0,1} 700 (Ve <t (b)(x € A & sp = 0) — (Fo(A,b) < Fi(s,b))),

onde s € {0, 1}tF0(b) significa que s € uma sequéncia bindria de comprimento tg,(b), sy € o
valor da sequéncia s no ponto x (tendo valor 0 se x ndao for menor que o comprimento de

s), e F§ se obtém a partir de Iy substituindo as ocorréncias de ¢ € A pela expressio sq = 0.

Estamos agora em condigoes de apresentar e motivar a regra Fang que completa a de-
finicao do calculo de sequentes LKgaN. E ela a seguinte inferéncia:
I —3xFy (A, z,b)

Fano = — 5
I—3uVs € {0, 1} )3 < vFi(s,z,b)

onde Fy é uma férmula limitada, A é uma varidvel prépria de segunda ordem e t(v,b) é o

termo associado (segundo o lema anterior) & férmula limitada 3z < vEFy(A, 2, b).
Informalmente, servindo-nos do lema anterior e da possibilidade de codificar conjuntos fi-

nitos através de nimeros naturais, a ideia da anterior regra é que partindo de VX 3z Fy (X, x)

se conclui VX 3z < vFy(X,z), expresso por meio de uma féormula ¥9.

Vejamos que, de facto, em LKy, - acrescentar como sequente inicial o axioma-esquema
0
FANg é equivalente a acrescentar a regra Fang.
Pelo estudo anterior (e usando a notacao acima fixada), imediatamente nos apercebemos

que em RCA; se prova que

VX Iz < vFy(X, 2,b) > FoVs € {0, 1} D3 < vE§ (s, z,b).

O trago ponteado nas demonstragoes que se seguem remete para a equivaléncia anterior.
Vejamos, entao, que do axioma-esquema FANg se deduz a regra Fang. Seja Fy(A,a,b)
uma féormula limitada onde todas as variaveis livres de primeira ordem se encontram indi-

cadas.

I'—3zFy(A, z,b) —VX3rFy (X, 2,b) — IwVX3x < vFy(X,,b)

V a d p— — —
(Vo ) I —VYX3eFy(X,2,b)  VYX3zFy(X,z,b)— VX 3z < vFy(X, z,b)

(corte)

I'—3wvX3Ir < vFy(X,2,b)

I—3uVs € {0, 1} D)3z < vFy (s, z,b)

Reciprocamente, provemos que da regra se deduz o axioma-esquema.

14
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- — (= d)
—VX3xFy(X,z,b) — FoVXIr < vFy(X, z,b)
Provdmos assim que LKpan € efectivamente uma formalizacao da teoria RCA; + FANg

no calculo de sequentes.

Um dos resultados mais usados no estudo das provas formais fornecidas pelo célculo
de sequentes é o teorema da eliminagdo do corte, que permite considerar (mediante certas
condigoes) provas sem qualquer ocorréncia da regra do corte. Tal resultado, no contexto
do célculo de sequentes de primeira ordem, foi introduzido por Gentzen em [25] e é por
vezes designado por Gentzen’s Hauptsatz. Observando [40] (proposigao 16.2) e [5] (pagina
109) conclui-se que o teorema da eliminagao do corte é valido em LK, i.e. existindo uma
LK-demonstracao do sequente '— A, existe uma LK-demonstracao do mesmo sequente sem
qualquer ocorréncia da regra do corte.

Ja LKpan verifica uma versao mais fraca do anterior resultado conhecida como teorema
da eliminacdo do corte livre, que dado o papel relevante que desempenha no que se segue,

se passa a enunciar.

Teorema 2.1 (Teorema da eliminacao do corte livre) Sendo P uma LKgan-demons-
tracdo de I'— A, pode construir-se P* uma LKpan-demonstragcdo do mesmo sequente sem
cortes livres, i.e. em todas as ocorréncias da regra do corte (na demonstragio P*) pelo

menos uma das duas formulas auziliares (formulas do corte) é ancorada.

Uma definicao detalhada dos conceitos envolvidos no anterior teorema encontra-se por
exemplo em [4] (pagina 74). Modificamos, contudo, a defini¢ao de férmula ancorada per-
mitindo que esta possa também ser descendente directo de uma férmula principal da regra
Fang. O impacto que a introducéo de novos sequentes iniciais e regras para a inducao e
compreensao tem a proposito da eliminacao dos cortes encontra-se em [6] (pagina 46), [40]
(pagina 173) e [4] (paginas 74 e 171) e tendo em conta que, com a alteragdo na nogao de
férmula ancorada, a regra Fang também nao contitui problema, estabelece-se o anterior
teorema.

Estamos agora em condicoes de apresentar a anunciada demonstracao alternativa do

teorema da conservacao de Harrington.

2.4 Nova demonstracao

Teorema 2.2 A teoria RCAy + FANg € I1}-conservativa sobre a teoria RCA; .

15
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Demonstracgao

Suponhamos que RCA; + FANg - VX F(X), com F uma férmula de primeira ordem.
Entao existe uma LKgan-demonstracao do sequente — F(A). Pelo teorema da eliminagao
do corte livre, existe uma LKgan-demonstracao de — F'(A), que denotaremos por P, sem
cortes livres. Sendo todos os cortes ancorados, estes aplicam-se apenas a férmulas 2(1). Como
o sequente final é composto por uma férmula de primeira ordem e nos sequentes ao longo
da demonstragao apenas figuram (a menos de férmulas limitadas) subférmulas de férmulas
no sequente final ou subférmulas de férmulas do corte, concluimos que a demonstragao sé
possui férmulas de primeira ordem, i.e. nao possui quantificacées de segunda ordem.

A menos da ordem das férmulas, todo o sequente da demonstracao P tem a forma:

(%) Jwi1Hy (w1, A), ..., 3w, Hy(wp, A), T — A, Fy1G1(y1, A), - . ., IYym G (Ym, A4),

onde H’s e G’s sao formulas limitadas, em I" e A nao ocorrem quantificagoes de segunda
ordem, ndo ocorrem as variaveis livres A, nem ocorrem férmulas ¥ (os quantificadores Jw;
ou Jy; podem nao existir de modo a que as férmulas limitadas se encontrem também em
destaque).

Estrategicamente, todas as variaveis livres de segunda ordem do sequente, que nao ocor-
rem em ' nem em A, sao explicitamente mostradas e serao, no que se segue, denominadas
pardametros especiais. As outras varidveis foram omitidas.

Se a regra Fang ndo ocorre em P, estamos perante uma demonstracdo em LKRCAg’
tendo-se o pretendido.

Caso a regra Fang ocorra em P, precisamos do seguinte lema (que demonstraremos mais

adiante):

Lema 2.2 Se existe uma LKRCAE—demonstmgdo de um sequente da forma (x), e nessa de-
monstragdo toda a férmula do corte é XXy e nenhuma férmula tem quantificacoes de sequnda

ordem, entao em RCAy prova-se que:

T' A=A — Vw; ... Vw,3oVX (Hy (w1, X) A... A Hy(wy, X) —
— 1 < vG1(y1, X) V...V Iy <0G (Ym, X))-

Com este resultado, a prova do teorema segue a seguinte estratégia. Procuramos a

primeira ocorréncia da regra Fang em P. O sequente de cima dessa regra tem a forma
Jwi Hy (w1, b, B), ..., 3w, Hy(wy, b, B),T'(b)—3xFy(A, B, x,b)

e encontra-se nas condicoes do lema anterior. Os parametros especiais sdo A e B, sendo que
A s6 ocorre no consequente (note que é variavel prépria na regra Fang). Estamos também a
mostrar as varidveis livres de primeira ordem, b, que ocorrem na férmula auxiliar da regra
Fang e que podem ocorrer em qualquer outra férmula.

Aplicando o lema 2.2, concluimos que RCA; demonstra a seguinte assercao:
L(b) — Vawy ... Yw, VXYY (Hy (w1, b, Y)A. . . AH,(w, b,Y) — Fz < vFy(X, Y, ,b)).
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Mas entao RCA; demonstra:

L'(b) — VYVw; ... Vw,3v(Hy (w1, b, Y)A. . .AHy(wy,b,Y) — VX 3z < vFy(X,Y, z,b)),
ou seja,

VY (T(b) — (Gwi Hy(w1,b,Y) A ... A Swp,Hy(wy,b,Y) — FVX3r < vFy(X,Y, 2,b))),
ou equivalentemente,

VY (Fwi Hy(w1,b0,Y) A ... AFw, Hy (wi, b,Y) AT (b) — JVX 3z < vFy(X,Y, x,b)).
Pelo lema 2.1, temos que RCA; demonstra:

VY (3w Hy(w1,b,Y) A ... A Jw, Hyy (wp, b,Y) AT(b) —
— JoVs € {0,113z < vFi(s,Y, z,b)).

Chegamos assim a conclusao da aplicacao da regra Fangy. Substituimos, entao, a primeira
parte da demonstracao P, até a regra Fang inclusive, pela prova em LKy A (livre de cortes
livres) do sequente resultante da primeira ocorréncia de tal regra.

Repetindo este procedimento tantas vezes quantas as ocorréncias da regra Fang, eli-
minamos todas estas ocorréncias, conseguindo uma demonstracao em LK Ay do sequente
—F(A). Logo a teoria RCA; demonstra VX F(X).

O

Na demonstracao do lema 2.2, usamos por diversas vezes o chamado esquema de colec¢ao

limitada, denotado por BXY :
Ve < adyFo(x,y) — F2Ve < ady < zFy(z,y),

onde Fj é uma féormula limitada, possivelmente com outras varidveis livres de primeira e
segunda ordem.

Note que em RCA tal esquema é valido pois ele é consequéncia do esquema de indugao
30,

Demonstragao do Lema 2.2

A demonstragao ¢ feita por indugao no nimero de linhas da LKy A -demonstracao do
sequente (), tendo em conta que nesta demonstragao nao ocorrem quantificagdes de segunda
ordem e a regra do corte s6 é aplicada a férmulas Y.

No caso dos sequentes iniciais nada ha a demonstrar pois neles nao ocorre nenhuma
férmula com quantificadores.

Se fizermos um estudo exaustivo de todas as regras de inferéncia que possam ocorrer na
demonstragao, provando que, caso o resultado expresso no lema seja véalido no sequente de
cima da inferéncia, permanece vélido no sequente de baixo, temos, por indugao, o resultado

pretendido.
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Capitulo 2. Prologo sobre o teorema da conservacao de Harrington

As regras estruturais fracas, nao oferecem qualquer problema, pelo que nos limitaremos
a analisar, a titulo de exemplo a regra de enfraquecimento e : e, por introducao de uma
formula Y.

Consideremos a inferéncia:

JwiHi(wy, A), ..., 3w, Hy(wn, A), T —A, 31 G1(y1, A), . . ., IYymGm (Ym, A)

JwF(w, A, B), 3w Hy (w1, A), ..., Jw, Hy(wy, A), T—A, 31 G1(y1, A), - . ., m G (Ym, A)

onde todas as férmulas X{ se encontram destacadas e onde aos parametros especiais A se
juntam possivelmente, no sequente de baixo, novos parametros especiais B resultantes da
introducao de uma nova féormula.

Suponhamos, por hipétese de inducao que RCA; demonstra:

I'A=A — Yw; ... Vw,3oVX (Hy (w1, X) A ... A Hy(wy, X) —
— 1 < 0G1(y1, X) V...V Iy <0G (Y, X))

Tomando v := ¥, tem-se, como se pretende, que RCA; demonstra:

I' A=A — YuwVw; ... Y, WVXVY (F(w, X,Y) A Hy (w1, X) A ... A Hy(w,, X) —
— Jy1 <vGi(y1, X) V...V Iym <0G (Ym, X))

Quanto as regras proposicionais, analisaremos — : e, A : d, V : e e —: d (as restantes
regras verificam-se por processos semelhantes) e apenas na situagdo em que as férmulas
auxiliares sio X{ ndo limitadas. A verificacdo no caso de aplicagoes destas regras a férmulas
limitadas ou a férmulas ndo Y faz-se muito facilmente.

Estudo da regra — : e:

JwH (w, A, B), T —A,3yG(y, A, B),32F(z, B)
-32F (2, B), JwH (w, A, B),T—A, 3yG(y, A, B)

onde para simplificar a escrita consideramos apenas uma férmula H e uma G em vez da
forma geral Hy, ..., H,,G1,...,Gn, . Observe também que, enquanto no sequente de cima,
A e B sao parametros especiais, apenas os primeiros se mantém sequentes especiais no
sequente de baixo.

Por hipétese de inducao, a teoria RCA; demonstra:

' A=A — VwIVXVY (H(w, X,Y) — Jy < 0G(y, X,Y) V 3z <0F(2,Y)).
Para verificarmos, como se pretende, que RCA; demonstra:

VY (-32F (2, Y) AT A=A — VIV X (H(w, X,Y) — Jy < vG(y, X,Y))),

basta fixar Y, supor o antecedente, fixar w e aplicar a hipdtese de indugéo tomando v := 7.
Nas regras a seguir analisadas, mantemos a simplificacdo de apenas considerar uma
férmula H e uma férmula G.

A regra A : d tem a forma:
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2.4. Nova demonstracao

JwH (w, A, B),T—A, JyG(

A, B),321F (2, B) JwH (w, A, B),T—A, 3yG(y, A, B), 320 F2(22, B)
B),T—A,yG(y, A, B), 321 Fy (21, B) A 329F»(29, B)

Y,
JwH (w, A,
e por hipétese de inducao sabemos que RCA; demonstra as assercoes

I A=A — VwIVXVY (H(w, X,Y) — Jy < 0G(y, X,Y) V 3z < 9F1(21,Y))

L' A=A — VwIVXVY (H(w, X,Y) — 3y < 9G(y, X,Y) V 32g < 0Fp(22,Y)).
Para provarmos como se pretende que RCA; demonstra

V?(F A AN —\(Ellel(Zl,?) A\ E'ZQFQ(yQ,?)) —
— YuIwWX (H(w,X,Y) — Jy < vG(y, X,Y))),

fixemos Y, admitamos o antecedente, fixemos w e o resultado sai imediatamente aplicando
as assercoes da hipdtese de inducao e considerando v como sendo o maximo entre v e .

A regra V : e tem a forma:

Hlel(Zl,E),HwH(w,Z,E),P—)A,HyG(?J; E) EIZQFQ(ZQ,E),EIwH(w,A,E),FHA,ElyG(y,Z, E)

A,
321 F1(21, B) V 322 Fy(29, B), 3wH (w, A, B),T—A, 3yG(y, A, B)

e por hipétese de inducao sabemos que RCA, demonstra as assercoes

L' A=A — VaYVwIoVXYY (Fi(21,Y) AN H(w, X,Y) — Jy < 9G(y, X,Y))

T A=A — VaoVwIoVXVY (Fa(22,Y) A H(w, X,Y) — Jy < 9G(y, X, Y)).
Pretendemos provar que RCA, demonstra:

V?((EZlFl(Zl,?) vV HZQFQ(ZQ,?)) AT A=A —
— VwIVX (H(w,X,Y) — Jy < vG(y, X,Y))).

Dado Y, suponhamos que (Ellel(zl,Y) vV 322F2(227?)) AT A=A e fixemos w. Caso se

tenha 321 F1(z1,Y), fixemos tal z; e apliquemos a primeira asser¢ao da hip6tese de indugao.
Tomando v := ¥ obtém-se o pretendido. Caso contrario, ter-se-4 que 329 F»(22,Y ). Fixando
tal z9 e aplicando a segunda assercao da hipotese de inducgao, basta tomar v := © para se
provar o pretendido.

A regra —: d tem a forma:

321 Fy (21, B), 3wH (w, A, B),T—A, 3yG(y, A, B), 322 F5(29, B)
JwH (w, A, B),T—A,3yG(y, A, B), 321 F\ (21, B) — 322F3(22, B)
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e por hipétese de inducao sabemos que RCA; demonstra:

L' A=A — ¥V VwIoVXVY (F(21,Y) A H(w, X,Y) —
— Jy <0G(y, X,Y) V 32y < 0Fp(22,Y)).

Vejamos que RCA, demonstra:

V?(F A=A A ﬁ(EIlel(zl,?) — HZQFQ(ZQ,?) —
— YuIowWX (H(w,X,Y) — Jy < vG(y, X,Y))).

Fixemos Y, admitamos véalido o antecedente, ou seja I' A A A Jz1F(z1,Y) A

—(Jz9F5(22,Y)), fixemos tal z; e fixemos w. Aplicando a hipdtese de indugao e tomando

v := 7, temos o pretendido.

Quanto as regras de quantificag¢do, analisamos V : e, quando a férmula auxiliar é uma
formula 9, ndo limitada; 3 : e quando a férmula auxiliar 6 uma férmula %Y, nio limitada
e quando é uma férmula limitada; 3 : d quando a férmula auxiliar é uma féormula limitada;
V< : e quando a férmula auxiliar é uma férmula X9, nio limitada e 3< : e quando a férmula
auxiliar é uma férmula 2(1) nao limitada e quando é limitada. A regra V< : d aplicada a
férmulas limitadas verifica-se de forma andloga a regra J< : e para férmulas limitadas, pelo
que omitimos tal demonstracdo. Todas as outras situacoes nao apresentadas se analisam
com raciocinios andlogos, nao levantando quaisquer problemas. Note que as regras Vaa : €,
Voa : d, Joa : € € doa : d nao ocorrem na demonstragao, visto esta nao conter quantificagoes
de segunda ordem. Observe ainda que, no estudo das regras 3< : e e V< : d quando a
férmula auxiliar é uma féormula limitada, se recorre ao esquema de coleccgcao limitada.

A regra V : e, quando a férmula auxiliar é uma férmula %9 nio limitada, tem a forma:

32F(z,t,B), 3wH (w, A, B),T —A, 3yG(y, A, B)
Vz3zF(z,z,B), 3wH (w, A, B),I—A, 3Gy, A, B)

I

com t um termo. Por hipétese de indugao sabemos que RCA; demonstra:

T A=A — V2VwItVXVY (F(z,t,Y) AN H(w, X,Y) — 3y < 9G(y, X,Y)).

(o}

Para provarmos que RCA; demonstra:
VY (Va32F (2,2, Y) AT A=A — VIV X (H(w, X,Y) — Jy <vG(y, X,Y))),

fixamos Y, admitimos o antecedente, fixamos z tal que F(z,t,Y) e fixamos w. Basta entao
aplicar a hipétese de indugao e tomar v := 7.

A regra 3 : e, quando a férmula auxiliar é uma férmula ¥ nio limitada, tem a forma:

J32F(2,b,B), 3wH (w, A, B),T—A, JyG(y, A, B)
Jx32F (2,2, B), 3wH (w, A, B),T —A, 3yG(y, A, B)

20



2.4. Nova demonstracao

onde b é uma varidvel propria de primeira ordem. Por hipétese de inducao sabemos que
RCA, demonstra:

Vr(D A=A — VaYwIoV XYY (F(z,r,Y) AN H(w, X,Y) — 3y < 9G(y, X,Y))).

Para provarmos que RCA; demonstra:
VY (3232F (2,2, Y) AT A=A — VIV X (H(w, X,Y) — Jy < vG(y, X,Y))),
fixamos Y, admitidos o antecedente, fixamos x e z tal que F(z,z,Y), fixamos w e aplicamos

a hipotese de inducao com r = z. A assercao pretendida demonstra-se tomando v := ¥

A regra 3 : e, quando a féormula auxiliar é uma férmula limitada, tem a forma

F(b,A), JwH (w,A),T—A, JyG(y, A)
2 F(z,A), JwH (w, A),[—A, yG(y, A)

onde b é uma varidvel propria de primeira ordem. Por hipétese de inducao sabemos que
RCA, demonstra:

Vr (D A=A — VwIoVX (F(r, X) A H(w, X) — Jy < 09G(y, X))).

Para provarmos que RCA; demonstra:

' A=A — VaVwIowVX (F(z, X) A H(w, X) — Jy < vG(y, X)),

admitidos que temos I' A =A| fixamos = e w e aplicamos a hipétese de indugao com r = =z
A assercao pretendida demonstra-se tomando v := ¥

A regra 3: d, quando a formula auxiliar é uma férmula limitada, tem a forma

JwH (w, A),T—A, JyG(y, A), F(t, A)

JwH (w, A),T—A, 3yG(y, A), Jz F(z, A)

e por hipétese de inducao sabemos que RCA; demonstra

I'A-A = VwIVX (H(w, X) — Jy < 9G(y, X) V F(t, X)).

Para provarmos que RCA; demonstra:

L' A=A — VwIuwWX (H(w, X) — Jy < vG(y, X) V Iz < vF(z, X)),

supomos que temos I' A =A e fixamos w. Consideramos ¥ nas condi¢des da hipdtese de

inducao. Tomando v como sendo o méaximo entre v e ¢, provamos o pretendido

A regra V< : e, quando a férmula auxiliar é uma férmula %Y ndo limitada, tem a forma

J2F(z,t,B), 3wH (w, A, B), I —A, 3yG(y, A, B)
t <s,Vo < s32F(z,z,B),3wH(w, A, B),T—A, Gy, A, B)

e por hipétese de inducao sabemos que RCA, demonstra
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L A=A — V2VwIVXYY (F(z,t,Y) A H(w, X,Y) — Jy < 9G(y, X,Y)).
Queremos provar que RCA, demonstra:

V?(Va: <s32F(z,2,Y) AT A=A —
— VwIWX (t < sAH(w, X,Y) — Jy <vG(y, X,Y))),

ou seja,

VY (Vo < s32F (2,2, Y) AT A-A AL < s —
— YwIwWX (H(w,X,Y) — Jy <vG(y, X,Y))).

Fixemos entdo Y e admitamos que o antecedente da assercio anterior é valido. Como
Vo < s3zF(z,2,Y) e t < s, podemos fixar z tal que F(z,¢,Y). Tomemos um w arbitrrio
e apliquemos a hipétese de inducao. O resultado obtém-se fazendo v := v.
A regra < : e, quando a férmula auxiliar ¢ uma férmula X9 nio limitada, tem a forma:
b<t 3zF(z,b,B),3wH(w, A, B),T—A,3yG(y, A, B)

Jdr < t32F(z,2, B), 3wH (w, A, B), T —A, JyG(y, A, B)

onde b é uma varidvel propria de primeira ordem. Por hipétese de inducao sabemos que
RCA, demonstra:

Vr(C A=A = VaYwdoVXVY (r <t AF(z,r,Y)ANH(w, X,Y) — 3y <0G(y, X,Y))).
Para provarmos que RCA; demonstra:
VY (32 < t32F(2,2,Y) AT A A — YwIVX (H(w, X,Y) — Jy <vG(y, X,Y))),

fixamos Y, admitimos o antecedente, fixamos x e z tal que z <t e F(z,z,Y), fixamos w e
aplicamos a hipdtese de indugdo com r = x. A assercao pretendida demonstra-se tomando
vV i= 0.

A regra J< : e, quando a féormula auxiliar é uma férmula limitada, tem a forma:

b<t F(bA),FwH(w,A),T—A, FyG(y, A)
Jo < tF(x, A), JwH (w, A),T—A, JyG(y, A)

onde b é uma varidvel propria de primeira ordem. Por hipdtese de inducao sabemos que
RCA, demonstra:

Vr(D A=A — VwIVX (r <t A F(r, X) A H(w, X) — 3y < 09G(y, X))),
0 que, visto r nao ocorrer em I' nem é A, é equivalente a

I A=A = VuvVrIsVX(r <t A F(r, X) A H(w, X) — Jy < 9G(y, X)),
e ainda equivalente a
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2.4. Nova demonstracao

' A=A — VYwVr < t3VX (F(r, X) A H(w, X) — Jy < 5G(y, X)),
Queremos provar que RCA; demonstra:
L' A=A — VwIwwWX 3z < tF(z, X) A H(w, X) — Jy < vG(y, X)).
Suponhamos que se verifica I' A =A e fixemos w. Por hipdtese de inducao, temos que

Vr <t30VX (F(r, X) A H(w, X) — Jy < 9G(y, X)).

formula limitada

Pelo lema 2.1, VX (F(r,X) A H(w,X) — 3y < 9G(y, X)) é equivalente a uma férmula
limitada.

Logo aplicando o esquema de colec¢do limitada Bzgo, prova-se que
Jovr <30 < WX (F(r, X) A H(w, X) — 3y < 9G(y, X)),
e em particular
(x) Jovr <tVX(F(r,X) A H(w, X) — 3y < vG(y, X)).
Fixando tal v, vejamos que este verifica o pretendido, ou seja
VX 3z <tF(x, X) AN H(w, X) — Jy < vG(y, X)).

Fixemos X e suponhamos que o antecedente é valido. Em particular fixemos z tal que

r <tAF(z,X). O resultado obtém-se imediatamente por (), pensando em 7 = x.

Analisemos agora a regra de indugao (Ind), quando a férmula auxiliar é uma férmula
¥?, ndo limitada (as outras situagoes resolvem-se de forma mais imediata). Tal regra tem

a forma:

32F(z,a,A), 3wH(w, A),T—32'F(2',a + 1, A)
32F (2,0, A), JwH (w, A), T —3'F(,t, A)

com a uma variavel prépria de primeira ordem e ¢ um termo.

Por hipétese de inducao temos que RCA, demonstra:

V(I — V2YwIoVX (F(z,r, X) A H(w, X) — 32 <oF(,r +1,X))).
Queremos provar que RCA, demonstra:

I — V2Vw3uwVX (F(z,0,X) A H(w, X) — 32’ <oF(,t, X)).

Suponhamos que temos I' e fixemos z e w. Para obtermos o pretendido é suficiente provar

que para todo o elemento b se tem:
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FVX(F(2,0,X) AN H(w, X) — 32 <vF(2,b, X)).

Facamos tal prova por inducdo em b, notando que, pelo lema 2.1 a férmula anterior é
equivalente a uma féormula X9, e em RCA, ¢ vélido o esquema de inducao para férmulas
com essa complexidade.

Para b = 0 basta tomar v := z.

Supondo que a propriedade é vélida para b, i.e. existe v* tal que VX (F(2,0,X) A
H(w, X) — 32" <v*F(2",b, X)), queremos ver que a propriedade é valida para b+ 1.

Por hipétese de inducao temos que

VZ"IVX (F(2", 0, X) NH(w, X) — 32 <oF(2,b+1,X)).
Logo,

V" < o*FVX (F(2", 0, X) AN H(w, X) — 32’ <oF(¢,b+1,X)).

Aplicando o lema 2.1, a subférmula da férmula anterior iniciada em Jv é equivalente a uma
férmula E(l), logo aplicando o esquema de coleccao limitada BZEO, sabemos que existe v tal

que:

V2" <030 < oVX(F(2", 0, X)ANH(w, X) — 32 <o9F(Z,b+1,X))
e em particular,

V" <oVX(F(2",0, X) AN H(w, X) — 32" <oF(2,b+ 1, X)).

Facilmente se conclui que tal v verifica o pretendido, ou seja VX (F(z,0,X) A H(w, X) —
32 <oF(Z,b+1,X)).

Resta-nos apenas analisar a regra do corte. Note que as tnicas inferéncias de corte que
ocorrem na demonstragio tém férmulas auxiliares (férmulas do corte) Y. A situagao mais
delicada ocorre quando a férmula do corte é uma férmula X9, nao limitada, situagio essa

que se analisa em seguida. Suponhamos entao que temos uma inferéncia da forma:

JwH (w, A),T—A, IyG(y, A),32F (2, A, B) J2F (2, A, B), 3wH (w, A),T—A, JyG(y, A)

FJwH (w, A), I —A, 3yG(y, A)

Note que A e B sao parametros especiais nos sequentes de cima, ao passo que no sequente
de baixo A s@o os Unicos parametros especiais.

Por hipétese de inducao, RCA; demonstra as seguintes asser¢oes:

L' A=A = VoR'VXVY (H(w, X) — Jy <0Gy, X)V Iz <v'F(2,X,Y)),
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L A=A = VaVu"VXVY (F(2, X,Y) A H(w, X) — 3y < v"G(y, X)).
Queremos provar que RCA; demonstra:
L' A=A — VWX (H(w, X) — Jy < vG(y, X)).

Admitamos que I' A =A é vélido e fixemos w.

Pela primeira assercao da hipétese de inducao, existe v’ tal que

($) VX(H(w,X) — Jy <v'G(y, X) VVY 3z < V'F(z,X,Y)),

e pela segunda assercao temos que

Vz <o 'VXVY (F(2,X,Y) A H(w, X) — 3y < "Gy, X)).
()

Pelo lema 2.1, (%) é equivalente a uma férmula limitada, podendo aplicar-se o esquema de

coleccao limitada. Por colec¢ao limitada BZgo, existe v tal que

Vz < o' <VXVY (F(2,X,Y) A H(w, X) — Jy < 0"G(y, X)),
logo

($$) Vz < VXYY (F(2,X,Y) A H(w, X) — Jy < 9G(y, X)).

Tomando v como sendo o méximo entre v’ e ¥, vejamos que tal v verifica o pretendido,
ou seja VX (H(w, X) — Jy < vG(y, X)).

Fixemos X e suponhamos valido H(w,X). Por ($) tem-se Jy < v'G(y,X) ou
VY 3z < v'F(2,X,Y). No primeiro caso temos o pretendido tendo em conta que v’ < v, no
segundo o resultado obtém-se imediatamente de ($$), tendo em conta que v < v.

O

Como nota final desta seccao, vejamos que o método atras usado para provar o Teorema
da Conservacao de Harrington serve, mediante pequenos ajustes, para provar resultados de
conservacao envolvendo teorias mais fracas.

No que se segue, consideramos a teoria RCA; como estando expressa numa linguagem
que contém um simbolo funcional para cada funcao primitiva recursiva, acrescentando-se
os respectivos axiomas (sem quantificagoes) que caracterizam tais simbolos.

Denotamos por PRA? a teoria que resulta de RCA; (nessa linguagem estendida) impondo
uma mais forte restrigao sobre a indugao, nomeadamente substituindo o esquema de indugao

30 pelo axioma de indugdo sobre conjuntos:
VX0e XAVz(ze X mx+1€X)—Ve(re X))

Apés o estudo efectuado a propésito das assergoes I3 em RCA, + FANg e RCA, facil-

mente se prova o seguinte resultado de conservacao.
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Proposicao 2.2 A teoria PRA% 4+ FANq é 113 -conservativa sobre a teoria PRA? + BXY, .

Demonstragao
O resultado prova-se por um processo andlogo ao usado na demonstragao do teorema
2.2. Tenhamos porém em conta que, na formalizacao da teoria PRA? + FANg no célculo de

sequentes (LKgan), em vez da regra (Ind) temos a regra:

ac Al'—a+1€A
0e AT—tec A ’

IndConj

com a varidvel propria de primeira ordem, ¢ termo e A variavel livre de segunda ordem.
E a teoria PRA? 4+ BXY é formalizada no cilculo de sequentes através de LKgxs_, que
resulta de LKRCAO— substituindo a regra (Ind) pela regra (IndConj) e acrescentando a

seguinte regra (correspondente ao esquema de colecgao limitada):

Bxb a < t,T'—3yFy(a,y)
®© T'—d2Ve < t3y < zFy(z,y)

com a variavel prépria de primeira ordem, Fy férmula limitada e ¢ termo.

A andlise de que a teoria PRAZ 4+ BX2 pode ser formalizada através do célculo de
sequentes anterior, nomeadamente que da regra BY"_ se obtém o sequente inicial BX®, e
vice-versa, encontra-se em [22].

A menos da alteracao das teorias e consequentemente das respectivas formalizagoes no
calculo de sequente a demonstracao processa-se exactamente como em 2.2. Note porém que
aquando da demonstracao do lema 2.2, agora envolvendo LKBE’;O e PRA%2 +BXb | em vez de
se estudar a regra (Ind) observe-se que a nova regra para a indugao (IndConj) se analisa
de forma mais imediata, visto o consequente nao possuir nenhuma quantificacao existencial,

e é necessério proceder-se & anélise de mais uma regra, a regra BX% :

a <t,JwH(w, A),T—3yFy(a,y, A)
SwH (w, A),T—3zVx < 13y < 2Fy(x,y, A)

Por hipétese de indugdo temos que PRA? + BX"_ demonstra:
Vr(l — Yu'VX (r <t AN H(w,X) — Jy < ' Fy(r,y, X))).
Queremos provar que PRA? + BY"_ demonstra:
I — Vw3 X (H(w, X) — 3z < oVe < t3y < 2Fy(z, y, X)).
Para tal basta provar que
I' — Vw3 X (H(w, X) — Vo <ty < vFy(z,y, X)).

Admitamos T e fixemos w. Por hipétese de indugao sabemos que
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2.4. Nova demonstracao

Vr <t'VX(H(w, X) — Jy < ' Fy(r,y, X)).

Uma vez que pelo lema 2.1, a férmula VX (H(w, X) — Jy < v'Fy(r,y, X)) pode ser

transformada numa férmula limitada, aplicando coleccao limitada BX_, existe v tal que
Vr <t3 < VX (H(w, X) — Jy < v'Fy(r,y, X)),

donde
Vr < tVX (H(w, X) — 3y < vFy(r,y, X)),

ou ainda
VX (H(w, X) — Vr < t3y < vFy(r,y, X)),

o que prova o pretendido.
O
Note que o resultado anterior nao pode ser melhorado retirando o esquema de coleccao
limitada da 1dltima teoria, pois a asser¢ao de primeira ordem (em particular H%) que exprime
coleccio limitada prova-se em PRA? + FANg (veja [17]), mas ndo se obtém a partir de PRA?
(veja [28]).

Acreditamos que argumentos idénticos ao aqui apresentado funcionam ainda na demons-
tragao de resultados de conservacgao (do estilo do resultado de Harrington) sobre teorias mais
fracas, nomeadamente subexponenciais (i.e. que nao demonstram a totalidade da funcao
exponencial), desde que se formalize convenientemente o lema fraco de Konig (ou o principio

FANp) no contexto de tais teorias.
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CAPITULO 3

‘Nem tudo o que pode ser contado conta,

e nem tudo o que conta pode ser contado.’

Albert Einstein

Teorias de contagem e sua

meta-matematica

Apés um prélogo — Capitulo 2 — direccionado para os subsistemas de aritmética de
segunda ordem RCAy e WKLy, relacionados com as fungoes primitivas recursivas, até final
da tese o nosso estudo incide sobre fragmentos de aritmética bastante mais fracos, que nao
provam a totalidade da funcao exponencial, relacionados com uma classe de complexidade
computacional que se encontra entre PTIME e PSPACE, mais concretamente FCH. O inte-
resse em sistemas formais que caracterizam esta classe especifica, prende-se com motivagoes
no ambito da formalizagao da andlise, que se tornam evidentes no decorrer do Capitulo 4.

A teoria essencial deste capitulo, sistema base dos estudos analiticos desenvolvidos pos-
teriormente, é a teoria TCA? apresentada na Seccao 4. Bastante técnica, a Seccao 3 pode ser
encarada como precursora da seguinte, uma vez que todo o esforco ai desenvolvido, de in-
troducao de teorias com determinadas particularidades sintacticas que permitem a aplicagao
de certas técnicas (eliminac@o do corte) para aferir a forca computacional desses sistemas,
tem em vista, por ‘arrastamento’ através de sucessivos resultados de conservacao, caracte-
rizar FCH como a classe das fungdes demonstravelmente totais de TCA2 (e TCA? + FANp).

Iniciamos este capitulo com a descrigdo da classe FCH, universo computacional das
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Capitulo 3. Teorias de contagem e sua meta-matematica

teorias a seguir construidas.

3.1 Em torno de FCH

A propdsito do estudo da complexidade computacional da determinagdo do permanente
de uma matriz, Valiant introduziu ([41]), no final dos anos 70, a classe #P, que consiste
na classe das funcgoes f, para as quais existe uma mdquina de Turing ndo determinista
(abreviadamente MTND) M, trabalhando em tempo polinomial, tal que para todo o x, f(x)
€ o numero de caminhos que terminam em estado de aceitacdo na computacdo de M com
‘input’ x.

Existe uma grande diversidade de descri¢oes de maquinas de Turing. A versdo de MTND
que adoptamos encontra-se descrita em [22].

A classe #P insere-se nas chamadas classes de contagem, classes essas relacionadas com
a questao do numero de solugoes de problemas em NP. Esta ideia por detras das classes
de contagem, estd de alguma forma ligada ao conceito na base das classes probabilisticas,
se bem que uma maquina probabilistica aceita ou nao determinado input dependendo de, a
maioria do seus caminhos, terminarem ou nao em estado de aceitacao. Trata-se, portanto, de
uma no¢ao mais fraca, uma vez que a contagem d& o exacto niimero de caminhos terminando

em aceitacao.

3.1.1 A hierarquia das funcoes de contagem

Baseada em #P, surge a classe FCH (hierarquia das funcoes de contagem), introduzida por
Wagner em [43] sob a designac¢ao de PHCF. E esta a classe alvo da nossa atencao, ponto de

partida e elo de ligacao das varias teorias que desenvolvemos posteriormente.

Definigao 3.1 Seja 04#P =P ¢ (i + 1)#P = #P%P para i > 0, i.e. (i + 1)#P ¢ a classe
de todas as funcdes que ‘contam’ o numero de caminhos terminando em estado de aceitacdo
na computacdo de maquinas de Turing nao deterministas, em tempo polinomial, que tém
uma funcdo de i#P como ordculo.

A hierarquia das funcoes de contagem® FCH ¢ definida por:
FCH = (J «#P.
i>0

Os esforcos para se obterem caracterizacoes de FCH independentes de méquinas nao se
fizeram esperar (veja [43], [42] e [27]). Uma dessas caracterizagdes apresenta FCH como a
menor classe de funcoes que contém as operacoes 0, 1, +, —, - e as projeccoes e é fechada

para a composicdo e a soma, i.e.

FCH = [0,1,+, —, -, 7Jcomp sOMA,

Designar FCH por ‘hierarquia’ das funcbes de contagem é um abuso de linguagem, justificado pela

hierarquia i#P, ¢ > 0, atrds definida.
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3.1. Em torno de FCH

onde soma é definida do seguinte modo: f é definida por soma a partir de g se f(z) =

op(lz|) . s s .
Yo 9(x,i), com p um polinémio e |z| o comprimento de .

3.1.2 Nova caracterizacao da classe

No que se segue, apresentamos uma caracterizacao alternativa de FCH, também indepen-
dente de méquinas, desta vez na linha das caracterizagoes indutivas de PTIME e PSPACE
apresentadas em [13] e [33]. Em consonancia com as duas referéncias anteriores, servimo-nos
de notacao bindria, pelo que comecamos por rever tal notagao.

Sendo z e y elementos de 2<“ (conjunto de todas as sequéncias finitas — palavras —

de 0’s e 1’s, também denotado por {0,1}*), representamos por:

e |z|, o comprimento da sequéncia x, i.e. o nimero de 0’s e 1’s que a constitui
e x"y, a concatenagdo de x com y (abreviada por zy)

e x Cy, x é subpalavra inicial de y, ie. z z°z2 =1y

o x C*y, x é subpalavra de y, i.e. Iz 2"z C gy

A~

e x Xy, o produto de x por y,ie. xxy=g x ... ¢

ly| vezes

e x <y, o comprimento de x é menor ou igual que o comprimento de y, i.e. 1xx C 1xy
e x =y, o comprimento de z é igual ao comprimento de y, i.e. I xx =1Xy

. T sex XYy
® 1,2 truncatura de x a y, i.e. x|, =

z sezCzxzAz=y

e r <; y, a ordem linear (segundo o comprimento e dentro do mesmo comprimento

lexicograficamente) definida por
r<ye (x3yA-(z=y)Ve=yATzCx(20 Sz Azl Cy)).

Também se define x <; y por z <;yVa=y.

Em notagao bindria encaramos as fungdes como definidas em produtos cartesianos de
2<%, Note que existe uma bijeccao entre 2<% e N.

Consideremos a classe das fungées C definida da forma indutiva que a seguir se apresenta.

Definigao 3.2 C € a menor classe de funcdes que contém as fungoes iniciais:

2. Ci(x) =zl
3. PMxy,...,xn) =x; 1<i<n
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1 sexCy
4 Qlz,y) =

0 c.c

e € fechada para:

o Composicao

flx1,...,xn) = g(hi(zr, . oy zn)y ooy h(xa, .oy x))
e Recursao limitada na notagdo

f(z,€) = 9(7)

f(@y0) = ho(2,y, f(Z,9))},.,,

f@yl) = m@,y, f(Z.9)),..,

onde t é uma funcdo limitativa®

e Cardinalidade
~ 0 se f(z,e)=0
c(z,€) =
€ c.c.

S(e(z,y)) se f(z,5(y)) =0
c(Z,y) c.c.

onde S € a fungao sucessor definida por S(e) =0, S(z0) = x1 e S(z1) = S(x)0.

o(z,5(y)) =

Informalmente, a ideia do anterior esquema é que

c(z,y) = #{w <y f(Z,w) =0}

Para tornar claro que a fung¢ao ¢ é a funcao que se obtém por cardinalidade a partir de

f, por vezes escrevemos cy.

Denotando por CH a classe dos predicados, ¢, tais que a sua funcao caracteristica, x,

pertence a C, temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.1 A classe de predicados CH ¢ fechada para quantificagées limitadas, i.e.

quantificacées da forma Iy = x e Vy < 2.3

Demonstragao

. . 0 se 90(1"’ y) 4
Seja ¢(z,y) um predicado em CH. Sendo x,(z,y) = , temos que x, € C.

€ C.C.

2Designamos por € a sequéncia vazia e por classe das fungées limitativas a menor classe de funcdes que
contém ¢, 0, 1, °, x, P/* e é fechada para a composicao.

33y < 2...abrevia Jy(y <z A...)eVy <z...abrevia Vy(y <z — ...).

4Note que em vez dos usuais valores 0, 1 como imagens de uma funcio caracteristica, usamos os dois

primeiros elementos de 2<¢ (pela relacdo <;) ¢, 0.
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3.1. Em torno de FCH

Jy 2w o(z,y) & #{y i1 xo:xe(z,y) =0} #es oy, (a,1 xx) #€

e CH

Yy 2z o(z,y) & cy (2,1 xx) = S(1 x 2).

€ CH
Note que os anteriores predicados estao em CH, uma vez que pela definicao 3.2, facil-

mente se observa que as suas funcoes caracteristica sao funcoes de C.
O
Na proposicao seguinte, que estabelece que C = FCH, revela-se a nova caracterizagao

indutiva da hierarquia das fun¢oes de contagem, mencionada no inicio desta subseccao.

Proposicao 3.2 A classe C, introduzida na definicdo 3.2, coincide com a classe FCH, i.e.
C =FCH.

Demonstragao

Sabemos que FCH = (J;5i#P = [0, 1, +, = ',an]COMP,SOMA. Comecemos por averiguar
que a classe C estd contida na classe FCH.

As fungoes iniciais de C estao em P, logo estdo em FCH. Sabemos que a classe FCH
é fechada para a composicdo e pode constatar-se que é também fechada para a recursdo

ltmitada na notacao pois
P C #P CP#P C 24P C P2#P C 3#P C P3P C ... C FCH
e, qualquer que seja k € N, P*#P ¢ fechada para a recursao limitada na notacao.

Assim sendo, verificando que FCH é fechada para a cardinalidade, temos a inclusao

pretendida.
1 se f(z,y) =0

0 c.c.

Seja f € FCH, queremos verificar que ¢y € FCH. Seja g(z,y) =

Temos que g € FCH. Ora
cr(@,y) =#{z <1y f(z,2) =0} = 3 9(2,9).

E portanto ¢y € FCH uma vez que FCH ¢ fechada para a soma e g € FCH. Logo C C FCH.

Reciprocamente vejamos que a classe FCH estéd contida em C.

Uma vez que P C C, tem-se que 0,1, +, ¥,~,7r;~1 CcC.

Como a classe C é fechada para a composicdo, resta verificarmos que é fechada para a
soma. Para isso, e uma vez que sendo h(zx) = 2P(12]) ge tem h € P C C e C é fechada para a
composicio, basta provarmos que, partindo de uma funcdo arbitraria g € C, se tem que a

funcao f definida por f(z,y) := Y 7 ,g(x,1) pertence a C. Ora

fla,y) =3og(x, i) = g(2,0) + gz, 1) + -+ + g(x,y) =
=#{v:iv<g(@, 0} +#{v:v<glz, )} + - +#{v:v<glz,y)} =
= #{(0.i) i < y Ao < (i)} =
=#{u: I, i 2uu= i) Ni<yAv<g(x,i)}

SPor (v,i) representamos a codificacio de (v,4) feita (em PTIME) do seguinte modo: (v,i) =
cod(v)1lcod(i), onde cod(e€) = €, cod(x0) = cod(x)01},, .., cod(x1) = cod(x)10,, .-
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) 0 sedv,i<uu= i) ANi<yAv<g(x,i)
Seja h(x,y,u) = .
€ c.c.

Pela proposicao 3.1, temos que h € C. Logo f(z,y) = #{u : h(z,y,u) = 0} =
en(z, y, tz, y)yllt(z, y)yll).

majorante para os u's
Vejamos porque ¢é possivel pensarmos em tal majorante para o conjunto

u:h(z,y,u) =0}. Ora g € C C [Jsoi#P, logo existe k € N, k£ > 1 tal que
>0
g € k#P = #p—1#P  Existe, portanto, uma médquina de Turing nao determinista M,

trabalhando em tempo polinomial p e com ordculo em (k — 1)#P tal que g(x,i) = ‘ntimero
de estados de aceitagdo de M quando iniciada com input x,i’. Como, sem perda de gene-
ralidade, podemos supor que as MTND sao bifurcadas (i.e., tém apenas duas possibilidades
para o préoximo passo), temos que g(x,i) < op(lzl[il) logo existe uma fungao limitativa t tal
que g(z,i) < t(z,i). Sendo t crescente, vem que t(z,y) > t(z,i) Vi <y. Tendo em conta a
defini¢ao de h(z,y,u) = 0 e a codificacdo que estamos a usar, t(x,y)yl1t(x,y)yll pode ser
tomado como majorante.
Mas entao f € C, o que encerra a demonstragao.
O
No decorrer do capitulo, servimo-nos também de algumas variantes das anteriores clas-

ses, que passamos a descrever.

Definigcao 3.3 FCHX ¢ a classe de fungoes semelhante a FCH (defini¢do 3.2), mas em que
as varidveis de sequnda ordem X (subconjuntos de 2<%), wistas como funcées de 2<% em

{€,0} sao também fun¢oes iniciais.

Definicao 3.4 CHX ¢ a classe dos predicados cujas funcdes caracteristica pertencem a
FCHX.

Lema 3.1 Seja (%, X,y) um predicado em CHX tal que VZVX 3y < t(z) ¢(z, X,y). Entdo
[z, X) = puy =2t(z) ¢(z,X,y) estd em FCHX.

Demonstragao
Seja (7, X,y) :«» Vz <,y —p(Z, X,2). Trata-se de um predicado em CHX, visto ¢

0 se(z,X,y)

estar em CHX. Temos, portanto, que Xw(a_:,X, y) = pertence a FCHX.

€ C.C.
Ora f(z,X) := py 2 t(z) (@, X,y) = py <1 1 x4(2) ¢z, X,y) = #{w < 1 x 4(z) :

O

3.2 Aritmética computavel na hierarquia de contagem I

Uma determinada classe de complexidade computacional pode ser caracterizada de diver-
sas formas. Essas diferentes caracterizagoes podem, contudo, ser ‘agrupadas’ segundo a

abordagem seguida para as obter.
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Visto serem classes de fungbes que tém em comum necessitarem, na sua computacao, de
certos recursos em termos de mecanicidade, tempo e/ou espago, uma abordagem possivel
e em certo sentido a mais natural, é recorrer-se a mdquinas, que poderao ser de Turing,
registadoras ou outras. Foi o caminho seguido quando, no inicio da Seccao 3.1, necessitamos
definir #P e FCH.

Outra possibilidade é a chamada caracterizacdo indutiva, em que é dado um processo
para obter todas as funcgoes da classe e apenas essas, recorrendo a certas fungoes iniciais e
permitindo criar novas funcoes a partir das ja existentes através de determinados esquemas.
A nossa caracterizagao alternativa de FCH, apresentada na definicao 3.2, enquadra-se nesta
abordagem.

Nesta e nas proximos secgoes a estratégia adoptada serd outra. Caracterizamos a hi-
erarquia das funcoes de contagem através de esquemas formais, isto é, introduzimos de-
terminadas teorias cujas fungoes demonstravelmente totais (com grafico apropriado) sejam
exactamente as fungoes de FCH. Tal abordagem surge na sequéncia de estudos idénticos a
propésito de outras classes de complexidade computacional. Veja [4] (em notagao numérica)
e [14], [22] (em notacao bindria).

Uma vez que lidamos com teorias sem exponenciacao, achamos mais natural utilizar
notacao bindria, i.e. servimo-nos duma linguagem que descreve directamente as sequéncias
finitas de 0’s e 1’s — cuja interpretacao intencionada é a &arvore bindria — em vez de

descrever directamente os niimeros naturais.

3.2.1 Teoria CHCA

Definicao 3.5 Seja L a linguagem de primeira ordem com igualdade que contém trés cons-

tantes 0,1, €, dois simbolos funcionais bindrios ~, X e um simbolo relacional bindrio C.

A estrutura standard para esta linguagem tem dominio 2<%.

Nesta seccao trabalhamos com uma variante da anterior linguagem — Lpcy — a lin-
guagem de primeira ordem com igualdade, que se obtém de £, adicionando um simbolo
funcional para cada descrigao de uma funcao na hierarquia das fungoes de contagem FCH,
de acordo com o esquema apresentado na definicao 3.2 que, como vimos, gera as funcoes
dessa classe. Adoptamos as usuais nogoes de termo e formula da linguagem.

A fim de introduzirmos a teoria CHCA, mais precisamente para definirmos a indugao

nela permitida, precisamos do conceito que se segue.

Definicao 3.6 A classe das matrizes decidiveis por contagem € a menor classe de férmulas
de LrcH que contém as formulas atomicas e € fechada para as operac¢des booleanas e quan-
tificagoes da formaVe(r 2t — ...) e Jx(z JtA...), ondet é um termo de Lrcy que nao

contém a varidvel x.

Definicao 3.7 CHCA (acrénimo para Counting Hierarchy Computable Arithmetic) é a
teoria de primeira ordem, na linguagem LgcH, cujos axiomas sdo o fecho universal das

sequintes formulas:
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o Aziomas bdsicos

N N N N
R

© % RS G e v~

TE=1T
z(y0) = (xy)0
z(yl) = (zy)1
TX€E=E¢€
zxy0 = (z xy)x
zxyl=(zxyx
zTCe—xT=c¢€
rCyY0—xCyVvVe=y0
zCyl sz CyVe=yl
20=9y0 - x =y

.xl=yl-ax=y
.20 # yl
. x0F#e€
14.

xl #e

e Aziomas definidores

Q.

b.

Funcoes iniciais
1. Co(z) =20
2. Ci(x) =x1
3. PMxy,...,xn)=2; 1<i<n
4. Q@,y)=1<zCy
Qz,y) =0V Q(z,y) =1
Funcées derivadas
1. f(x1, .. xn) = g(hi(zr, ..oy n)s oo (1, .o ),
onde f € a descricio da composicdo definida a partir de g, hq, ..., hg
2. f(f’ 6) = g(:f)
f@yl) =h(@,y, f(Z,9)),,.,,
onde f € a descrigdo da recursdo limitada na notagdo a partir de g, hg e

hi et é um termo de L
3. f(Z,e) =0 g(Z,e) =0
f(Z,e) =0V f(T,€) =€
f(z,8(y)) = S(f(z,y) < 9(z,5(y)) =0
(@, 5W) =5z y) Vv f(@S5W) = fZy),

onde f € a descricdo da cardinalidade a partir de g e S é a fun¢do sucessor

36



3.2. Aritmética computavel na hierarquia de contagem I

o FEsquema de inducao na notacao para matrizes decidiveis por contagem
Ae) ANVz(A(z) — A(z0) A A(xl)) — Vo A(x),

onde A € uma matriz decidivel por contagem, podendo ter outras varidveis livres além

de x.

A teoria CHCA foi inspirada na teoria PTCA [14] (veja também [2]), relacionada com
tempo polinomial e na teoria PSCA [22], relacionada com espago polinomial.

Embora nem sempre se refira explicitamente, obviamente convencionamos que uma

teoria numa linguagem com igualdade contém os axiomas para a igualdade: x1 = w1,
1 = A ATy =y — [, xn) = f(Y1, - Un), T1 = LA o A X = YpA
R(z1,...,xn) — R(y1,...,Yn) € x1 = Y1 ATy = Yo A X1 = T — Y1 = Y2, COM T4, Y;

variaveis, f simbolo funcional n-ario e R simbolo relacional n-ario.

Observagao 3.1 Em CHCA ¢ wvdlido o sequinte esquema, que designamos por indugéo lenta

para matrizes decidiveis por contagem:
A(e) ANVz(A(z) — A(S(x))) — Yz A(x),

onde A € uma matriz decidivel por contagem, possivelmente com outras varidveis livres
além de x. Em [13] é apresentada a demonstracao de tal resultado no contexto de PTCA,

demonstragdo essa que continua vdlida para a teoria CHCA.

3.2.2 Caracterizacao das fungoes demonstravelmente totais de CHCA

O estudo apresentado nesta subseccao resulta de uma adaptacao ao caso CHCA do estudo
efectuado no artigo [14], a propdsito da teoria PTCA. Baseados nesse mesmo artigo, apre-

sentamos em [22] idéntica adaptagao no contexto de PSPACE.

Proposicao 3.3 Para cada matriz decidivel por contagem A, existe um simbolo funcional

Ka em Lrcy tal que:

CHCA F (A(Z) — Ka(7) = 1) A (A(T) — Ka(z) = 0).

Demonstragao

Comecemos por verificar que, para cada termo t de Lgcy existe um simbolo funcional
ft em Lrch tal que CHCA F Vz(fi(Z) = t(z)). Pelo axioma definidor b.1 de CHCA, basta
estudar os casos em que t é uma constante e uma varidvel.

Para as constantes ¢, 0 e 1, tomemos f.(z) = E(P}(x),Co(x)), (onde E(z,¢) = P} (z)
e E(z,yi)) = P}y, E(z,y))). com i = 0,1), folz) = Co(f(@)) e fi(z) = Ci(f(x))
respectivamente.

Se t é a varidvel z, basta tomar f;(x) como sendo P} (x).

A demonstracdo da proposicdo processa-se agora por inducio na complexidade de A.

No que se segue, denotamos por K_(z,y) := Q(11, Q(x,y)Q(y, x)).
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No caso das férmula atémica, se A :=t; C tg, tomamos K4 como sendo Q(fi,, fi,); se
A :=t1 = tg tomamos K 4 como sendo K_(f,, ft,)-

Definimos K_‘B = K:(O, KB) (& KB/\C’ = K:(ll,KBKc).

Seja A(Z) a férmula Yy =< t(z)B(Z,y), i.e. Yy <; 1 x t(z)B(Z,y). Por hipdtese de

inducao existe Kp(Z,y) verificando as condigdes da proposigao. Tomemos

0 se Kp(Z,e) =0

€ C.C.

o5 = | SCeRa @) 0 K50 =0
cky(Z,y) c.c.

ie. ¢k, (T,y) =#{w < y: Kp(z,w) = 0}.
Por indugao lenta em z, pode ver-se que, Yy <; zB(Z,y) < ck,(Z,z) = €, logo
Vy 2 t(z)B(Z,y) < ck,(T,1 xt(Z)) =e. Tomemos K4(Z) = K=(€,ck,(Z,1 x t(x))).
Aquando da inducao lenta em z, note que, sendo B uma matriz decidivel por contagem,
Vy <; B é equivalente a Vy < z(y <; x — B), ouseja, Vy 2 z[((y K zA-(y = 2))V(y = A
Ju C y(u0 C yAul C 2))V(y = z)) — B, equivalente a uma matriz decidivel por contagem.
U

Proposicao 3.4 Dadas matizes decidiveis por contagem A1(Z),..., An(Z) e simbolos fun-

cionais f1(Z),..., fu(&), fasr1(Z), existe um simbolo funcional f(Z) tal que:

CHCAE (A1(z) A f(Z) = f1(Z)) V (- AL(Z) A Ao(Z) A f(T) = fa(T)) V...
)

NV (AUE) A A AR A F(E) = fana (7).

Demonstracgao

Provamos o resultado para n = 1. Seja h(y,e) = y, h(y,z0) = y, h(y,xl) = =x.
Temos que CHCA +F h(y,z)l = =V (V2 C =z 21 # x) A h(y,z) = y). Tomando
f(@) = h(f2(2), f1(Z) K 4,(Z)) temos o pretendido.

O caso geral prova-se facilmente por indugdo em n, notando que sendo g o simbolo
funcional que verifica a propriedade para n, o passo de inducao consegue-se tomando

f(j) = h(fnJrQ(i)’g(f)KA1VA2\/..-\/An+1 (i‘))
([

Lema 3.2 Para cada matriz decidivel por contagem A(Z,x) existe um simbolo funcional g

em Lrch tal que:

CHCAF (3y 2 zA(z,y)) — g(z,2) 2 x AN A(Z,9(Z,x)).

Demonstragao

Seja

38



3.2. Aritmética computavel na hierarquia de contagem I

~ ckp(Z,2) se Jy < zA(Z,y)
f(z2) = ,
xl c.c.
onde B(Z,w) :«> Jy <; wA(Z,y) e recordemos que Kp é um simbolo funcional que verifica
CHCA + (B(z,w) — Kp(z,w) = 1) A (-B(z,w) — Kp(z,w) = 0) e cx,(%,x) é o simbolo
funcional correspondente a cardinalidade aplicada a Kp, ie. ckg,(Z,2) = #{w < x -
Vy <;w—A(z,y)}. Para garantir a existéncia de tais simbolos funcionais, veja proposigao
3.4, proposicao 3.3 e note que (mutatis mutandis ao observado a propédsito de Yy <; x no
final da demonstracao da proposicao 3.3) Jy <; kA é equivalente a uma matriz decidivel
por contagem.

Vejamos que
(x) f(z,2) 2z — A(Z, f(Z,2)).
Por inducao lenta em x é ficil apercebermo-nos da veracidade dos seguintes factos.
Facto 1 cx,(Z,z) <; S(z)
Facto 2 Se Kp(z,z) # 0 entdo cx,(Z,2) 2 x
Facto 3 (Vy <; xKp(Z,y) =0) — cky(Z,x) = S(x).

Provemos entao (x) através de indugao lenta em z. Para z = € o resultado ¢ imediato.
Suponhamos por hipdtese de inducao que f(z,z) X = — A(Z, f(Z,z)). Queremos provar
que (2 5(x)) % S(@) — A(z, (%, S()).

Suponhamos que f(z,S5(z)) = S(x). Mas entao temos que f(

z,5(x)) = cxy(2,5(x)) e
Jy <; S(z)A(z,y). Como Kp(z,S(x)) # 0 temos que cx,(z,5(z)) =c¢

Ky(Z, ).

e Se dy <; S(z)A(Z,y) entdo Jy <; zA(Z,y), i.e. Kp(z,x) # 0. Logo f(z,z) =
cxg(Z, ) = f(Z,S(z)). Mas entdo, por hipdtese de inducao, temos A(Z, f(z,z)) ou
—_——

<z (Facto 2)

seja A(z, f(z,5(x))).

o Se Vy <;z-A(Z, ), ie. Kp(z,x2) =0, como Jy <; S(x)A(Z,y) temos que A(Z,S(x)).
Ora f(z,5(x)) = cky(2,5(x)) = cky(Z, ) que, pelo Facto 3, é igual a S(x). Logo
temos A(z, f(z, S(:U)))

Portanto f(z,x) <z — A(zZ, f(Z,x)).

Tomando ¢(z,z) := f(z,1 X x), vejamos que temos o pretendido.
Suponhamos que Jy < xzA(z,y). Como por (%), g(z,2) = = — A(z,9(z,x)), basta
provarmos que g(z,x) < x.

Como Jy <; 1 x 2A(Z,y) temos g(z,z) = f(Z,1 x &) = cxz(Z, 1 xx) 1 xzx =2,0

Facto 2
que conclui a demonstragao.
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Proposigao 3.5 Seja M um modelo de CHCA e N uma subestrutura de M. As matrizes
decidiveis por contagem sdao absolutas entre N e M, i.e. se A(Z) é uma matriz decidivel

por contagem e a sao elementos de N entao N E A(a) sse M F A(a).

Demonstracgao

A demonstragao é feita por inducao na complexidade de A.

Todos os casos sao triviais a excepcao das quantificacoes limitadas.

Suponhamos que A(Z) tem a forma Vy < t(2)B(Z,y). Sejam a elementos de N. Quere-
mos provar que N E A(a) sse M E A(a).

Se M E A(a), usando a hipétese de indugao e o facto de N ser subestrutura de M,
temos que N F A(a).

Reciprocamente suponhamos que M ¥ A(a). Entdo M F 3y < t(a)-B(a,y). Apli-
cando o lema 3.2 a =B, sabemos que existe um simbolo funcional ¢ em Lgcy tal que
M E g(a,t(a)) < t(a) e M ¥ B(a,g(a,t(a))). Como g(a,t(a)) estd em N, usando a hipétese
de indugao, temos N F g(a,t(a)) = t(a) A —B(a,g(a,t(a))), ou seja, N ¥ A(a).

O caso Jy = ¢(Z)B(Z,y) num sentido é ébvio e no outro torna-se imediato usando o

lema 3.2.
O

Proposicao 3.6 Se M ¢é um modelo de CHCA e N é uma subestrutura de M, entdo N €
um modelo de CHCA.

Demonstragao

Sendo N uma subestrutura de uma modelo M de CHCA, obviamente os axiomas bésicos
e os axiomas definidores sao validos em N.

Vejamos que o esquema de inducao também se verifica em N. Seja A uma matriz

decidivel por contagem. Queremos provar que
N E A(e) ANVx(A(x) — A(x0) A A(zl)) — Vo A(x).

Suponhamos que N E A(e) AVz(A(x) — A(x0) A A(x1)). Seja a um elemento arbitrério
de N. Tomemos B definida do seguinte modo B(y) :«<» y C a — A(y). Sabemos que M
¢ modelo de CHCA, logo temos M F B(e) AVy(B(y) — B(y0) A B(yl)) — VyB(y). Como
por hipétese N F A(e) AVz(A(x) — A(x0) A A(x1)) é facil ver que M F B(e) AVy(B(y) —
B(y0) A B(yl)). Logo M E VyB(y). Em particular M F B(a). Portanto M F A(a). Como
as matrizes decidiveis por contagem sao absolutas entre M e N (proposicao 3.5), temos que
N E A(a).
([

Observagao 3.2 Por um resultado de Lds e Tarski (veja [7]), que garante que uma teoria
€ preservada por subestruturas sse é constituida por ariomas universais, temos que CHCA

é uma teoria universal.
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Recorrendo ao teorema de Herbrand a seguir enunciado e cuja demonstracao se pode
encontrar em [6], temos reunidas todas as condigbes para caracterizar as fungoes demons-
travelmente totais de CHCA.

Teorema 3.1 (Teorema de Herbrand) Seja T wma teoria axiomatizada por férmulas
puramente universais. Suponhamos que T F (YZ)3Jyy...JyB(Z,y), com B(Z,y) uma
formula sem quantificadores.

Entao existe uma sequéncia finita de termos t; j =t;;(Z) com 1 <i<r el <j <k tal

que T (Vz)(V B(@,ti1,.--,tik))-
=1

Teorema 3.2 Suponhamos que CHCA F Vz3yA(Z,y), onde A é uma matriz decidivel por
contagem, sendo T ey as suas unicas varidveis livres.
Entao existe um simbolo funcional f em Lrcy tal que CHCA - VZA(zZ, f(Z)).

Demonstragao
Pela observacao 3.2, sabemos que CHCA é uma teoria universal. Suponhamos que
CHCA + Vz3yA(z,y) com A matriz decidivel por contagem. Pela proposigao 3.3, pode-

mos substituir A por K4(z,y) = 1, que é uma férmula sem quantificadores. Aplicando o
T
teorema de Herbrand, existem termos 1, ..., t, tais que CHCA - Vz(\/ A(Z,t;)).
=1
Sendo

t1 se A(i’,tl)
to se ﬁA(i‘, tl) VAN A(i‘, tz)

t, se 2A(Z,t1) A... NDA(Z, tr—1) NA(Z, ty)

que pela proposigao 3.4 é um simbolo funcional de Lgcy, verificamos, como se pretendia,
que CHCA - VzA(z, f(Z)).

O

Concluimos que as fungoes demonstravelmente totais de CHCA, cujo grafico é uma matriz

decidivel por contagem, sao exactamente as funcoes de FCH.

3.3 Aritmética computavel na hierarquia de contagem 11

A semelhanca do estudo efectuado na secc@o anterior, também nesta apresentamos uma
caracterizagao de FCH através de esquemas formais.

Contudo, a teoria — TCA — agora introduzida e que, ainda que em estado bastante
‘embriondrio’, é j4 um precursor do sistema onde mais adiante formalizamos algumas nogoes

de analise é, ao contrario de CHCA, uma teoria numa linguagem de segunda ordem.
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A estratégia seguida para provar que as fungdes demonstravelmente totais desta nova
teoria coincidem exactamente com as fungoes da hierarquia de contagem baseia-se, nao
como anteriormente no teorema de Herbrand, mas numa variante do cdlculo de sequentes
de Gentzen e do teorema da eliminacao do corte.

Uma abordagem semelhante foi adoptada em [22], no contexto de PSPACE, a propdsito
da teoria Zi’b—NIA.

No artigo [27], auto-denominado pelos autores Jan Johannsen e Chris Pollett como
‘extended abstract’, sao introduzidas vérias teorias, designadas por DE. A teoria TCA

corresponde a teoria Dg ai apresentada.

3.3.1 Teoria TCA

Antes de definirmos a teoria central desta seccago — TCA — relembramos algumas teorias

de primeira ordem que, como veremos adiante, se encontram relacionadas com a primeira.

Ztl’—NIA, também conhecida por le’—PIND, é a teoria de primeira ordem, na linguagem

L (veja defini¢ao 3.5) cujos axiomas sao o fecho universal das seguintes férmulas:

e Axiomas bésicos®

e Esquema de inducio na notagdo para férmulas Y2, i.e. para féormulas da forma
Jy < t(Z)A(Z,y) em que as Unicas quantificagoes que ocorrem em A sao quantificagoes

de subpalavras.

Para um estudo mais cuidado desta teoria veja [13] e [14].

ZgO—NIA, ¢ a teoria definida exactamente como a anterior, substituindo-se o esquema de
inducado na notacao para férmulas El{, pelo esquema de inducgao na notacao para férmulas
»b, i.e. férmulas limitadas. Tal teoria pode ser encontrada em [12].

Algumas propriedades bem conhecidas destas teorias (veja referéncias acima)

encontram-se listadas na observagao seguinte.

Observacao 3.3 e A teoria T2-NIA ¢ interpretdvel na teoria S5 de Buss e vice-versa’

o As fungdes demonstravelmente totais de le’—NIA sa@o as fungoes computdveis em tempo

polinomial

e Podemos assumir que a teoria Z?—NIA contém um simbolo funcional para cada des-

cricao de uma funcao computdvel em tempo polinomial

o A teoria X2 -NIA ¢ equivalente a teoria Sy de Buss

50s primeiros 14 axiomas apresentados na definicdo 3.7, aquando da introducio da teoria CHCA.
"Num artigo conjunto com Isabel Oitavem [23] (recentemente aceite para publicacio) apresentamos de
forma explicita uma interpretacdo de S3 em Y5-NIA. Embora tal resultado fosse aceite e amplamente usado

nao existia (que soubessemos) na literatura nenhuma demonstracao do mesmo.
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e TP-NIA C 5 -NIA.

Uma vez que a teoria que pretendemos introduzir é uma teoria de segunda ordem,

passamos a definir a linguagem de segunda ordem que lhe serve de suporte.

Definigcao 3.8 Eg € a linguagem de sequnda ordem com igualdade que resulta de L
acrescentando wvaridveis de sequnda ordem, denotadas por X', Y4 ... G" F* ... (sendo
t,q,r,s,... termos de L) e um simbolo relacional bindrio € que opera entre um termo

de L e uma varidvel de seqgunda ordem.

A ideia por detrds dos dois tipos de varidveis de £4 é que, no modelo standard, as
varidveis de primeira ordem tomam valores em 2<%, enquanto as varidveis de segunda
ordem, digamos X*, denotam um subconjunto de 2<% que verifica z € X* — = < t, onde ¢
é um termo que nao depende de x.

Os termos de L} coincidem com os termos de L.

A classe de férmulas de Lg pode ser definida como a menor classe de expressoes que
contém as férmulas atémicas (t1 C to,t; = to,t1 € Ft com t; e ty termos e F! uma
variavel de segunda ordem) e é fechada para as operagoes booleanas (—, A, V, —), para as
quantificagdes de primeira ordem (Vx,3x), para as quantificagdes limitadas de primeira

ordem (Vx < t,3x < t) e para as quantificagdes de segunda ordem (VE?, 3F?).8

Uma férmula de £4 ¢ designada por formula Eé’b se nao tem quantificacées de segunda

ordem e todas as quantificacoes de primeira ordem sao limitadas.

Estamos agora em condigoes de introduzir a teoria TCA (acrénimo para Theory of Coun-
ting Arithmetic). Antes, porém, de a definirmos rigorosamente listando os seus axiomas,
vamos motivar dois desses axiomas, sendo o primeiro particularmente técnico, e o segundo
o mais distintivo da teoria.

O primeiro axioma-esquema a que nos referimos é o denominado esquema de substi-
tuicdo para férmulas Z(l)’b. A sua finalidade é assegurar que se Vo <X t3F%(z, F'?) entao é
possivel coleccionar tais conjuntos associados a sequéncia dos z’s, através de um conjunto
G (convenientemente limitado) tal que Vo <t ¢(x,G), onde @ coincide com ¢ a menos das
subférmulas atémicas s € F? alteradas segundo o modo como se efectua a coleccionagao
(veja detalhes na definigao 3.9).

O segundo axioma que pretendemos motivar e que justifica o nome da teoria é o deno-
minado azioma da contagem. Ele garante que, dado um conjunto limitado F?, existe uma
funcao f (cujo dominio sdo os elementos de primeira ordem de comprimento menor ou igual

a t, convenientemente codificada sob a forma de conjunto limitado — veja 3.9) que, dado

®Note que em L5, sendo P uma férmula, introduzimos (Vz < t)P e (32 < t)P como novas férmulas e
nio como meras abreviaturas de Vz(z <t — P) e Jz(x < t A P) respectivamente. J& em [22] utilizdmos
semelhante artificio por motivos técnicos relacionados com o célculo de sequentes e no Capitulo 2, a propdsito

das quantificagbes limitadas pela relagdo <, também usdmos semelhante convengao.
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x =< t, conta o nimero de elementos de F' menores ou iguais (pela ordem <;) que z. Mais
formalmente, (¢ ¢ F' — f(e) =€) A(e € F' — f(e) = 0) AVe <; 1 x t[(S(x) ¢ F' —
f(S(z)) = f(2)) A (S(z) € F' — f(S(x)) = S(f(2)))]-

Definicao 3.9 TCA € a teoria de segunda ordem na linguagem Eg, cujos ariomas $Go 0

fecho universal das sequintes férmulas:

e Aziomas bdsicos®

VyVFi(y € Ft — y <t), onde t é um termo onde y ndo ocorre

Esquema de indugdo na notacdo para formulas Zé’b

p(e) AV (p(z) = @(20) A p(xl)) — Vap(z),

. 1,b T .
com ¢ uma formula X5 podendo ter outras varidveis livres além de x

. . 1
Esquema de compreensdo para férmulas Eo’b

VzIF*y < z(y € F* < ¢(y)),

z 1,b ., . . ,
com @ uma formula Xy, podendo ter outras varidveis livres além de y, mas onde a

varidvel F* nao ocorre

Esquema de substituicdo para férmulas E(l)’b

Vi < 3F9 oz, F1) — 36Uz < ¢ g(z, Gl DD,

com @ uma formula E(l)’b que pode ter outras varidveis livres além de x e F9, t um
termo onde x ndo ocorre, ¢ = q[t/x]'° e @ se obtém de ¢ substituindo todas as
ocorréncias de s € F1 por (x,s) € GV onde () € a codificagio dentro da

teoria que decorre da codificacdo introduzida na demonstracdo da proposicao 3.2

e Axioma da Contagem

/—/U\ﬁ
Hc(tﬂl)(ttll) Count(C’”, Ft),

onde Count(CV, F') abrevia a seguinte férmula

(Ve < t34 < v(x,5) € CY)A (e ¢ Ft — (e,€) € CY) A (e € Ft — (,0) € CV) A
Vo <; 1 xt[(S(x) ¢ F* - Vj 2v({x,j) € CY — (S(x),5) € CY)) A

(S(z) € F' = Vj = v((z,j) € C¥ — (S(2), 8(5)) € CV)M,

sendo S a funcdo sucessor e t um termo onde x ndo ocorre.

A ideia por detrds da férmula Count, é que CV vai contando o niimero de elementos em
F!. Essa contagem é feita do seguinte modo: dado x < t temos (z,j) € CV sse existem j

elementos menores ou iguais a = (pela ordem <;) em F*.

9Uma vez mais nos referimos aos primeiros 14 axiomas da definicdo 3.7.
10Com a notacéo ¢ := q[t/x] pretendemos indicar que ¢’ é o termo que se obtém de g substituindo todas

as ocorréncias de x pelo termo t.
135 < wp(f) abrevia a férmula 35 < v(p(5) AVE < v(p(k) — k = 7).
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Observagao 3.4 Facilmente se constata que o sistema TCA wverifica o sequinte:

e TCA D le’-NIA, logo podemos supor que TCA contém um simbolo funcional para
cada descrigdo de uma funcdo computdvel em tempo polinomial. Mais ainda,
TCA D X8 -NIA, estando esta iltima teoria relacionada ndo com PTIME mas com

toda a hierarquia polinomial

o Em TCA € vdlido o esquema de indugao lenta para formulas E(l)’b, i.e.

w(e) ANVz(p(z) — e(S(x))) — Yep(x), com ¢ uma formula Z‘(l)’b

o Em TCA sdo vdlidos os esquemas de indug¢do na notacao e indugdo lenta na segquinte
forma:
p(€) AV C a(ip(w) — @(w0) A pl(a1)) — Vo € a p(x) e
-

w(€) ANV < a(p(x) (S(x))) = Vz 2 ap(z), com ¢ uma férmula E(l)’b.

Observagao 3.5 Se ¢(&, Xt) ¢ uma férmula Eé’b de LY entio (&, Xt) é um predicado em

CHX'. Tal verifica-se facilmente por inducdo na complexidade de .

Com vista a nos apercebermos das potencialidades da teoria agora introduzida, pros-
seguimos com a apresentacdo de alguns resultados em TCA, nomeadamente extensoes de
certos axiomas, que nos permitem uma maior margem de manobra no ambito de tal sistema.

Antes porém, necessitamos introduzir alguma notacao.

Uma férmula E%’b (respectivamente formula H%’b) é uma férmula de £4 da forma:

AR 3FY o(F, ... FF, B, GT) (respectivamente VE[ .. . VE* o(F{*,..., F{*, p,G")),

. 1,b
com ¢ uma férmula ;"

Uma formula Zi’b-estendida (respectivamente formula H%’b-estendida) ¢ uma férmula de
[,g que pode ser construida num nimero finito de passos, comecando por férmulas E(l)’b e per-
mitindo conjungoes, disjuncoes, quantificagoes limitadas de primeira ordem e quantificactes
existenciais de segunda ordem (respectivamente quantificagoes universais de segunda or-
dem).

Uma férmula E%’b (respectivamente E%’b—estendida), o, é A%’b (respectivamente A%’b—
-estendida) em TCA, se existir uma férmula Hi’b (respectivamente Hi’b—estendida), 1, tal
que TCAF ¢ — 1.

Proposicao 3.7 Em TCA ¢ walido o esquema de substituicio para féormulas E%’b—

-estendidas.
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Demonstracgao
Sabemos que em TCA é valido o esquema de substituicao para férmulas Z(l)’b. Se mos-
trarmos que dois quantificadores existenciais de segunda ordem podem ser transformados
num s0, facilmente nos apercebemos que em TCA é vélido o esquema de substituicao para
férmulas E%’b. Ora IF'3HIp(F', H1) « 3GMtaDtal) 5(Gtal)(1tal)) " onde @ se obtém de
¢ substituindo todas as ocorréncias de s € F* por (e, s) € G e as ocorréncias de s € H? por
(0, s) € G. Como se pode provar (usando o esquema de substituigao) que todas as férmulas
E%’b—estendidas sao equivalentes a féormulas Zi’b, temos que TCA verifica o esquema de
substituicao para féormulas E%’b—estendidas.
O

Proposicao 3.8 Em TCA sdo vdlidos os esquemas de compreensdo para formulas Ai’b—

-estendidas e de indugao na notagao (e indugdo lenta) para formulas Ai’b—estendidas.

Demonstracgao

Tomemos ¢(z) uma férmula Al’-estendida.  Consideremos (z, X€) a férmula
p(r) <« € € X, que é equivalente a uma férmula E}’b-estendida.

Em TCA temos que Vx < t3X“(x, X). Por substituicao para férmulas E%’b—estendidas
temos GV VY < t(p(z) — (2,€) € GV,

férmula aberta

~ ) 1,b . .
Recorrendo ao esquema de compreensao para férmulas ¥, (em particular para férmulas

abertas, i.e. sem quantificacdes) temos que IF'Vz < t(x € F' < @(x)). Logo temos

- . 1,b .
compreensao para féormulas A;"-estendidas.

Provemos, agora, que TCA F ¢(e) AVx(p(z) — p(20) A p(x1)) — Vre(z), com ¢ uma
féormula A%’b—estendida.

Raciocinando em TCA, suponhamos que temos

(%) ¢(e) AV (p(x) — @(x0) A p(zl)).

Dado a, pelo esquema de compreensao para foérmulas A%’b—estendidas, temos que
JFOz < al(z € F° < p(x)). Por (%) temos ¢(e) AVx C a(p(z) — ©(x0) A p(xl)).
Logo ¢ € FOAVz C a(z € F° — 20 € F° Azl € F%). Por inducido na notacio para
férmulas Eé’b (em particular para férmulas abertas), temos que Vo C a(x € F'%°) (veja ob-
servacao 3.4), logo a € F e portanto verifica-se ¢(a). Como tomamos a arbitrario temos
Vzo(x).

Tendo em conta novamente a observagao 3.4, uma vez que em TCA é vélido o esquema
de inducao lenta para férmulas Eé’b, com um raciocinio inteiramente andlogo (substituindo
indugdo na notagao por indugao lenta e x C a por x < a) prova-se que é véalido o esquema
de inducao lenta para férmulas Ai’b—estendidas.

O

Proposicao 3.9 O esquema de minimizacao para formulas A%’b-estendidas € valido em
TCA, i.e. TCAF zp(z) — Fz(p(z) AVy <; 2=9(y)), com ¢ uma formula A%’b—estendida.
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Demonstracgao
Sendo ¢ uma férmula Ai’b—estendida, podemos tomar ¥(x) — Yy <; x—¢(y) como
sendo uma férmula A%’b—estendida. Como em TCA temos indugao lenta para férmulas
A%’b—estendidas, temos que TCA F 9(e) AVz(¢(x) — ¥(S(x))) — Vzy(x). Suponhamos
que Jzp(x). Seja b tal que p(b). Queremos provar que Jx(p(x) AVy <; z-p(y)). Se
Yy <; b—p(y) entdo b é o elemento pretendido. Se —(Vy <; b—p(y)), i.e. —)(b), como
temos ¥ (€) vem que —Vz (i (x) — ¥(S(x))). Logo Jx(¢(z) A—(S(z))) ou seja Jx((Vy <; =
~¢(y)) A (3y <1 S(z)¢(y))). Temos portanto que Iz(Vy <; x=¢(y) A p(z)).
O
Uma vez analisadas algumas propriedades de TCA, vamos relacionar esta teoria com uma
outra, conhecida por Zi’b—NIAm, que como visto em [22] caracteriza as func¢oes de PSPACE
como as fungoes demonstravelmente totais dessa teoria. Recordamos que Zi’b—NIA é a teoria
de segunda ordem na linguagem Eg cujos axiomas coincidem com os de TCA, substituindo-se
o esquema de inducgéo na notagao para férmulas Z(l)’b e o axioma da contagem por indugdo

na notacdo para férmulas Ei’b.
. - 1b
Proposicao 3.10 TCA C X ;"-NIA.

Demonstracgao

A excepcao do axioma da contagem, todos os axiomas de TCA se encontram, de forma
trivial, em Zi’b—NIA.

Vejamos que o azioma da contagem é vélido em Z%’b—NIA, ou seja, provemos que

TTP-NIA F VF!3CY Count(CY, FY).
Fixemos F*. Consideremos as funcoes

0 seee F! r se S(y) ¢ F!
9ly) = e h(y,r) =
€ c.c S(r) c.c.

exprimiveis na teoria Z}’b—NIA através de féormulas A}’b—estendidas wq(y, 2) € pp(y,r,2) com
o parametro F', respectivamente.

Seguindo o raciocinio apresentado na demonstragao da proposicao 13 de [22] (pédginas
35-40), a proposito de fungoes definidas por recursao limitada, é possivel provar que existe

uma férmula Ai’b—estendida @y tal que
T1P-NIA - Vy3ze5(y, 2)
Z}’b—NIA For(y,2) Nog(y,r) = z=r
TIP-NIA F oy(e, 2) — (e, 2)

SIP-NIA F of(y,7) A on(y,m,2) — 0(S(y), 2).

2Teoria introduzida e estudada em [22].
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Como em Z}’b—NIA é vélido o esquema de compreensao para férmulas A%’b—estendidas,
temos que Zi’b—NIA FYoaCVz 2 vVj 2 v((z, j) € CV < ps(x,7)).
Tomando v := (tt11)(¢t11), facilmente se prova que Zi’b—NIA = Count(CV, F*).

3.3.2 Imersao de CHCA em TCA

Motivados pela conhecida relacao entre as teorias PRA e Z?—IND e pelo estudo apresentado
em [14], a propésito da relagdo entre as teorias PTCA e ¥2-NIA, e em [22], a respeito de
PSCA wversus Zi’b—NIA, o objectivo central desta subseccao é relacionar CHCA, a teoria
introduzida na Secgao 3.2, e TCA, a teoria agora introduzida, nomeadamente (e em sentido
informal visto nao serem teorias na mesma linguagem) provar que CHCA‘C’TCA.

A ideia fundamental na base desta inclusdo é a seguinte: assim como em Z(l)—IND se
podem introduzir as fung¢oes primitivas recursivas (essencialmente um resultado de Godel
de 1931), em le’—NIA se podem introduzir as fungoes computdveis em tempo polinomial
e em Z}’b—NIA se podem introduzir as funcées computaveis em espaco polinomial através
de formulas A, A% e A%’b estendidas respectivamente, em TCA serd possivel introduzir as

funcoes da hierarquia das funcoes de contagem através de formulas Ai’b—estendidas.

Teorema 3.3 Para cada descricio'® f de wma funcdo em FCH existem uma férmula

A%’b—estendida ©f em /Jg e um termo by em L, tais que:
TCAFVZ3z = b (Z) (T, 2)

TCAF 0p(T,2) Npp(T,y) = 2=y

a) em TCA tem-se que

1. ey
2. gpcl(x,xl)

3. gppn(xl, Ty xi) com 1 <i<n
4 Y1) oz Cy

qQ(z,y,1
0o(z,y,0) V pg(z,y,1)

b) 1. Se f € definida a partir de g, hy,..., hx por composi¢ao entao
TCAE on (Z,50) Ao Ao (T yk) A g(Yns - -5 ks 2) = 95(Z, 2)

2. Se f € definida a partir de g, hg e h1 por recursdo limitada ma notacdo com

limite t entao

TCAF @4(Z,2) — pf(Z,€,2)

TCAE @p(Z,y,7) Npne (T, y, 7 u) ANz =y, — 5(Z,90,2)
TCAE @p(Zy,7) Ny (T, y, 1 u) Nz =y, — 5(Z,yl, 2)

13De acordo com a definicio 3.2.
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3. Se f € definida a partir de g por cardinalidade entdo
TCAF ¢4(Z,€,0) < ¢f(Z,€0)
TCAF ¢¢(Z,€,0) V @s(Z,€€)
TCAE ¢g(z,8(y),0) A ps(Z,y,7) — ¢5(Z,5(y), S(r))
TCAFu#0Npg(Z,5(y),u) Npr(Z,y,r) — @r(Z,S(y), 7).

Este teorema garante que qualquer funcao f € FCH pode ser introduzida em TCA através

de ¢, uma férmula Ai’b-estendida.

Demonstragao

A demonstracao é feita por indugéo na complexidade da descri¢ao de f.

As fungoes iniciais, sendo fungoes de PTIME, podem evidentemente ser definidas em
TCA nas condicoes pretendidas.

No caso de f resultar de composicdo ou de recursdo limitada na notagao, fazemos um
raciocinio andlogo ao apresentado no artigo [14] para a teoria %5-PIND.

Saliente-se no entanto que no contexto presente, as férmulas ¢y que se obtém sao
A%’b—estendidas, 0 que nao constitui problema visto na teoria TCA ser véalida indugao na

notacao para férmulas desta complexidade.

Suponhamos que f é definida por cardinalidade a partir de g. Por hipdtese de
inducdo para g € FCH existem um termo by (Z,y) e uma férmula A%’b—estendida 0g(Z,y, 2),
nas condicoes pretendidas. Para evitar ambiguidades, quando nos referirmos a férmula
E%’b—estendida, nota-la-emos por go?(i?,y,z) e a férmula H}’b—estendida serd notada por
oy (Z,y, 2).

Como ¢4(Z,y,0) é uma férmula A%’b—estendida, por compreensao sabemos que

TCA FVzVy3F¥Ww < y(w € FY < ¢4(Z,w,0)). Fixemos Z,y. Aplicando o axioma da con-
—_—
tagem a FY temos que EIC’(yyH)(yyH)Count(C”, FY). Seja

gp?(i‘,y, z) 1= JFYIC"(Vw R y(w € FY « ¢4(Z,w,0)) A Count(C", F¥) A
ds Sv(s € CY As = (y,z))),

uma férmula E%’b—estendida.

Seja bg(Z,y) :=v. Vejamos que:

TCA R Vavy3z < by (3, y)¢7 (1., 2).

Pelas consideracoes jé feitas TCA F VaVy3FY3C"(Vw = y(w € FY — ¢g4(T,w,0)) A
Count(C?, FY)). Logo, dados Z,y, 3'j < v{y,j) € CV. Tomando z o j anterior, temos que
TCAF 2z 2bp(Z,y) A (y,2) € C* A (y,2z) .

Assim sendo, TCA F VzVydz =< by(Z,y)IFYIC"(Vw = ylw € FY — ¢4(z,w,0)) A
Count(C*, FY) ANds <v(s € C" Ns = (y, 2))).

Provemos agora que:
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TCAF @7 (%,y,2) A7 (2,y,2) = 2 =2/,

Fixemos Z,y, z e 2. De cp?(z‘:, Yy, z) temos que IFYICY(Vw = y(w € FY < ¢4(Z,w,0)) A
Count(C*, FY) Nds <v(s € C" Ns = (y, 2))).
(*)
De @?(.’E,y, Z') temos que F(F)VVI(C')"Vw = ylw € (F')Y < ¢4(z,w,0)) A
Count((C")?, (F")Y) A3s' < v(s' € (C)' N8 = (y,2))).
()
Logo ‘FY = (F")¥’, i.e. Vw(w € FY — w € (F')Y).

Vejamos, por inducao lenta em w para férmulas EO , que

(8) Vw 2 y¥j 2v((w, ) € C" < (w,j) € (C')").

Caso w =¢:

Se j =€ temos (w,e) € CV — e ¢ FY —e¢ (F')Y — (w,e) € (C')".
Se j =0 temos (w,0) € C¥ s e € F¥ < e € (F')Y < (w,0) € (C")".
Sej#eNj#0ANJ =< vtemos que (w,j) ¢ C? e (w,j) ¢ (C)".

Suponhamos, dado w <; 1 x y que Vj < v({w, j) € C? < (w,j) € (C")?). Vejamos que
Vi < v((S(w),j) € CV « (S(w),5) € (C")?). Ora w <y, logo 3'i < v(w,i) € C*. Fixemos
tal i. Obviamente temos (w,i) € (C")".

Temos que (S(w),i) € C¥ « S(w) ¢ FY « S(w) ¢ (F')Y < (Sw),i) € (C") e
(S(w), S(i)) € C* = S(w) € F¥ « S(w) € (F')? — (S(w),S(i)) € (C)".

Portanto, se j =i ou j = S(i) temos (S(w), j) € CV < (S(w), j) € (C")".

Se j #1i,j# S(i) e j <v entao:

Caso S(w) ¢ FY, como (w,i) € C”, vem (S(w),i) € C?, logo (S(w),j) ¢ C”. E como
S(w) ¢ (F)Y, (w,1) € (C")", vem (S(w), i) € (C")", logo (S(w), ) & (C")".

Caso S(w) € FY, como (w,i) € C?, vem (S(w), S(7)) € C?, logo (S(w),j) ¢ C”. E como
S(w) € (F)Y, (w,i) € (C"), vem (S(w),S(i)) € (C")?, logo (S(w),j) ¢ (C")". Temos assim
que (S(w), ) € C¥ = (S(w), ) € (C)".

Logo Vj = v((S(w), j) € C?” < (S(w), j) € (C")"), o que conclui a demonstragao de ($).

Por (x) temos que (y, z) € CV. Por (%) temos que (y, z’) € (C')”. E uma vez que ($) se

verifica, temos que z = 2’.

Vejamos que:

TCAF @y(Z,¢,0) = ¢¥(Z,¢,0).

Suponhamos que temos ¢4(Z,€,0). Sabemos que dados T e e se verifica que
FFICODAD (e € F€ «» y(,€,0)) A Count(C, F€)). Logo € € F€ e portanto (¢,0) € C.
Logo go?(a‘c, €,0).

Suponhamos que gp?(i‘,e,()). Temos que IFICIVID((¢ € F© « ¢y(T,€,0)) A
Count(C, F€) A (6,0) € C). Como (¢,0) € C temos que € € F*, logo verifica-se ¢4(Z, €,0).

Provemos agora que:
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TCAF go?(i’, €,0)V go?(:f, €,€).

Sabemos que dados Z e € temos que Iz < by (7, e)ap?(:)ﬁ“, €,2). Suponhamos com vista
a absurdo que z # 0 A z # €. Por go?(:i,e, z) temos IFICHNIN ((e € F€ s ¢ (,€,0)) A
(€,2) € C N Count(C, F°)). Se € ¢ I entao (e,e) € C logo z = €. Se € € F° entao (¢,0) € C
logo z = 0. Em qualquer dos casos chegamos a absurdo.

Vejamos agora que:

TCAF ¢y(2,5(),0) A ¥ (T, y,m) — ¢F(7, S(y), S(r)).

Fixemos Z, y e r. De @?(:E,y, r) temos que I(FVI(C)'Vw < ylw € (F')Y <
pg(Z,w,0)) A Count((C")", (F")) A (y,r) € (C)").

Para Z e S(y) temos que IFSWICEWSWINEWSWI (v < S(y)(w € FSW
©q(Z,w,0)) A Count(C, FSW))).

De IFWVw < S(y)(w € F5W « ,(Z,w,0)), vem em particular que S(y) € F3) «
©qa(Z,S(y),0). Como temos py(7, S(y),0), sabemos que S(y) € FS®. Com um raciocnio
analogo ao usado aquando da prova da unicidade, uma vez que, como na situagao anterior
sabemos que Yw =< y(w € (F')Y < w € F5W) temos que Yw =< 3¥j < v({w,j) € C <
(w,j) € C"). Como (y,r) € C'" temos (y,r) € C. De S(y) € F3W e (y,r) € C vem que
(S(y),S(r)) € C. Logo temos ap?(i,S(y),S(r)).

Provemos agora que:

TCAF u#0Agg(z,S(y), u) A 0% (T, y,1) — 7 (T, S(y), 7).

Fixemos z, y, r e u. De (p?(x y,r) vem que I(F)YI(C)"Vw =< ylw €
(F)Y — ¢g(Z,w,0)) A Count((C")", (F")Y) A (y,r) € (C')). Para z e S(y) temos que
IFSW3CE WSl ) DEGSOI (Y < S(y)(w € FIW) s oy (7,w,0)) A Count(C, FS®))). De
IFPWVYWw < S(y)(w € F5W « ¢, (Z,w,0)) vem que S(y) € F3W) « ¢, (z,S(y),0). Como
temos ¢g4(z, S(y),u), com u # 0, pela unicidade que existe por hipétese de inducao, temos
que —py(7, S(y),0), logo S(y) ¢ FW. Uma vez que Yw < y(w € (F')Y « w € F5W),
novamente recorrendo a um raciocinio analogo ao usado aquando do estudo da unicidade,
temos que Vw < yVj < v((w,j) € C < (w,j) € C’). Como (y,r) € C’ temos que (y,r) € C.
De S(y) ¢ F3W e (y,r) € C vem que (S(y),r) € C. Logo temos @?(:E,S(y),r).

Seja go?(:ﬁ,y, z) = Vw =< bf(:i,y)(cp?(z_:, Y,w) — w = z) uma férmula H%’b—estendida.
Como TCA - cp?(:ﬁ,y, z) < go?(i,yjz) temos que ¢¢(Z,y,2) = gp?(i,y, z) é a férmula
A}’b—estendida (ue pProcuriavamos.
([

Observagao 3.6 O resultado do teorema 3.3 pode ser estendido a todos os termos, t, de

Lrcy de tal modo que:
a. TCAFVzZ3z =< b(ZT) (7, 2)
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b. TCAE o4(Z,2) N (T, y) — 2=y

c. Em TCA o seguinte € vdlido:

1o (,y,27y)

2. ox(z,y,x X y)

3. Se t(z) = q(t1(2),...,tx(Z)), com q,t1,...,t; termos de Lrch entdo
TCAF @, (Z,y1) Ao AN (Z,yk) N pg(yt, - Yk, 2) — (T, 2).

Vejamos agora que, no sentido a seguir especificado, CHCA‘C’TCA.

Proposigao 3.11 Seja M um modelo de TCA. Tendo M’ o mesmo dominio de primeira
ordem que M e as mesmas interpretacoes dos simbolos de L, se definirmos a interpretacdo
de cada simbolo funcional f de Lrcy\L sequndo @y, i.e. se interpretarmos f como sendo a
fungdo {(a,b) : M E ¢¢(a,b)}, entio M’ é um modelo de CHCA.

Demonstragao

Note que, pelo teorema 3.3, M’ é uma estrutura bem definida. Como o dominio de
primeira ordem é o mesmo quer em M quer em M’ e os simbolos de £ tém a mesma
interpretacao em ambas as estruturas, visto M ser um modelo de TCA, temos que em M’
sao validos os azxiomas badsicos. O facto de os azxiomas definidores também serem validos
resulta imediatamente da forma como interpretdmos, em M’, os simbolos funcionais de
Lech\L e do estudo atrés efectuado. Resta provar que M’ verifica o esquema de indu¢do na
nota¢ao para matrizes decidiveis por contagem. Para tal, e uma vez que em TCA é vélida
indugao na notagao para férmulas A%’b—estendidas, basta provar que a cada matriz decidivel
por contagem, A’(Z), se pode associar uma férmula A%’b—estendida, A(Z), tal que M’ E A'(a)
sse M E A(a), para todos os pardmetros a em M’. Quanto aos termos t de Lgcy, pode
provar-se, por indu¢ao na complexidade de t, que M’ E t(a) = b sse M E ¢(a,b), para
quaisquer parametros a e b de M’ (veja observagao 3.6).

Seja A’'(Z) uma matriz decidivel por contagem. Sem perda de generalidade podemos
supor que A’(Z) tem a seguinte forma: quantificagoes existenciais e universais limitadas de
primeira ordem, VY =< t(y) e/ou 3z < ¢(y) com ¢t um termo de Lgcy em que z nao ocorre,
seguidas por uma férmula aberta na forma normal conjuntiva. Vamos esbogar o modo como,
a partir destas férmulas A’'(Z) se obtém as férmulas A%’b—estendidas A(z) pretendidas.

Substituimos Vz < #(y)... por 3z < b(y)(pe(y,2) AVx < z...) e substituimos Iz <
t(g) ... por 3z 2 b (y)(pe(y,z) NIz < z...).

Se em A’ aparecem as férmulas atémicas ¢(Z) = ¢(Z) ou t(z) C q(Z) com ¢t
e ¢ termos de Lpcy, definimos A como tendo Jz =< b(Z)(p(Z,2) A pq(Z,2)) ou
Jz < be(Z)Fw = be(Z) (@t (Z, 2) A pg(Z,w) A z C w) respectivamente.

Se em A’ figuram negagoes de férmulas atémicas, ¢(Z) # q(z), —(t(Z) C ¢(T)),
substituimo-las em A pelas férmulas 3z < b/(Z)3w =< be(Z)(pe(T, 2) A @g(Z,w) A 2 # w)
e dz X b (Z)Iw = by(Z)(pe(Z, 2) A pg(T,w) A (2 C w)) respectivamente.
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. - . § < oo 1 . :
As férmulas A(Z) assim construidas sao férmulas Al’b—estendldas na linguagem L4 e
facilmente comprovamos que verificam o pretendido.

O

3.3.3 Caracterizacao das fungoes demonstravelmente totais de TCA

Com o intuito de caracterizar as funcées demonstravelmente totais de TCA com gréfico E}’b,
vamos recorrer uma vez mais ao cdlculo de sequentes de Gentzen. Na Secgao 2.3 (no contexto
de uma linguagem numérica) ja introduzimos e trabalhdmos com teorias formalizadas no
cdlculo de sequentes, altura em que relembramos a mecéanica deste tipo de sistema de
demonstragao e apresentamos as regras de inferéncia de LK. A variante do célculo de
sequentes agora usada (ainda designada por LK) coincide exactamente com a anterior,
adaptando-se apenas as regras de quantificacao V<, J<, Voa e Joa a actual linguagem.
Assim sendo, passamos a denotar por LK o cédlculo de sequentes de segunda ordem que,
além das regras estruturais, da regra do corte, das regras proposicionais e das regras de

quantificagdo V: e, V:d, 3: e e 3 : d (veja Secgao 2.3), contém ainda as seguintes regras de

quantificacao:
Ve tjs,vi(jtl’g@é%A V<:d %
I<e % 3<:d tjs,rrjﬁéi(jtlmx)
Joa : e A(CH) I—A Joa : d I—AA(FY)

IXTA(XT) I —A T—A,IXTA(XY)

com b varigvel prépria de primeira ordem, C? varidvel prépria de segunda ordem, A férmula,

I" e A conjuntos de férmulas e t e s termos quaisquer.

Esta variante do célculo de sequentes é apresentada com bastante detalhe em [22], onde
¢é usada para estabelecer a ligacao entre a teoria Z}’b—NIA e a classe PSPACE.

Como habitualmente, sendo S um conjunto de sequentes, se permitirmos que es-
tes também possam figurar como sequentes iniciais, dizemos que estamos perante uma
LK g-demonstracao.

Uma vez mais, no que se segue, a andlise das demonstragoes no cédlculo de sequentes
assenta fortemente no teorema da eliminacao do corte livre. Tal teorema, recordado abaixo,
ja enunciado no Capitulo 2 a propdsito de LKgan, continua valido na presente variante do

célculo de sequentes LKg (veja [4], [5] de Samuel Buss ou [22] na notagao por nds usada).

Teorema 3.4 (Teorema da eliminacao do corte livre) Seja S um conjunto de se-

4

quentes fechado para a substituicao™. Se I'—A se deduz em LKg entdo existe uma de-

18 diz-se fechado para a substituicdo se sempre que I'(a)—>A(a) estd em S, com a varidvel livre de
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monstracao de '— A em LKg sem cortes livres.

Obviamente a teoria TCA podia ser formalizada no célculo de sequentes de Gentzen
através de LKg, com S o conjunto de todos os sequentes da forma — A, com A axioma de
TCA.

Optamos, para podermos usar eficientemente o teorema da eliminacao do corte livre,
por formalizar TCA no célculo de sequentes dum outro modo que em seguida se descreve.

O célculo de sequentes para TCA, que notamos por LKgcy, além dos sequentes iniciais
da forma A—A, com A uma férmula atémica e dos aziomas para a igualdade (descritos
no Capitulo 2, pagina 11, agora evidentemente aplicados aos simbolos da linguagem L£3),

admite ainda os sequentes iniciais:

1) —A(S), com A axioma bésico de TCA e § termos quaisquer
2) seF t—s < t, em que as varidveis no termo s néo ocorrem em t

3) —A(e) ANV < s(A(x) — A(x0) N A(zl)) — Vo < sA(x), com A férmula E(ll’b onde as

varidveis de s nao correm

4) —3IF*Vy < s(y € F* < A(y)), com A férmula Eé’b em que F'¥ ndo ocorre

v

——
5) — 3 (t11)(#11) Count(C?, F),

e além das regras de inferéncia de LK, contém ainda a seguinte regra (designada por regra

de substitui¢do):

ya <t—3F%(a, F)
r—3GWr < tp(x, GT)

onde a é uma varidvel prépria, ¢ uma férmula Eé’b, g = (t¢d'1)(tq'1) e ¢ e ¢ como no

esquema de substituicao apresentado na definicao 3.9.

Como habitualmente, estamos a considerar as seguintes abreviaturas:

ot < sabreviat <X sA-(t=s)
o Va < tA(x) abrevia Vo < t(—(z =t) — A(z))
e Jx < tA(x) abrevia Jz < t(—(z =t) A A(x)).

Com o propédsito de simplificar as demonstragoes vamos ver que é possivel introduzir
quatro novas regras que deverao ser vistas como abreviando porcoes de demonstragoes em
LKFcH-

primeira ordem, também I'(t)—>A(t) estd em S, sendo ¢ um termo qualquer.
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Proposicao 3.12 Em LKgcy sao vdlidas as sequintes regras:

<€ S Va=sA(@) I—A = I—AVz<tA(z)
5 b<t,A(b),l—> A 5. d I —AA(t)
= Jz<tA(z), I —A =

t<s,— A Jz<sA(x)

onde b é uma varidvel prépria de primeira ordem.

Demonstragao

Comecemos por provar que a regra V= : e se deduz em LKgch.

—(t=s)—-(t=s) A(t), T—A (Lore)
(t=s)— At),-(t=s),—A (V1 e)
t=2s,Ve 2 s(—(z=s) — Az)),~(t =s), [ —A (p_ )
t=<s,(t=s),Vr 2 s(—(z=s) — A(z)), [ —A (A e)
tsA=(t=s),Ve < s(-(x=s) = Ax)), —A

Seguindo a notagao do Capitulo 2, o duplo traco horizontal na demonstracao indica que
além da regra apresentada entre paréntesis utilizam-se outras regras de inferéncia. Ja o

traco ponteado indica que um dos sequentes é uma abreviatura do outro.

Vejamos que a regra V< : d se deduz em LKgcy.

F—>A,Vm B tA( x) .................
As regras 3 : e e 35 : d deduzem-se em LKgcy de forma inteiramente andloga.
O
Em [22], paginas 47-49 provou-se que, em LK, de s € F'—s =< t se obtém —s €
Ft — s < t e vice-versa e que sendo vélida a regra de substituicdo temos —Vz =< t
AF%p(z, F7) — 3GVx < tp(xz, G7) e reciprocamente do sequente anterior segue-se a regra
de substituicao.
Assim sendo, para provarmos que de facto LKgcy é uma formalizacao da teoria TCA, é
suficiente verificarmos que (no sistema de demonstracao LKpcy sem axiomas de indugao) se

tem:

a) De —A(e) ANVx < a(A(z) — A(20) A A(xl)) — Vo < aA(z) obtém-se —A(e) A
Vr(A(x) — A(x0) A A(zl)) — Vo A(z)
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b) De —A(e) A Va(A(z) — A(z0) A A(x1)) — VeA(z) para toda a formula 57, A,
obtém-se —A(e) A Ve < a(A(x) — A(x0) A A(xl)) — Vo =< aA(x) para toda a
férmula E(l)’b, A.

Demonstragao

a)

—A(e) ANVx < a(A(x) — A(x0) AN A(zl)) — Vo =< aA(z)
A(e) ANVz < a(A(x) — A(20) A A(zl))—Vr < aA(x) (usa corte)
A(e),Vx < a(A(x) — A(z0) A A(zl))—Va < aA(x) (e
Vo < a(A(x) — A(z0) A A(zl)), A(e)—Vr < aA(x) Vo)
VyVz < y(A(z) — A(z0) A A(x1)), A(e)—Vr =< aA(x) )
Va(A(x) — A(x0) A A(zl)), A(e) —Vx < aA(x) (p:e)
A(e), Vo (A(z) — A(20) AN A(xl))—Vz = aA(x) )
A(e), Vo (A(z) — A(20) N A(x1))—VyVe < yA(z) (%)
A(e),Va(A(z) — A(x0) AN A(zl))—VzA(x) (A e)
A(e) ANVz(A(z) — A(20) A A(xl))—VrA(z)

(—=:d)
—A(e) ANVz(A(z) — A(20) A A(x1)) — Vo A(x)

(%) De VyVz < yp(z), [— A obtém-se Vzp(x), [—A:

(z)
Vap(z)—¢(b) (e:e)
b < ¢, Vap(z)—(b) (V< : d)
Vazp(z)—Ve < cp(x) (V:d
Vzp(z) —VyVe < yo(z) Yyvr < yelz), LA (corte)
Vap(z), I—A

(x%) De '=VyVz < yp(z) obtém-se ['—Vap(z):

p(b)—(b)
b 2 b, Va 2 bp(z)—¢(b)

—~
(=
=

(
—b=<b b < b,VyVx X yp(z)—p
vy =< yp(z)—o(b)

(V:d)

T—Vyve < yo(x) Yyve 2 ye(z) Vap(e) (corte)

I'—Vap(z)

b) Seja A uma férmula Eé’b.
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Queremos ver que — A(e) AVx < a(A(x) — A(x0) A A(zl)) — Vo < aA(z). Seja

T
B(z) = =z <X a — A(x). Como B é uma férmula Z(l)’b, temos por hipdtese,

— B(e) ANVz(B(x) — B(x0) A B(zl)) — VzB(x).

e
—T’
B(e) AVz(B(z) — B(20) A B(x1))—VzB(z)
B(e),Vx(B(x) — B(z0) A B(z1))—VaB(x) )
A(e),Vz(B(x) — B(20) A B(zl))—VzB(x) @)
C—D A(e),Vz(B(x) — B(z0) A B(zl))—Vz < aA(z) )
E—F A(e),Va[r < a — (A(x) — A(z0) A A(x1))]—Ve < aA(x) )
A(e),Vx < a(A(x) — A(z0) A A(zl))—Va < aA(zx)
A(e) ANVz < a(A(x) — A(x0) A A(zl))—Vr < aA(x)
—T

A(e)—e 2 a — Ale) €e<a— A(e),I—A
Ae),T—A

(corte)

(2) Provamos em [22] que em LK se demonstram os seguintes sequentes:
Ve 2 tA(z)—Va(z 2t — A(z)) e Va(z 2t — A(z))—Ve < tA(z). A dedugao assinalada

resulta deste tltimo sequente através da regra do corte.

(3) Embora nao o facamos aqui, é possivel provar que o sequente C—D, com C a
féormula Vz[z < a — (A(z) — A(20) A A(z1))] e D a férmula Vz[(z < a — A(z)) —
(z0 < a — A(20)) A (x1 = a — A(x1))], é um sequente valido em LKpcy sem axiomas de

inducao.

(4) Denotamos por E—F o sequente Yz < a(A(z) — A(z0) A A(zl))—Vz[z < a —
(A(z) — A(x0) A A(z1))]. A validade deste sequente prova-se com um raciocinio anélogo
ao referido em (2).

]

Para nao sobrecarregar a notacao, sempre que nao seja indispenséavel, nas varidveis de

segunda ordem omitiremos os termos.

Teorema 3.5 (Teorema Fundamental) Suponhamos que LKgcy FT'—A, onde I' e A
s@o constituidos por férmulas E%’b. Sejam T = IXp1(z,F,X),...,3X ¢, (7, F, X) e
A=Yy (2, F,Y), ..., 3V (2, F,Y) onde @; e ; sdo formulas E(l)’b, Y =Y,....Y;

€ Plyee s Pny W1y tém componentes disjuntas de X, Y respectivamente.
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Seja o(z,F,X) = N\ ¢; e(z,F,Y) =\ ¢; e notemos por (z,F,X,Y) a formula
j=1 i=1
)-

oz, F,X) — ¢(z,F,Y). Entio existem termos ti(z) (1 <i<k) e existem férmulas E%’b-
estendidas M (w, 7, F, X) e férmulas H b _estendidas MMw,z,F, X) (1 <i<k), tais que
TCARVEVFVX0(z, F, X, {w < t1(2) : MF(w, 2, F, X)},..., {w 2 t(Z) : M (w,z, F, X))
e TCA F VaVFVXVw < (7)) (M (w,Z, F, X)) < MZ-H(w,m,F,X)), (1 <i<k) e os predi-
cados w = t;(Z) AN MP(w,Z, F, X)1¢ estdo em CHXF (a classe dos predicados cujas fungoes

caracteristica pertencem a FCHXF),

Demonstragao

A demonstracao deste resultado faz-se, com as devidas adaptacoes, de forma semelhante
a demonstracao do resultado homoélogo em Zi’b—NIA, também denominado Teorema Funda-
mental (veja [22]). Vérios casos a analisar nem requerem qualquer alteragao. De qualquer
modo, dado o papel essencial que este teorema desempenha na caracterizagdo das fungoes
demonstravelmente totais de TCA, vamos apresentar uma demonstracao algo detalhada.

Consideremos que LKgcy F I'— A, com I" e A constituidos por férmulas Ei’b. Podemos
supor que P, a LKgcy-demonstragao de '— A, é constituida apenas por férmulas Z}’b. Isto
porque, pelo teorema da eliminacio do corte livre!”, podemos tomar P como sendo uma
demonstracao sem cortes livres. Como qualquer férmula que figure em P ou é ascendente
de férmulas de I" ou A ou é ascendente de férmulas do corte (que sabemos serem ancora-
das) temos que é uma férmula E}’b. Vamos provar, por induc¢ao no nimero de linhas da
demonstracao, que para qualquer sequente II—A em P, existem os termos e as férmulas

testemunhas nas condi¢oes do enunciado.

e Se [I—A é um sequente inicial da forma A—A com A férmula atémica, ou é um
axioma de igualdade, ou é um sequente da forma 1), 2) ou 3), segundo a defini¢ao de

LKFcH, nada ha a demonstrar.

3

e Se II—A ¢é um sequente inicial da forma 4), isto é, II-—A tem a forma
—3dFVy < s(y € F* < A(y)) com A uma férmula Zé’b, definimos: M{*(w, 7, X)
como sendo A(w,Z,X) que é uma férmula Etl)’b logo ¢ E%’b—estendida; e defini-
mos M{Y(w, 7, X) como sendo A(w,Z,X) que sendo uma férmula E(l)’b é também

1,b .
IT; "-estendida e tomamos t1 := s.

e Se II——A é um sequente inicial da forma 5), isto é, II—A é o sequente
—3CEDEI) Count(C, F*), definimos:

F,X)},...) a féormula 0(z,F, X,G,...) em que as
(5.7, F. X).

Notamos por 0(z, F, X, {w =< t1(Z) : M (w,%,
ocorréncias de s € G sdo substituidas por s < ¢1(Z) A M-

Com A € {%,T1}.

TA semelhanga do que aconteceu no Capitulo 2 a propdsito de LKgan, alteramos ligeiramente a definigdo
de férmula ancorada, permitindo agora que também possa ser descendente directo da férmula principal da
regra de substituicdo (veja [22]) por forma a garantir que em LKgcy ainda seja valido o teorema da eliminagdo

do corte livre.
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M (w, &, F') > Ji 23] 21w = (i, §) A j = ¢y, (4)), formula E}’b—estendida.
—_—————

-
P i (129)

e sex ¢ It Ft Ft
Sendo xpt(x) = 0 t’ temos que xp+ € FCH™. Logo ¢, € FCH
se x €

e portanto a tltima igualdade da definicio de M7 (w, Z, F'*) pode ser expressa em TCA
através de uma férmula A%’b—estendida. Embora tenhamos provado tal facto apenas

para FCH, para FCHF' basta considerar apenas mais uma funcao inicial, a fungao

0 sexeF! )
Xrt(x) = , que é testemunhada em TCA por

€ cc.
Oy (T, y) = (€ FP Ay =0)V (z & F* Ny =€) com by, (z) = 0.

E definimos
MNw, 7, F) v 3i 235 2 tl(w = (i,§) A j = ¢y, (i), formula IT}*-estendida e
————
Pex ot (1)
t1(z) == (t£11)(¢11).

0 secy,, (i) =

Sabemos que ¢y, € FCH™', logo A(i, j) = -/ e FCH™, o que por sua

€ C.C.

vez implica que j = ¢y, (i) € CHF' e portanto M2 (w, &, F*) € CH™

Os casos em que II—A se obtém porp: e, p:d,c:e,c:d, e e, e:d, ~:e, —:d,
ANie,V:id, —:d, V< e, 3< 1 d e dg : e sao triviais.
Se II—A se obtém por A : d entao II—A ¢ da forma I'—A’, A A B.
Trata-se da situagao:
I'—A'" A T'"—A' B
I"—A"ANB

Como A A B é uma férmula Zi’b, temos que A e B s@o ambas férmulas E(l)’b. Por
hipétese de inducio para I'—A’, A existem (M')F(w,z, X), (M)} w,z,X) e ti(z)
nas condigdes pretendidas, e para I'—A', B existem (M")¥(w, 7, X), (M")X(w, 7, X)
e t!/(Z) nas condigdes pretendidas.

Para I'—A’, A A B tomamos: MP(w,z,X) 1= (AV (w < ti A (M)F(w,7,X))) A
(~AV BV (w =t/ A (M")E(w, 7, X)) A (=AV =B)), que é uma férmula £}’ -estendida;
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MM w, 2, X) i (AV(w 2 tAM) Y (w, 2, X)) A(RAVBV (w <t/ A(M") X (w, 2, X))A
(=AV =B)), que é uma férmula H}’b—estendida et =t,"tl.

e Os casos V : e e —: e sao tratados de forma semelhante & anterior.

e OscasosV:e,V:d, d:e d:d, Voa : € € Voa : d ndo ocorrem em P visto todas a

, ~ . Lb
férmulas na demonstragao serem férmulas ;.

e Analisemos agora o caso V< : d. Nesta situacao II—A é da forma I'— A/ Vo < tA(z),

tratando-se da dedugao:

b=t T'— A, Ab)
I"—A Vo < tA(z)

Como Vx = tA(z) é uma férmula Ei’b, temos que A(x) é uma férmula Eé’b.
Por hipétese de inducio, para b =< t,I'—A/ A(b), existem (M')F(w,z,7,X),

(M"Y w,z,7, X) e ti(z,7) nas condigdes pretendidas.

Para ['— A’ Vx < tA(z) tomamos: M (w,Z, X) 1< Jo < t(=A(x) AVa' <; zA(2) A
w = t(z,z) A (M) (w,7,7,X)); MY (w,7,X) 1 3oz < t(-A(z) AV < 2A(2) A
w=th(z,z) A (MY w,2,2,X)) e t;(z) := ti(t(z),z). Como em TCA é valido o
esquema de minimizacgao para féormulas Ai’b—estendidas, facilmente nos apercebemos

que temos o pretendido.
e O caso d< : e é andlogo ao anterior.

e Estudemos o caso Jga : d. II—A é da forma I"— A’ 3FA(F), encontrando-nos na

seguinte situagao:

I'— A, A(Z9)
I'— A, JFA(F)

Suponhamos que I := 3X (7, F, 29, X),...,3Xp, (2, F, 29, X), com ¢; férmulas
Z(l)’b; A = VY (2, F,Z29Y),..., 3V (Z,F,Z9Y), com 4 férmulas Z(l)’b;
Y=Y1,....Y, e A(Z9) := 3Y~(z,F,Z%,Y) com ~ férmula Eé’b e sendo disjuntos
os Y's que aparecem em 1, .., ¢y, e . Por hipétese de inducdo, para I'— A, A(Z9)
existem (M")¥(w, 7, F, 29, X), (M"Y w,z,F,Z% X) e t.(Z) nas condi¢des pretendi-
das.

Para I"— A/, JF A(F') tomemos:

5 _ _ (M (w, 2, F,Z9,X) sel<i<k
M (w,z,F, 7%, X) 1 :

we Z1 sei:k—l—l’
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_ _ (M"Y w,z,F,Z9,X) sel<i<k
M
w e Z1 sei=k+1

~ t(z) sel<i<k
tz(l') = .
q(z) sei=k+1

e Analisemos agora a regra do corte.

II—A é da forma I'—A’, sendo a situacao a seguinte:

I'—A" A A, F’—>A’
'—A
Sejam A(z, F) : 3G1...3G.~(z,F,G), T" := 3Xp1(z, F, X),...,3Xpn(z, F, X)
com 7, p; formulas E(l)’b e A =3V (Z, F,Y),...,3Y,(z, F,Y), com 1; férmulas
El’b Y =Y,...,Y,. Por hipétese de inducdo, para I'—A’, A existem férmulas
(M) (w,z, F, X), (M")Hw,z, F,X) e termos ti(Z) com 1 < i < k + r e para

A T'—A" existem férmulas (M")¥(w,7, F,X,G), (M"Y (w,z,F,X,G) e termos

t7(z) com 1 <1i < k, nas condi¢oes pretendidas.

Para I'—A’ e para 1 <7 < k tomamos:

MF(w,z,F,X) = [ﬁ(g/lle(faﬁa {w 2 t) « M)Wz, F,X)},.. e 2t (M)R(w,z,F,X)}) Vv
(w 5t;A<M')§<mF,§>>} MY i@ P ok 2 (@8 P ) o S (V)R 0 F X)})v
(@ S A M E(w,3,F, % fw =ty s () @,8,F X)) w0 S 6 ()2, (.3, F, )

M}! andlogo a M substituindo (M')¥ por (M")! e (M")F por (M") e t; :=t."t!.

e No caso da regra de substituigdo, II—A é da forma I'—3IGVzx = to(x,G),

encontrando-nos na situacao:

I, a < t—3Fp(a, F)
['—3GVzr < te(x,G)

Note que ¢ é uma férmula E , uma vez que a regra da substituicao sé se aplica a
férmulas com esta complexidade. Por hipétese de indugao, para IV, a < t—3F¢(a, F)
existem (M) (w,Z,y, X), (M) (w,z,y, X) e t|(Z,y) nas condigdes pretendidas.
Para I'—3GVz < t@(z, G) tomamos: M;*(w, T,
w = (y,8); M w,z,X) 1 Jy = t3s <
t1(z) == (t(z) "t} (z,t(Z)))1 x 11.

X) i 3y < 135 (M) (s, 2, y, X)A
/1(( ) (3,.%',y,X) Nw = (y,s>) e

O

18(M")2 6 usado, neste contexto, para significar que escolhemos ocorréncias de (M')F e (M) de forma

a que M;" seja uma férmula E}’b—estendida e M (situaco seguinte), uma férmula Hi’b—estendida.
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Lema 3.3 Seja ¢(z,y) uma formula E%’b e suponhamos que TCA + Vz3yp(z,y). Entdo
existe um termo t(z) de L tal que TCAFVzIy < t(T)p(T,y).

Demonstragao
A demonstracao deste resultado no contexto da teoria Z}’b—NIA encontra-se em [22],
péaginas 55-56. Em TCA funciona uma demonstracao inteiramente andloga.
O
Estamos agora em condigoes de caracterizar as fungoes demonstravelmente totais de

TCA.

Teorema 3.6 Se TCA F Vz3yp(Z,y), com ¢ uma formula Z%’b, entao eriste uma funcao

f € FCH tal que, para todo & € 2<%, se tem ¢(a, f(7)).

Além disso, existem uma formula A}’b—estendida, 0, em TCA e um termo t(Z), tais que:
1) f(o)=1 < 0(a,1)
2) TCAEVzVy(0(z,y) — »(2,y))
3) TCAFVzIy <t6(z,y)

4) TCAFvVz3ly 0(z,vy).

Demonstragao

Suponhamos que TCA F VzZ3yp(Z,y), com ¢ uma férmula Zi’b. Pelo lema 3.3 existe um
termo t(z) tal que TCA F Vz3Iy < t(Z)p(Z,y), logo LKecy F —3Jy < t(z) (z,y) . Seja

——
formula £}°

o(z,y) = Uy ... URp(Z,y, U, ..., Ug), com @ uma férmula E(l)’b.
LKgcy F —3U1 ... U Ty < t(2)p(Z,y,Un, ..., Ug). Pelo teorema 3.5 existem férmulas
E%’b—estendidas, MZE; férmulas H}’b—estendidas, MZH e termos t;, com 1 < ¢ < k, que verificam
TCA F Vzdy < t(2)p(Z,y, {w < t1(Z) : MP(w,)},...,{w = t,(Z) : MZ(w,Z)}) e TCA +
VaVw =< t(7)(MF(w, T) < MY (w, 7)) e os predicados w = t;(Z) A MP(w, T) estdo em CH.
Logo ¢(Z,y, {w < t1(Z) : M¥(w,2)}, ..., {w < t,(Z) : M*(w,Z)}) é um predicado de CH.
Seja

£(3) = py 21@) 7,y {w 211 (6) : MT (w,5)}, .. {w S ta(5) : M (w,0)}).

Pelo lema 3.1, temos que f(&) € FCH. Obviamente, por defini¢ao de f, tem-se (7, f()).
Seja

0(z,y) = ¢Z,y, {w < t1(T) : MP(w,2)}, ..., {w 2 t,(Z) : MP(w,Z)}) A
vy <1 y=@(z,y {w 2 (@) MP(w,2)}, - {w S 6(2) « MR (w,2))),

uma férmula A%’b—estendida em TCA. Obviamente 1) verifica-se. Como em TCA temos

compreensao para férmulas A%’b—estendidas, 2) também se verifica. E uma vez que em TCA
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¢é valida minimizacao para férmulas A}’b—estendidas (proposicao 3.9), temos que TCA +
Vzdy < ¢(z)0(z,y). A unicidade resulta da definigao de 6.

O

Concluimos assim que as funcées demonstravelmente totais de TCA, com grafico Z%’b,

sdo exactamente as fungoes da classe FCH.

3.3.4 Enriquecimento de TCA com colecgao limitada

Nesta subsecgao iniciamos o processo de enriquecimento da teoria TCA, enriquecimento
esse continuado na seccao seguinte e que tem como proposito a obtencao de sistemas for-
mais que, caracterizando ainda FCH, possuam maior poder dedutivo com vista ao posterior
desenvolvimento de algumas nocoes de analise em tais sistemas.

Por agora, o fortalecimento de TCA irad resultar da juncao de apenas um esquema —
esquema de colec¢do limitada, denotado Blzé;f’ — num formato (a seguir apresentado)
associado as varidveis de segunda ordem de £5.

A importancia da introducdo deste principio tao técnico, agora provavelmente nada
Obvia, prende-se com a posterior extensao da teoria introduzindo compreensao recursiva e
tendo por base uma linguagem de segunda ordem mais expressiva, extensao essa apresentada
ja na préxima secgao.

A caracterizacdo das fungbes demonstravelmente totais do novo sistema acrescido de
coleccao é conseguida a partir de um resultado de conservagao relativamente a TCA.

Comecamos por estabelecer alguma notagao.

Uma férmula diz-se E})’ob se pertencer & menor classe de férmulas, na linguagem L%, que
contém as féormulas E(l]’b e é fechada para =, A, V,3X? VX! 3z <t eV <t.

Definigao 3.10 TCA+ Blzé;f’ € a teoria de segunda ordem na linguagem Eg, que resulta de

TCA acrescentando o sequinte axioma-esquema de colecgao limitada, designado por Blz&b:
VX Typ(y, X') — IVX Ty = z(y, X7),
com @ uma formula Ecl,gb que pode ter outras varidveis livres além de y e X°.

Observacgao 3.7 TCA + BIXLP k vz < tIyp(z,y) — Ve <ty < zp(x,y), com t um
termo onde x ndo ocorre e @ uma formula IR que pode ter outras varidveis livres além de

x ey. Tal esquema € usualmente notado por Bch,’ob.

Consideremos o cédlculo de sequentes LK'rcy que resulta de LKgcy acrescentando a se-

guinte regra de inferéncia (designada por regra Blzégb):

I'—3yp(y,C")
'—3VX 3y < 20(y, X1)

9

63



Capitulo 3. Teorias de contagem e sua meta-matematica

onde C* é uma varidvel prépria, t ¢ um termo onde y nao ocorre e ¢ é uma férmula Ecl,;)b
que pode ter outras variaveis livres além das apresentadas.
Do estudo efectuado em [22], pagina 58, resulta imediatamente que a teoria TCA+ BlxLP

pode ser formulada no calculo de sequentes de Gentzen através de LK gch.

C . - . . 1,b
Com vista & caracterizacao das funcoes demonstravelmente totais da teoria TCA+BI¥L3)
vamos recorrer a um resultado de conservagao, pelo que comecamos por introduzir a nogao

de uma teoria ser conservativa relativamente a outra.

Definigao 3.11 Sejam T1 e Ty teorias na linguagem Eg tais que T1 O Tp. Diz-se que
T1 € uma teoria Vﬂz&b—conservativa sobre Ty se sempre que uma sentenca ¢ da forma

VzIyp(z,y), com ¢ uma férmula E};&,b, seja tal que T1 = entao To .

Proposigao 3.13 A teoria TCA + Blzég)b é Vﬂﬁ&b—consemativa sobre TCA.
Demonstragao
A demonstragao, recorrendo ao teorema da eliminagao do corte livre (baseada numa
demonstragao de Buss — veja [5]), é inteiramente andloga a apresentada em [22], pdgina
59, a propésito de um resultado idéntico em Z}’b—NIA. Embora no presente caso tenhamos

entre os sequentes inicias:
o —A(e) ANVz < s(A(z) — A(20) A A(xl)) — Vo < sA(z) e

° Hac(ttll)(ttll)count(ca Ft),

axiomas que nao constam em LK’ps, podemos continuar a afirmar que, no raciocinio por
indugao no nimero de linhas da demonstracao normalizada (i.e. sem cortes livres), o caso
dos sequentes iniciais continua trivialmente valido. A demonstracao fica ainda facilitada,
uma vez que na presente situacao nao temos regra de inducao nem regra Bz},;f’.
O
Concluimos esta seccao observando que, como consequéncia da proposicao anterior, o
teorema 3.6 (relativamente a TCA) continua valido quando aplicado a esta nova teoria
TCA + BT

Teorema 3.7 Se TCA + BIZLP VzIyp(z,y), com p uma formula Z}’b, entao eriste uma
fungdo f € FCH tal que, para todo & € 2<%, se tem (7, f()).
Além disso, existem uma férmula Ai’b—estendida, 0, em TCA+ BIYLP ¢ um termo t(z),

tais que:
1) f(e) =71 < 6(a,7)
2) TCA +BEXY F Vavy(0(z,y) — ¢(F,y))

3) TCA + BISLP +vzdy < t 6(z,v)
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4) TCA +BYELP Fvzdly 6(z,y).

Demonstragao
Se TCA + BIZ})gb F VZ3ye(Z,y), com ¢ uma férmula E%’b entao, pela proposicao 3.13
e observando que as férmulas E%’b sao, em particular, férmulas Eégb, temos que TCA
Vz3Iyp(z,y). O resultado segue imediatamente do teorema 3.6.
O
Concluimos, portanto, que as fung¢ées demonstravelmente totais de TCA + BIZi&)b, com

grafico E%’b, continuam a ser as fungoes de FCH.

3.4 Analise computavel na hierarquia de contagem

No final da secgdo anterior, iniciou-se um esfor¢o de enriquecimento da teoria TCA, com o
cuidado de permanecermos num sistema formal que caracterizasse FCH.

Nesta seccao termina a ‘caminhada’ em direccao as ambicionadas teorias de andlise,
ainda associadas a classe FCH, que resultam da introdugao e/ou fortalecimento de certos
principios e do alargamento da linguagem de forma a permitir conjuntos nao necessariamente
limitados. Note que, querendo (como é nosso propédsito) formalizar nogoes de anélise nestes
sistemas fracos, necessitamos de uma linguagem de segunda ordem em toda a sua amplitude,
visto 0s nimeros reais serem introduzidos como conjuntos.

As teorias de andlise a que nos referiamos sio TCA? ¢ TCA? + FANp, que passamos a

apresentar e que constituem até final da tese o nosso ambiente de trabalho.

3.4.1 Teorias TCA? e TCAZ + FAN,

Comecemos por ‘alargar’ a anterior linguagem £}, com vista a trabalharmos em sistemas

de analise.

Definicao 3.12 Seja Lo a linguagem de segunda ordem com igualdade que inclui a lin-
guagem L e que contém varidveis de sequnda ordem denotadas por F,G,..., X,Y,... e um
simbolo relacional bindrio €, que opera entre um termo de L e uma varidvel de sequnda

ordem.

Os termos de Lo coincidem com os termos de £ e a classe das formulas de Lo pode
ser definida como a menor classe de expressoes que contém as férmulas atémicas (1 C to,
t1 =tg, t1 € X, com t] e ty termos e X uma varidvel de segunda ordem) e é fechada para
as operagoes booleanas (-, A, V, —) e para as quantifica¢oes da forma Vz, 3z, VX, 31X,

com x uma variavel de primeira ordem e X uma varidvel de segunda ordem!?.

Consideremos X <t como abreviando Vz(z € X — z < t).

Note-se que ao contrario do que acontecia em £, nesta nova linguagem nao introduzimos as quanti-
ficacgOes limitadas de primeira ordem Vx < tP e dx = tP como novas férmulas, mas sim iremos convencionar

que abreviam Vz(z < ¢t — P) e Jz(z =< t A P) respectivamente.
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Assim sendo a férmula IX!P (respectivamente VX!P) de ,Cg pode ser expressa em Lo
através da férmula 3X (X <t A P) (respectivamente VX (X <t — P)) ou abreviadamente
JX <t P (respectivamente VX <t P).

Temos, portanto, que Eg ‘C’ L9 no sentido em que esta iltima linguagem tem maior

poder expressivo que a primeira.

As definicoes de formulas Z(l)’b, formulas 10 (S1P-estendidas), férmulas T (I11°-
estendidas) e formulas L em Lo, coincidem com as definigbes em Eg, substituindo-se as
quantificacoes de segunda ordem VX!, 3X* por VX <t e 3X <t e tendo em conta que
os parametros de segunda ordem nao se encontram limitados por termos. Tais defini¢Ges
podem ser encontradas em [22], pagina 64.

Uma estrutura em L9 tem por dominio um par (M, S) com M dominio de uma estrutura
para L e S CP(M). As varidveis de primeira ordem variam em M e as de segunda ordem

variam em S. O modelo standard tem dominio (2<%, P(2<¥)).

Estamos agora em condigoes de apresentar a nossa primeira teoria de andlise que, como
veremos adiante, ainda se insere no ambito das computacgdes na hierarquia das fungoes de

contagem e que constitui o suporte do estudo analitico a desenvolver no Capitulo 4.

Definicao 3.13 TCA? € a teoria de sequnda ordem na linguagem Lo, cujos aziomas sGo o

fecho universal das sequintes formulas:

e Aziomas bdsicos®°

o Esquema de inducdo na notacdo para formulas Eé’b
p(e) AVz(p(x) — p(20) A p(21)) — Vrp(z),
com p uma formula Eé’b, podendo ter outras varidveis livres além de x
o FEsquema de substituicao para formulas E(l)’b
Vo X t3F 2 q p(x, F) — 3G = (t¢'1)(t¢ 1)V <t ¢(z,G),
com p uma formula Z(l)’b que pode ter outras varidveis livres além de x e F', t um termo
onde x ndo ocorre, ¢ := q[t/x] e ¢ se obtém de p substituindo todas as ocorréncias
de s € F por (z,s) € G
o Axioma da Contagem
VEF <t3C < (tt11)(tt11)Count(C, F),

onde Count(C, F) abrevia a formula apresentada na definicio 3.9

e FEsquema de colecgdo limitada Bl LP
VX < tJyp(y, X) — 32VX <ty < zp(y, X),

‘ 1,b L. P
com @ uma formula o5 que pode ter outras varidveis livres além de y e X

20Referimo-nos, uma vez mais, aos 14 primeiros axiomas da definicio 3.7.
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e Fsquema de compreensdo recursiva
Va(Jye(z,y) < Vyu(z,y)) — IXVe(z € X < yp(z,y)),

. Lb p 1,b L
com @ uma formula X7 e 1 uma formula 11, que podem ter outras varidveis livres

além de x e y.

O esquema de compreensao recursiva agora introduzido, mostrar-se-a4 muito conveniente,
como veremos no Capitulo 4, para lidarmos com conceitos como o de funcao (formalizado por
meio de um conjunto de cédigos de pares ordenados), podendo, por exemplo, considerar-se a
composicao de duas fungoes ou a imagem inversa de dado conjunto por meio de determinada

funcao.

Observagao 3.8 Tendo em conta que LS C Lo, as teorias anteriormente estudadas, TCA
e TCA + Blzé;f’, estio ‘contidas’ em TCA?, na medida em que, todo o modelo de TCA?
satisfaz os axiomas de TCA + Bliégb. Em sentido contrdrio, o proxzimo lema estabelece que
partindo de um modelo de TCA + Blzi;}’ ¢ possivel obtermos wm modelo de TCA? com o

mesmo dominio de primeira ordem e o mesmo dominio limitado de sequnda ordem.

Lema 3.4 (Lema Principal) Seja M um modelo da teoria TCA + BlyLP (na linguagem
LY) com dominio |M| = (M, Sy). Entio existe S C P(M) tal que M*, com dominio
|M*| = (M, S), é um modelo da teoria TCA? (na linguagem Ls) tendo-se que Sy = {X% :
XeSNaeM}.

Demonstragao

A demonstragao deste resultado faz-se de forma inteiramente anédloga a apresentada em
[22] (lema 6, paginas 65-69) sendo S constituido pelos subconjuntos X C M para os quais
existem formulas ¢ e i respectivamente Z%’b e H%’b, elementos @,b em M e AP e B* em S,
tais que X = {z € M : M E Jyp(z,y,a, AP)} = {z € M : M EVyy(x,y,b, B*)}. E apenas
necessario estudar dois novos casos: o esquema de substituicdo e o axioma da contagem.
Notar que embora no ambito da nossa demonstracao se tenha que provar que em M* é valido
o esquema de inducao na notacao para férmulas Eé’b, e nao para férmulas E%’b—estendidas
como na demonstragao apresentada em [22], o raciocinio a afectuar é exactamente o mesmo.

Concentremo-nos entao nos novos casos. Vejamos que:

Em M* é valido o esquema de substituicao para féormulas E(l)’b.

Suponhamos que M* E Vz =< t3F =< qp(z,a,F,A), com ¢ uma férmula E(l)’b.
Queremos provar que M* E IG =< (t¢'1)(t¢'1)Vz =

condicoes do esquema de substituicao. Consideremos a seguinte férmula IS (@, U) e
Vo < t3F < qp(x,u, F,U). Pelo FACTO? (]22], pagina 66), existe um termo p(u) tal

tg(z,a,G,A), com ¢ e @ nas

2LFACTO: Dada ¢(@, U) uma férmula %20, existe um termo ¢(%) com a seguinte propriedade: dados & em
M e C em S entio M* E ¢(¢,C) & M E (¢, C®) sempre que t(¢) < b.
Este resultado foi enunciado e demonstrado em [22], paginas 66-67.
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que M* E (@A) & M E (a,A’) sempre que p(a) < b. Logo temos M F
Vo < tAF9p(x,a, F1, A®), sempre que p(a) < b. Por substituicao para férmulas Z(l)’b (valida
em M), temos (x) M E IGH DUy < t@(x,a, G D) AbY sempre que p(a) < b.
Consideremos a seguinte férmula $5%: (@, U) 1 3G < (t¢/'1)(td1)Va < t@(z, 0, G, U).
Pelo FACTO, existe um termo p'(u) tal que M* E 6(a,A) & M E G(Q,Ab/), sem-
pre que p'(a) < V. Por (%), temos M E 6(a, A%), sempre que p(a) = b. Seja
p = p'p, temos M E 6(a, A’) sempre que p(a) < b. Logo temos M* E #(a, A), i.e.
M*E 3G = (tg'1)(tg'1)Vz < tg(x,a, G, A).

Em M* é valido o axioma da contagem.

Dados a € M e F < t(a) tal que F' € S, queremos ver que M* F 3C =< (tt11)(¢t11)
Count(C, F).

Seja p(u,U) « 3IC =< (tt11)(¢t11) [(Vx < t(u)...], que é uma férmula 2 Que
————
Count(C,U)

remos ver que M* E (@, F). Como F € S temos que F'® ¢ S,. Sabemos que
M E FCEDE) Count(C, FHD), ie. M E ¢(@ FH®), uma vez que M é modelo de
TCA e portanto verifica o axioma da contagem.

Pelo FACTO, existe um termo p(%) tal que M* & ¢(a, F) < M E ¢(a, F?), sempre que
p(a) X b.

Se t(a) < p(a) temos que FU@ = FP@) = FP para todo p(a) < b, visto F < t(a). Logo,
de M E ¢(a, F*®) temos M E (@, F®) com p(a) < b. Temos entdao que M* & o(a, F).

Se p(a) =< t(a), de M E ¢(a, F"@), vem imediatamente M* kE ¢(a, F).

Logo M* E 3C =< (tt11)(¢tt11)Count(C, F').

(]

A partir do lema anterior provamos o resultado de conservacao que a seguir se enuncia.

Teorema 3.8 Se TCA? - Vz3yp(z,y), com ¢ uma formula 2. entdo TCA + VZIyp(z,y).
Note-se que ¢ nao tem outras variaveis livres além de Z e y, e todas as varidveis mudas

estdo limitadas, logo a férmula ¢ da linguagem Lo pode ser vista como uma férmula em £5.

Demonstracao

Seja ¢ uma férmula L0 tal que TCA? + Vz3yp(Z,y). Suponhamos com vista a ab-
surdo que TCA + BIXLP i VzIyp(z,y). Entao existe M, modelo de TCA + BIXLP tal que
M ENVZ3yp(z,y), i.e. M FE 3zVy—¢(Z,y). Suponhamos que |M| = (M, S). Pelo Lema
Principal, existe S C P(M) tal que M*, com dominio | M*| = (M, S), é um modelo de TCA?,
tendo-se Sp = {X%: X € SAa € M}. Sejam a elementos de M tais que M E Vy—¢(a,y).
Dado ¢ € M arbitrério, temos M E —p(a,c). Visto —¢ ser uma férmula Eégb, temos que
M* E —p(a,c). Assim prova-se que M* E Vy—p(a,y), logo M* E FzVy—¢(Z,y), o que é
absurdo, uma vez que por hipétese TCA? + Vzyp(Z,y) e M* é modelo de TCA2?. Logo
TCA + B F vVadyp(z, y).
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Como a teoria TCA + Blz&b é VEEégb—conservativa sobre TCA (proposigao 3.13), temos
que TCA - VZIyp(z,y).
O
Logo, o resultado ja provado para TCA e TCA + Blzégf’, aplica-se também a TCAZ?.

Teorema 3.9 Se TCA? - Vz3yp(z,y), com p uma férmula E%’b, entdo existe uma funcdao

f € FCH tal que, para todo ¢ € 2<%, se tem (7, f(7)).

Além disso, existem uma formula A%’b—estendida, 6, em TCA? e um termo t(Z), tais que:
1) f(6)=1 < 0(a,1)

2) TCA? - vavy(0(z,y) — o(Z,y))

3) TCA?2 - vzdy <t 0(Z,y)

4) TCA? - vz3ly 0(z,y).

Demonstragao
Suponhamos que TCA? - VZ3yp(Z,y) com ¢ uma férmula E%’b. Visto ¢ ser uma
férmula Ei’b, é em particular uma férmula Eégb, logo aplicando o teorema 3.8 temos que
TCA F VZ3yp(z,y). O resultado obtém-se imediatamente a partir do teorema 3.6.
O
Uma vez mais, as funcoes demonstravelmente totais de TCA? com grafico Zi’b, sao

exactamente as fungoes de FCH.

A segunda (e ultima) teoria de andlise que apresentamos, resulta do enriquecimento de
TCA? por meio de um novo axioma-esquema designado por reflexdo [I}-estrita e notado por
FANg. Tal principio — em notagao numérica — foi ja considerado no Capitulo 2.

Desta vez, a estratégia para demonstrarmos que este sistema formal — TCA? +FANy —
é conservativo (para férmulas apropriadas) sobre TCA? e que portanto as suas funcoes de-
monstravelmente totais continuam a ser as da classe FCH, baseia-se na extensao de modelos
pelo método do forcing.

A propésito da demonstracao de resultados de conservagao de WKLg sobre RCA¢ (veja re-
sultado standard em [38] e posterior reformulagao/desenvolvimento em [9]) é bem conhecida
a técnica que permite estender um modelo contdvel de RCAg a um modelo de WKLy através
de forcing. Iremos recorrer a um raciocinio desse género. Mais concretamente, a tactica por
nés adoptada sera (ainda que com uma notagao ligeiramente diferente e adaptada ao nosso
contexto) a apontada em [8], nas consideragoes finais, onde Anténio Fernandes mostra a
possibilidade de se estender um modelo contdvel de uma dada teoria (designada por L5-NIA

+V%-CA+<) a um modelo de uma teoria com FANg, usando a técnica do forcing.

Uma vez que toda a parte final deste capitulo se desenvolve em torno do esquema FANy:
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VX 3Jzp(x, X) — FuvXIz < up(z, X),

. 1b S . ~
com ¢ uma férmula X35 podendo ter outras varidveis livres além de x e X, mas onde u nao
ocorre; apresentamos de seguida algumas propriedades da reflexio [I}-estrita, que (a menos
do contexto base), podem ser encontradas em [8].

Para tal recordamos certos conceitos.

Definicao 3.14 Dada ¢ uma formula de Lo:

e Dizemos que ¢ define uma &rvore infinita bindria (situagdo que denotamos por
Treeo(ds)) se VeVy(o(x) Ny C & — ¢(y)) A Vudx = u ¢(x). Nestas condigoes a

classe {x : ¢(x)} diz-se uma arvore infinita bindria.

e Dizemos que ¢ define um caminho infinito (situagdo que denotamos por Patheo(ds))
se Treeso(dz) ANVzVy(d(z) A d(y) -z CyVy Cx).

e Dizemos que X € um caminho infinito (situacdo que denotamos por Pathso(X)) se
se tem Path((z € X)), isto €, se X € uma drvore infinita bindria e VaVy(x € XN
ye X -z CyVvyCux).

. , . ‘ L ) . Lb
O lema fraco de Konig para drvores infinitas bindrias definidas por formulas X35, notado

por Zég;b-WKL, é o0 seguinte esquema;:

Trees(¢y) — X (Patheo(X) AVz(z € X — ¢(x))),
com ¢ uma férmula nib.
Proposicao 3.14 TCA2 + FANg - ZL2-WKL

Demonstragao

Seja M = (M, S) um modelo de TCA? + FANj e seja ¢ uma férmula L0 tal que
M E Treex(¢,). Queremos provar que M FIX (Paths(X) AVz(x € X — ¢(x))).

Suponhamos com vista a absurdo que M E VX (=Pathe(X)V3z(z € X A=¢(x))), isto
EMEVX(FzeFy(zr e XNy Cao Ay g X)V(Tuwr=uar g X)VIzdy(zr € X ANye X A
zZyANy € x)VIz(x € X A—¢(x))). Temos entao que M E VX Ixf(z, X) com 6 a férmula
JyCaxze XNy X)V(Vae=az2¢ X)VI <zFy 2 z(@ e X ANye XN/ LyA
y ¢ 2')V(x € X A-¢(z))). Dado que 6 é uma férmula L2 pelo esquema FANg temos que
ME Fuv X3z < ub(x, X).

Fixando tal u, seja a € M um elemento de comprimento ul da arvore infinita definida
por ¢, i.e. ¢(a) A a =wul. Consideremos o seguinte conjunto de S: R={y € M : y C a}.

Por definigao de u, sabemos que existe z < u tal que 0(x, R) o que é absurdo pois R é
um ramo finito, de comprimento w1, na drvore definida por ¢.

O
Acabdmos de demonstrar que se em dada teoria (com requisitos minimos de compre-

ensao) é vélido o principio FANp, é também vélido o lema fraco de Konig para férmulas
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1,b , L . - ,
Yoo . O reciproco é valido na presenca do axioma de exponenciacao, podendo tal reciproco

ser, no nosso enquadramento, formulado como:
TCA? + exp + ZL2-WKL + FANG,

onde por exp denotamos o seguinte axioma, conhecido como azioma de exponenciacao:
VodwVz(z = x — z C* w).??

Fundamentalmente tal resultado deve-se ao facto de, na presenca de exponenciagao, os
elementos de segunda ordem (conjuntos) poderem ser codificados por caminhos infinitos,
e os conjuntos limitados poderem ser codificados por palavras, implicando que, qualquer
quantificacao limitada de segunda ordem possa ser substituida por uma quantificagao limi-
tada de primeira ordem.

A demonstragdo do resultado acima, ainda que num contexto ligeiramente diferente,

pode ser vista em [8].

Terminamos esta breve digressao pelas propriedades do esquema FANg, mostrando que
tal principio de compacidade implica a validade do esquema de colecgao limitada Blz&b.
Note-se que Fernando Ferreira provou, em [17], um resultado relacionado, embora em dife-
rente contexto, que assegura que o esquema de coleccao limitada BZ(EO é consequeéncia de

T2-NIA + £b -WKL.
Proposicao 3.15 Qualquer modelo de FANg € modelo de Blzégb.

Demonstragao

Seja M um modelo de FANg e suponhamos que M F VX < tJyp(y, X), com ¢ uma
formula BL2. Queremos provar que M E 32VX <ty < zp(y, X).

Seja @(y, X) ¢ o(y, X"). Obviamente @ é uma férmula ¥58 e temos que M F
VX 3yp(y, X) logo, por FANg, M E 32VX Ty < zp(y, X). Tal z verifica que M EVX <t
Jy < zp(y, X). Logo M é modelo de BIyLP.

O

A caracterizacdo das funcdes demonstravelmente totais de TCA? 4+ FANg, que ji adi-
antamos ser a classe FCH e ser conseguida recorrendo ao método do forcing, visto requerer
um trabalho bastanto morado, serd levada a cabo nas duas préximas subseccoes, sendo a
primeira dedicada a apresentacao do forcing com que trabalhamos e a expansao ‘parcial’

de modelos e a segunda a caracterizacao, propriamente dita, de tais funcoes.

22Como observado em [16], outra forma de apresentar o axioma de exponenciacio é através da sentenga
VzIu(tally(u) A lh(u) = x), onde tally(u) abrevia 1 X u = u e lh é a fungdo definida por lh(e) = €, [h(z0) =
lh(z1) = S(Ih(x)).
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3.4.2 Método do forcing

O método do forcing foi inventado por Paul Cohen na década de 60 para demonstrar a
independéncia da hipétese do continuo. Tal técnica foi posteriormente simplificada e gene-
ralizada, dada a sua aplicabilidade a outros contextos, sendo actualmente uma importante
ferramenta na expansao de modelos.

Como temos em vista aplicar o método do forcing na construgao de modelos de reflexao

ITi-estrita, vamos considerar o esquema FANg nesta outra forma equivalente:
VuadXVe < up(z, X) — IXVrp(zr, X),

com @ uma férmula Ecl,’ob.

Dado M = (M, S) um modelo contavel de TCA? e dada ¢ uma férmula SiP tal que
M E YudXVzr < up(z, X), o método do forcing serd usado para construir um modelo
M = (M, S U{C}) onde sejam ainda vélidos os esquemas de inducdo na notacio e substi-
tuicao para férmulas El’b, o axioma da contagem, o esquema de colec¢ao limitada Blzégb e
onde se tenha que M E Vap(z, C).

Seja t, um termo de £y tal que, dados ce M e X € S, p(c, X) < ¢(c, X?), sempre que
ty(c) 2 b. Tal termo existe pois ¢ é uma férmula limitada.

Por comodidade passamos a designar esse termo por ¢ e supomos, sem perda de gene-
ralidade, que = < t(x).

Seja By o conjunto constituido pelos pares (z, X*(*)) tais que z € M e X*®) € S. Seja

< a ordem parcial definida em B; por:

(u, X1W) < (v, Y!) sse u<;on YHW = xt(w) 23
——

(Yt(v))mu)

Definicao 3.15 P C B; diz-se uma arvore infinita em B; definida por uma férmula Zégb,
b, se P = {(z, X"®)) : ¢(x, X*®)} e verifica:

1) V23Xt (g, Xt@)) e p
2) Se (z,X"®)) € P e (y, YI®) < (z, X'®) entdo (y,Y'®)) € P.

Proposigao 3.16 T = {(z, X'®) € B; : Vu < z¢(u, X"*®))} € uma drvore infinita em B,
(definida pela formula Vu < zo(u, Xt(x))).

Demonstracgao

Temos que T C B;. Vejamos que 1) se verifica. Como por hipdtese ¢ é uma férmula
tal que M F VedXVu < xp(u, X), fixemos x e tomemos X tal que Yu < xp(u, X). Por
defini¢io de t, sabemos que Vu =< zp(u, X*™). Dado que u < z implica t(u) < t(z), temos
Vu < zo(u, XH®). Logo YzIXH®) (z, X!*)) € T.

23Denotamos por X, o conjunto X N {y : y < b} que também é representado por X°.
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Com vista a verificarmos 2) suponhamos que (z, X®) € T e (y,Y'¥) < (z, X!®),
Queremos provar que (y,Y¥) e T.

De (z, X*®) € T temos que Vu =< z¢(u, X**)). Como (y, Y*¥) < (z, X**)) vem que

y <z AXNW =Yt Logo Vu < yp(u, X*®) e por definicio de t, Yu < yp(u, XH®).

Novamente porque v < y implica t(u) < t(y), temos que Yu < yo(u, X*®), logo Yu < y
©(u, Y*W)), Portanto (y,Y*®) c T.

[l

Seja P, o conjunto das arvores infinitas em B; definidas por férmulas E},gb. Consideremos

<, a ordem parcial em PP;, definida por:
P<Q sse PCQ.

A nogao de forcing que iremos considerar é (P, <, 1), notando por 1 o elemento maximo,
i.e. a arvore infinita em B; definida pela formula x = x. A linguagem de forcing sera
denotada por L fo. € consistird em LoU{a:a € M}U{A: A€ S}U{C}. Devemos encarar
os @’s, A’s e C' como novas constantes, sendo as constantes a’s e A’s designadas por nomes
canonicos, visto descreverem elementos que ja se encontram no modelo, ao passo que Cé
um nome nao caniénico.

Denotamos por £, 5, ... termos fechados (i.e. sem varidveis) da linguagem de forcing.

A relacao de forcing, denotada por I é definida do seguinte modo: sendo P uma condigao

de forcing (ou seja, um elemento de ;) e 6 uma sentenca atémica de L fore

! se C' nao ocorre em 6

PlF0: .
F2V X D) (2, XH®)) € P — s € X!®)) se § é da forma 5 € C,

onde @’ se obtém de 6 substituindo os @’s por a’s e os A’s por A’s.

P IF 0 lé-se ‘P forga 6’ e tal verifica-se se for verdade em M.

Proposicao 3.17 A relacao b atrds definida € uma nogao de forcing fraco, isto €, dados

P uma condicdo de forcing e 0 uma sentenca atomica da linguagem de forcing, tem-se:

1) a) Plrit=1
b) Se PIFt=35 entio Pl-5=1
¢c) Se Plrt=35ePI-5=7 entido PIFt =7+

2) SePlFt=3ePlFsc X entio PIFie X, com X wm nome candnico (de segunda

ordem) ou nao canonico

3) Sendo f um simbolo funcional n-drio entdo

Se (N PIFt; =35) entio Pl f(t1,...,tn) = f(31,...,8n)
=1
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4) Sendo R um simbolo relacional n-drio entdo
Se ((N\ Pl-t;=35)ANPIFR(ty,...,t,)) entdo PIF R(31,...,35)
i=1

5) A relagdo é mondtona, isto é, se PIF60 e @Q < P entio QI+ 0

6) Se (VQ < P)(3R < Q)RIF 6 entao P I- 6.

Demonstragao

De 1) a 4) é imediato.

Vejamos que a relagdo é mondtona. O caso em que C néo ocorre em 6 é trivial. Se 0 é
da forma 5 € C, de P I+ 6 temos que 3z¥X*® ((z, X*®)) ¢ P — 5 € X'®), donde (visto
Q < P) fixando tal z, VX'®)((z, X'®)) € Q — 5 € X**)). Logo, Q IF 6.

Quanto a alinea 6), suponhamos que (VQ < P)(IR < Q)R I+ 0. Queremos provar
que P I 6. Uma vez mais a Unica situacao nao trivial é quando 8 é da forma § € C.

Suponhamos, com vista a absurdo, que P W 0, isto é,
(%) V23X ((z, X1 @) € P A s ¢ XHD),

Seja S = {(z, X*'@) : (z, X'®)) € PA s ¢ X"®}. Vejamos que S é uma 4rvore infinita
em B; definida por uma férmula Eégb.

A férmula (z, X t(‘”)) ePASEX t(2)24 epquadra-se na complexidade permitida, isto é, é
uma férmula L2, Por (%), é imediato que Yz3X*®) (z, X*(*)) ¢ S. Resta, portanto, provar
que se (z, X'@) € S e (y, Y'¥) < (2, X*@) entdo (y,Y'®) € S. De (z, X)) € S temos
que (z, X*®) € P. Como P é uma arvore e (y, Y*®)) < (z, X*®)), vem que (y,Y'®)) € P.
De (z, X!*)) € § resulta também que § ¢ X**). Como todos os elementos de Y*¥) estao
em X*®) temos que § ¢ Y. Concluimos assim que (y,Y*®) € S. Portanto S é uma
arvore infinita.

Como S C P, temos S < P. Visto, por hipétese, (VQ < P)(IR < Q)R IF 0, em
particular sabemos que (3R < S)RIF 6, isto é, IR < S tal que IzvVX") ((z, X!®)) e R —
5 € Xt@),

Fixemos R e x nessas condigoes.

Como R é 4rvore, sabemos que podemos tomar X4*) tal que (z, Xt(x)) € R. Para esse
X'®) temos § € X*) | o que é absurdo pois, uma vez que R < S temos que R C S e assim
sendo, (z, X*®)) € S, o que implica que § ¢ X*(*),

Portanto, P I 6.

]

A relacao de forcing estende-se a todas as sentencas de Lfore (veja [1], [8]), do modo

usual que se apresenta de seguida:

a) PIF—yp sse (VQ < P)=(Q IF ¢)

24Sendo P uma 4rvore infinita em B; definida por uma férmula 20, ¢, (, Xt(z>) € P pode ser expresso
por ¢z, X**)).
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b) Pl oA sse PlFoAPIFY

¢) PlFoV sseVQ < PAR < Q(RIF ¢V RI- 1)

d) PlFp—1¢sseVQ < P(QIFp—=3R<QRIF)

e) PIFVzp(x) sse para todo o nome de primeira ordem Z se tem P I ¢(Z)

f) P IF VXp(X) sse para todo o nome de segunda ordem X (que pode ou nao ser

canonico) se tem P IF ¢(X)
g) PIF3zp(x) sse VQ < PAR < Q3zR IF ¢(z)

h) PIF3Xp(X) sse VQ < PAR < Q3XR IF o(X).

Dado que (P, <,IF) é uma nocao de forcing fraco e a relacdo de forcing se encontra
definida para todas as sentencas de Ly,.. segundo o esquema anterior, temos o seguinte

resultado.

Lema 3.5 Dadas duas quaisquer condi¢oes de forcing P, QQ € Py e 0 uma sentenca qualquer

da linguagem de forcing, temos que:

1) Se PIF0 e Q< P entao Q-0

2) P16 sse Pl —==0 (ou equivalentemente sse (VQ < P)(3R<Q)RI-0).

Observacao 3.9 Pode provar-se que se ¢(ay, ..., an, Al, . ,flm) ¢ uma sentenga de Lyope
em que C ndo ocorre e sem quantificacoes de seqgunda ordem, entdo para qualquer P € Py
tem-se: Pl ¢(aq,...  Gin, Ap, . ,Am) sse M E ¢(at,...,an, A1,..., Ap).

Relembremos agora alguns conceitos relacionados com ordens parciais.

Definigao 3.16 Dada (P, <) uma ordem parcial, um subconjunto D C P diz-se denso
(em P;) se (VQ € P;)(3P € D)(P < Q).

Definicao 3.17 Dados (P, <) uma nogao de forcing, G C Py e D uma familia de conjuntos

densos em Py, dizemos que G € um filtro D-genérico se
1) G € um filtro em Py, isto é:

a) 1€dG
b) (VP,Q e G)YBREG)(R<PARLQ)
¢c) (VPeP)(VQeG)(Q<P—-PcG)e

2) (VD € D)(GND # 2).
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O préximo resultado que apresentamos — devido a Rasiowa e Sikorski — é bem co-
nhecido e desempenha um papel essencial no que se segue pois garante, mediante certas
condigoes, a existéncia de filtros D-genéricos. Omitiremos a sua demonstragao, visto poder

ser encontrada em vérias publicagoes, por exemplo em [8], pdgina 17.

Lema 3.6 Se D € uma familia contdvel de conjuntos densos em Py entdo, para qualquer
P € Py, existe um filtro D-genérico, G, tal que P € G.

Como M ¢ um modelo contdvel temos que Ly, ¢ uma linguagem contavel. Conside-
remos uma linguagem que contenha Ly,.. e que além das varidveis de primeira e segunda
ordem contenha ainda novas variaveis que denotem os elementos de IP; e novas constantes
para cada uma dessas arvores. Trata-se ainda de uma linguagem contavel uma vez que os
elementos de IP; sao definiveis por férmulas. Esta linguagem alargada estende a linguagem
de M e descreve P, e IF.

Se pensarmos nos subconjuntos densos em P; que sdo definiveis (nessa linguagem) (i.e.
exprimiveis por meio de uma férmula da linguagem alargada) temos uma familia contével.
Assim sendo, o lema anterior garante que, para qualquer P € P; existe G C [P, um filtro que
intersecta todos os densos em P; definiveis na linguagem alargada e tal que P € G. Nestas

condicgoes dizemos que G € um filtro genérico que contém P.

Considerando a férmula ¢ fixada no inicio desta subseccio, seja T = {(z, X*@)) € B; :
Vu < zo(u, XU}

Como vimos na proposicao 3.16, T' € P;. Logo existe G C P, um filtro genérico que
contém 7. De agora em diante, ao mencionarmos 7" ou G estamos a referirmos respectiva-
mente a drvore ou ao filtro acima.

Consideremos a seguinte interpretacao dos nomes de Lo, i@, determinada pelo filtro

G:

ig(a) =aseac M
ig(A)=Ase Ae S
ic(C)={zeM:3PcG)PlrzecC}=C.

Seja M = M[G] = (M, S U {C}) a estrutura na linguagem L o com as interpretacdes
habituais (veja [8], pagina 21), que é usualmente designada por extensio genérica de M
determinada por G. Para esta estrutura, dado que (P, <,IF) é uma nogao de forcing fraco,

é valido o seguinte resultado?.

2’Este resultado essencial do forcing encontra-se demonstrado, por exemplo, em [8], pgina 22. Notar
que é vélido nao apenas para este filtro particular G que contém T, mas para qualquer filtro genérico H,

substituindo-se no seu enunciado M|[G] pela extensao genérica M[H], C por ig(C) e 3P € G por 3P € H.

Idéntica observagao é valida para a proposi¢ao seguinte.
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Lema 3.7 (Teorema do forcing) Para quaisquer férmula 60 de Lo, a,...,an,

Aq,..., Ay nomes candnicos e C' nome nao candnico de Lyope,

MG Eb(ai,... an, A1, ..., Ay, C) sse (3P € Q)P IF O(ay, ... an, A1, ..., Ay, O).

Relembremos que o nosso objectivo era, partindo de M e ¢, construir (pelo método
do forcing) um modelo M que verificasse determinadas condicdes. Apds a construcio
de M = M|[G] que acabamos de efectuar, resta provar que este modelo se encontra nas
condicGes pretendidas, i.e. verifica os esquemas de indugdo na notagao e substituicao para
férmulas E(l)’b, o axioma da contagem, o esquema de colecgao limitada Blzégb e é tal que

M EVzo(z, C).

Comecemos por demonstrar o seguinte resultado.

Proposicao 3.18 Sex € M e P € G entdo (x, C*"®)) e P, e traduzimos tal facto dizendo

que C € a unido de uma <;-cadeia infinita ao longo de P.

Demonstracgao

Tomemos z € M e P € G. Fixemos o, arbitrério, tal que o € C*®). Em particular
o € C, logo existe V € G tal que V IF 6 € C.

Pode provar-se que, para cada n € M, o conjunto D,, das condigoes de forcing que
possuem um unico elementos no nivel n, isto é, tais que no nivel n existe apenas um
Nt e S tal que (n,N t(")) estd nessa condicao de forcing, é definivel na linguagem alargada
e denso.

Justifiquemos o facto de ser denso. Dada A uma arvore qualquer em P, queremos ver
que existe A" uma 4rvore em D,, tal que A’ C A.

Seja (n, N t(”)) € A tal que existe um caminho infinito ao longo de A passando por
(n, NY ™) ie. Vy >; n3(y, YIW) € A tal que (n, Nt ™) < (y,Y'®). E possivel considerar
tal (n, N*(™)) por coleccio limitada, pois se em M nao existisse tal (n, N*")) tinhamos que
M E VXM [(n, X1) € A — Fu > nVUHW ((u, UMW) > (n, XH) — (u, UMW) ¢ A)].
Ora, por coleccao limitada em M, VX ) ((n, X* ™) ¢ A — Fu < VU@ (u >; n A
(u, U > (n, X)) — (u, U ™) & A)), o que é absurdo pois A é uma 4rvore, logo tem
que ter elementos em todos os niveis, inclusive nos niveis z e superiores.

Logo, definindo A’ como sendo A" := {(z, X*®)) € A: (z <;n — (2, X*®)) < (n, NHI)A
(n <;x — (n, N*™) < (2, X"®)))}, verificamos que tal &rvore satisfaz o pretendido.

E portanto, D,, é denso em P.

Dado que G é um filtro genérico, temos que G N D, # @&. Seja @ € G N D,. Tomemos
ReGtalque R<P,R<QeR<V.

Como R < Q, R s6 tem um elemento no nivel z, digamos (z, N*®)). Como R <V,
RIF6 e, logo existe um nivel n em que todos os elementos de R nesse nivel contém o.
Como o < t(z), facilmente se verifica que o € N®).

Logo, qualquer elemento de C*®) estd em N @),
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Como R € G e o tnico elemento dessa arvore no nivel z é (z, N t(z)), R forga a que
qualquer elemento de N**) esteja em C. Logo, todo o elemento de Nt@) estd em C e,
portanto, também em C*®). Ou seja, N*®) e C*%) s50 0 mesmo conjunto.

Uma vez que R < P, temos (x, N'*)) € P, logo (z,C*®) € P.

Da anterior proposicao resulta imediatamente o seguinte corolario.
Corolério 3.1 Para todo x € M, (z,C*"®) € T.

Observagao 3.10 Dado a € M, C"® ¢ S, logo também C® € S. Assim sendo,

A~

a observacdo 3.9 pode ser estendida a toda a sentenca ¢ de Lyo,. em que C nao
ocorra e em que todas as quantificacoes de sequnda ordem sejam limitadas, i.e. sendo
qﬁ(dl,...,dn,fll,...,flm) uma sentenca nas condi¢oes anteriores, entdo para qualquer
P € P, tem-se: Pl- ¢(an, ... an, A1,..., Ap) sse ME dlar, ... an, A1, ..., Am).

~

Proposicao 3.19 Sendo 0(ay, ...  Gn, Ap, .. ,Am,é') uma sentenca vib de Lore, existe

um termo s, tal que
M[GIE O(a, ... an, A1, ..., Ay, C) sse MEO(a, ... an, A8, ... AL CP),
sempre que s(ay,...,ap) 3 b.

Demonstragao

Dado 6 nas condicoes acima, sabemos que existe s tal que
M[G]E 0(ar, ... an, A1, ..., Ay, C) sse M[G]E O(ay,. .. an, A%, ... AL CP),

sempre que s(ay,...,a,) 3 b.

Pelo teorema do forcing, a dltima assercao é equivalente a existir P € G tal que
Pl-0(ay,...,a,, AL, ... AL CY),

o que, pela observacio 3.10, é equivalente a M E 0(ay, ..., a,, A%, ..., A0 CY).

Mostremos, condicao a condicao, que o modelo M[G] verifica o pretendido.
Proposigao 3.20 M[G] E Vzp(z,C)

Demonstracgao
Fixemos 2 € M arbitrario. Temos o(z,C) < p(z, C'®). Pelo que j4 provdmos acerca
de C, (z,C"™®)) € T, logo Vy = z¢(y, C'*)). Em particular temos ¢(z, C**)). Logo verifica-
-se ¢(x,C).
([
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Proposicao 3.21 M[G] E 0(e) AVz(0(x) — 0(z0) AO(x1)) — Yab(x), com 0 uma formula
sl

Demonstragao
Uma vez que M[G] F 0(e) AVz(0(z) — 0(z0) A §(xl)) — Vzo(z) é equivalente a

MIG] EVy[0(e) AV < y(0(x) — 0(z0) A O(z1)) — Vo < yb(x)],

9/

e tendo em conta que 6 pode ter outras varidveis livres além de x, vamos provar que
M[G] E YyVavX o' (y, z, X).

Fixemos y, Z ¢ X (note que C é uma possibilidade para os elementos de segunda ordem).
Como ¢’ ¢ uma férmula S5°, pela proposicio 3.19, existe um termo s tal que MIG] E
0'(y,z, X) é equivalente a M E 0'(y,z, X?), sempre que s(y,Z) < b. A tltima assercio é
véalida por indugdo na notagao em M.

O

Proposigao 3.22 M[G] E Vz < t(a)3F = ¢f(x,F) — 3G = (t¢'1)(td'1)Vz < t(a)(z, G),
com 6 uma formula E(l]’b, t um termo onde x ndo ocorre, ¢’ := q[t/z] e 0 se obtém de 6

substituindo todas as ocorréncias de v € F por (z,v) € G.

Demonstragao
Imediata pela proposicao 3.19, uma vez que se trata de uma férmula Eé&b e M, sendo
modelo de TCA?, é modelo de substituicio para férmulas dessa complexidade.
O

Proposicao 3.23 O azioma da contagem € vdlido em M|G].

Demonstragao
Imediata pela proposicao 3.19, uma vez que o axioma da contagem se exprime por
intermédio de uma férmula $&2 e M, sendo modelo de TCA?, é modelo do axioma da
contagem.
O
Resta-nos verificar que M[G] é modelo de colecgao limitada. Para tal necessitamos de

alguns resultados auxiliares.

Como (P, <,IF) é uma nocao de forcing fraco, é valido o seguinte resultado.
Lema 3.8 Seja P € Py e 0 uma férmula de Lo

Pl-6(ay,...,an, Ay, ... A, C’) sse VH filtro genérico que contenha P,
MIH]E (a1, ... an, A1,. .., Ap,in(C)).

A demonstragao standard pode encontrar-se em [8], paginas 22-23.
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Lema 3.9 Seja 6(xz, X) uma formula S epPeP,.
P I 3z6(z, C) sse ImYXH ™) ((m, X1™) € P — 3z < m(s(z) < t(m) Af(z, X1 ™)),
com s um termo tal que 0(x, X) < 0(x, X), sempre que s(x) < b.

Demonstragao

Consideremos, por hipdtese, que
(%) IMYXH) ((m, X)) € P — 3z < m(s(x) < t(m) A0z, X1 ™)),

Suponhamos, com vista a absurdo, que P Iff 3z6(x, C’) Pelo lema 3.8, existe um filtro
genérico H que contém P, tal que M[H] ¥ 3z6(z,i5(C)) ou seja M[H| E Yz—0(x,ig(C)).
Por (), em M, existe m e existe 2 =< m tal que s(z) < t(m) A 0(x,ig(C)H™).
Porém pelo j& visto, para esse x, M[H] E —0(z,ig(C)) e como s(x) =< t(m) temos
MIH] E =0(z,ig(C)™). Logo, dado que ig(C)™ € S e # é uma férmula limitada,
temos M E —6(z,i5(C) ™) o que é absurdo.

Reciprocamente admitamos que P I+ Jz6(z, C’) Suponhamos, com vista a absurdo, que
(k%) Vm3X ) ((m, XU™)) € P AVz < m(s(x) < t(m) — —0(z, XH™))).

Seja A = {(m, X)) . (m, X)) € P AVz < m(s(x)
Vejamos que A é uma arvore.

Que Ym3IX ™) (m, X)) € A é imediato por (). Resta provar que se (m, X*™) ¢ Ae
(y, YIW) < (m, X* ™) entdo (y, Y*®) € A. De (m, X*(™) € A temos que (m, X" ™) e P e
como P é uma drvore e (y, Y*®)) < (m, X*™)) temos que (y, Y*¥)) € P. De (m, X*™) € A

resulta também que

A

t(m) — =f(z, XHM™)},

($) Vo < m(s(z) < t(m) — —0(x, X)),

Seja z = y tal que s(z) <X t(y). Como y < m temos que z < m e s(x) < t(m). Por
($) temos que —0(z, X*™)) e como s(z) < t(y) temos —6(x, X*®)) e portanto —(x, Y*®¥)).
Provdmos assim que Vo < y(s(z) = t(y) — —0(z,Y*®)) o que permite concluir que
(y, Yt(y)) € A e portanto A é uma arvore.

Ora A < P ¢ como P IF 3z0(z,C) temos que A I+ Jz6(x,C). Pelo lema 3.8, dado
H um filtro genérico que contenha A, M[H] E 3z6(z,ig(C)). Seja a € M tal que
MIH] E (a,ig(C)). Seja m tal que a < m e s(a) < t(m). Temos M[H] E 6(a,ig(C)H™).
Como iz (C) é a unido de uma <;-cadeia ao longo de A, (m,ig(C)™) e A. Visto C néo
ocorrer em 6 e esta ser uma férmula limitada temos M E 6(a, iz (C)!™). Chegamos a um
absurdo pois de (m,ig(C)"™) € A, de a < m e s(a) < t(m) resulta que —6(a, iz (C)H™).

Logo ImVX!"™) ((m, X)) € P — 3z < m(s(x) < t(m) A 0(z, X' ™)),

([

Do lema anterior extrai-se o seguinte resultado, cuja demonstracao segue imediatamente

do estudo efectuado.

80



3.4. Analise computavel na hierarquia de contagem

Corolario 3.2 ‘P for¢a uma sentenca da forma 3x¢’, com ¢ uma férmula Eégb%, exprime-

. . Lb
se em M por meio de uma formula 3355 .

Proposicao 3.24 Em MIG| € vdlido o esquema de colecgao limitada Blzégb. Isto €,
MG EVX < pIyb(y, X) — F2VX < pIy < 20(y, X), sendo 0 uma formula nil.

Demonstragao

Seja # uma férmula 3. Se € nao ocorre em #, temos o pretendido, usando a observacao
3.10, o teorema do forcing e notando que o esquema B! ¢ vilido em M. Consideremos
entao que C ocorre em 6.

Seja s um termo tal que 6(y, X, C?) < 0(y, X, C), sempre que s(y) < b. Suponhamos que
M[G] E VX < p3yb(y, X,C). Queremos provar que M[G] F 32VX < pIy = 2 0(y, X, C).
Pelo teorema do forcing temos que (3P € G)P IF VX < pIyd(y, X, C’) Consideremos uma
arvore P nessas condigoes. Pode ver-se que, para todo o nome de segunda ordem limitado
por p, X?, P+ Hyﬁ(y,Xp, C’) . Logo, pelo lema 3.9,

férmula 3252, por C.3.2
MEVX 2 pImvY ) ((m, YH™) € P — 3y < m(s(y) = t(m) A0(y, X, YY)
Por colecgao limitada (Blzé;f’) em M, temos que

M E VX =< pIm = 2V ((m, YH™)) € P — Jy < m(s(y) = t(m) A
By, X, VL)),

Logo M E 32VX < pIm < 23y < m(s(y) =< t(m) A 0(y, X, C*™)). Pela observacio 3.10

e pelo teorema do forcing temos que M[G] F 32VX < pIm =< z3y < m(s(y) < t(m)A
0(y, X,C"™)). Logo por definicio de s temos M[G] E 32¥X < pIy < 260(y, X, C).

O

Partindo de M um modelo contdvel de TCA? e de ¢ uma férmula I que verifica

M E YudXVzr < up(x,X), o método do forcing permitiu-nos construir uma estrutura

M= M(G], onde é valido IXVzyp(x, X), e que para ser modelo de TCA? apenas lhe falta

compreensao recursiva. Ultrapassamos essa limitacao através do resultado que se segue.

Proposigao 3.25 M[G] = (M,SU{C}) pode ser expandido a um modelo contdvel M’ de
TCA?, cujo universo de primeira ordem é M e cujo universo de sequnda ordem limitado
coincide com o universo de sequnda ordem limitado de M[G| (e consequentemente de M),

e tal que M’ E AXVxp(x, X), com ¢ a férmula introduzida no inicio desta subsec¢ao.

Demonstragao

Seja S’ constituido pelos subconjuntos de M que sdao simultaneamente definiveis em
MIG] por uma férmula I%1° ¢ por uma férmula VII;*’, com parametros em M[G]. Com
uma demonstragao inteiramente andloga a demonstracdo do Lema Principal (veja [22],

pagina 65), pode constatar-se que:

26Sentencas da forma Jzé, com ¢ uma férmula X150, serdo designadas por sentencas IXL0.
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e VX € S'Va € M ‘X® pertence ao universo de segunda ordem limitado de MI[G] e

consequentemente de M’
e SU{C}C S
e M'=(M,S") é modelo contavel de TCAZ.

Como C € 5" e M" EVayp(x,C) temos que M’ F IXVzp(z, X).
M’ serd designado por fecho de M[G] para conjuntos A{-definiveis.

3.4.3 Caracterizagao das fung¢oes demonstravelmente totais de TCA2+FAN,

Com o objectivo de caracterizarmos as funcdes demonstravelmente totais de TCA? + FANg,
vamos debrugar-nos sobre o seguinte problema: Partindo de M = (M,S) um modelo
contavel de TCA?, construir M* um modelo de TCA% 4+ FANg com o mesmo universo de
primeira ordem e o mesmo universo de segunda ordem limitado. Lembremos que pelo
método do forcing conseguimos ja um resultado parcial, garantindo a validade do esquema
FANy para uma férmula ¢ particular. A forma como iremos obter a generalizagdo do
esquema a todas as formulas 25 encontra-se descrita em [9] e [8] a propésito de algumas

aplicacoes do método do forcing.

Fixemos M = (M, S) um modelo contavel de TCA? e consideremos uma enumeragao
f=Ae1,---,¢n,...} de todas as férmulas vib com parametros em M, ¢, que verificam:
M E VuadXVr < up(z, X).

Consideremos a sequinte cadeia de modelos, designada por (w, f)-cadeia de forcing:
M=MyCM;C...CM,C... (n€w),

em que o dominio de primeira ordem é sempre M e cada M, ;1 se obtém do seguinte modo:

estando My, ja definido, consideramos o forcing Py, e o filtro genérico G que contém

+1
a arvore definida pela férmula Vu < :Egon+1(u,Xt(x)). M 41 é o fecho de M, [G] para

conjuntos A{-definiveis.
Observagao 3.11 e Para qualquer n em w, M,, é modelo de TCA?

o As formulas aritméticas (no nosso contexto referimo-nos as formulas sem quanti-

ficagdes de seqgunda ordem nao limitadas) sao absolutas ao longo da cadeia.

Nota 3.1 Nao podemos garantir que | J,,c,, My seja o pretendido modelo de TCA? + FAN,
pois embora para todas as formulas E}x’;b, p, com parametros em M que verificam M E
VudXVz < up(z, X), exista X tal que Vro(z, X); ao longo da cadeia, nomeadamente ao
fecharmos os modelos para conjuntos AY-definiveis, estamos a introduzir novos parametros
que eventualmente podem dar origem a que novas formulas verifiquem VuaXVx < up(z, X),

no modelo |J, ... My, formulas essas em relagdo as quais nao assequrdmos a validade do

new

principio FANg.
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Vejamos, entdo, como estender um modelo contével M de TCA? a um modelo de TCA?+
FANp.

Consideremos a seguinte cadeia de modelos {MF : k,n € w}:

MycMyC...cMPC...C MygCM{C... C MgCMiC... C...

~~

(w, fo)-cadeia de forcing (w, f1)-cadeia de forcing  (w, f2)-cadeia de forcing

onde MY = M; f; =‘enumeracao das férmulas E},gf’, ¢, com parametros em M} que verifi-
cam M} F YudXVz < up(z, X) e MG é a unido dos M, com n € w.

Proposicao 3.26 Sendo M* a unido dos ME com k € w, temos que M* é um modelo de
TCA? + FANo.

Demonstragao

Vejamos que em M* é valido o esquema FANg. Seja ¢ uma férmula 220 em M que
verifica M* E Vu3XVz < up(xz, X). Como ¢ tem um ndmero finito de parametros e visto
os modelos M¥ estarem em cadeia, podemos supor que tais pardmetros ja existem num
certo M7,

Vejamos que M? E VudXVz < up(z, X).

Seja t, o termo associado a férmula ¢. Dado u, como M* E IXVz < up(z, X) vem
M* E IXHIVE < up(z, XH®). Como o universo de segunda ordem limitado é o mesmo
em todos os modelos temos M7 £ IX WVz < up(z, X* ™). Portanto, M7 £ VuIXVz <
up(z, X).

Logo, pela forma como construimos a cadeia, em Mg” existe X tal que ./\/16‘+2 F
Veo(x, X).

Portanto, M* E 3XVzo(z, X).

Estamos agora em condicoes de apresentar o seguinte resultado de conservacao.

Proposicao 3.27 Se TCA? +FANg - VXA(X), com A uma férmula aritmética, entdo
TCA? F VX A(X).

Demonstragao

Por contra-reciproco, suponhamos que TCA? I/ VXA(X). Entdo existe um modelo
M = (M,S) de TCA% e Q € S tal que M E =A(Q).

Seja M* uma extensdo de M a um modelo de TCA? + FANg, com o mesmo universo de

primeira ordem e o mesmo universo de segunda ordem limitado.

Temos M* E =A(Q). Donde M* # VX A(X). Logo TCA? + FANp I/ VX A(X).

Atendendo ao teorema 3.9, decorre imediatamente que:

Corolario 3.3 As funcoes demonstravelmente totais de TCA? + FANg, com grdfico Ei’b,

sao ainda as funcoes de FCH.
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CAPITULO 4

‘Embora possa parecer um paradozxo,
toda a ciéncia exacta é dominada pela ideia

de aproximacao.’

Bertrand Russell

Integracao

A andlise matemdtica é o ramo da matematica vocacionado para o estudo de problemas
da passagem ao limite, tais como a derivagao e a integracao de fungdes. A origem do cédlculo
diferencial e integral remonta ao século XVII, com Isaac Newton e Gottfried Leibniz, tendo
sido desenvolvido de forma rigorosa apenas no século XIX, por matematicos como Augustin
Cauchy e Karl Weierstrass entre outros.

Entre os mais notéveis precursores da formalizacdo da matemdtica em sistemas
aritméticos de segunda ordem encontram-se Richard Dedekind no final do século XIX e
David Hilbert e Paul Bernays em meados dos anos 30. Mais recentemente destacamos a
contribuicao nessa area de matematicos como Harvey Friedman e Stephen Simpson, este
dltimo, autor de uma incontornédvel obra de referéncia na area, Subsystems of Second Order
Arithmetic [38].

Assentando nesta tradicdo, surge a chamada andlise fraca, que consiste na formalizacao
e estudo de porcgoes de andlise matematica em sistemas aritméticos de segunda ordem muito
fracos (subexponenciais), associados a classes de complexidade computacional — na linha
dos sistemas de Samuel Buss ou dos desenvolvidos no capitulo anterior — dando um sig-

nificado computacional a tais porcoes de analise. No ambito da andlise fraca destacamos o
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trabalho de Fernando Ferreira, Anténio Fernandes, Andrea Cantini e Takeshi Yamazaki.
Neste capitulo estamos interessados em formalizar e desenvolver analise na teoria TCAZ?,
concebida precisamente para este efeito e que, como vimos, corresponde a computar na

classe FCH. Mais concretamente o nosso objectivo é a formalizagdo do integral de Riemann.

4.1 Introducgao a analise em sistemas fracos

O presente estudo, no ambito da formalizacao da andlise, tem como ponto de partida o
artigo de Fernandes e Ferreira, Groundwork for weak analysis, [10]. Neste artigo sao in-
troduzidas e estudadas em BTFA! (um subsistema de TCA? associado & computagio em
tempo polinomial), nogdes bésicas de andlise como o conceito de nimero real e de funcao
continua nos reais. Por maioria de razdo, a teoria TCA? admite igual formalizacio destas
nocgoes. E esta formalizacdo (com alguns desenvolvimentos e adaptagoes pontuais) que se
apresenta nesta primeira sec¢do, reportando-nos por comodidade & teoria TCA? (visto ser
esta a teoria onde pretendemos prosseguir com a introdugao de outros conceitos de anélise),
mas sendo como ja referimos, valida em BTFA, onde foi originalmente apresentada. Unica
excepcao é uma demonstracao que recorre a um argumento de minimizacao, devidamente
assinalada como saindo do ambito de BTFA.

Para um estudo mais pormenorizado dos conceitos envolvidos, veja [10] e [45].

Denotamos o dominio de um modelo M de TCA? por |M| = (W, S), sendo W (da palavra
inglesa words) o dominio de primeira ordem e S C P(W) o dominio de segunda ordem.

Como observado anteriormente, o modelo standard desta teoria tem dominio (2<%, P(2<%)).

Em TCA? consideramos dois tipos de nimeros naturais:

e Os numeros naturais tally, designados por T ou Nj, que s@o a sequéncia vazia € e
as sequéncias formadas apenas por 1’s (rigorosamente definidos por x = 1 X z, com

x € W). A ideia é que um numero natural y corresponde ao natural tally 1°..." 1.

——

Yy vezes

e Os numeros naturais diddicos, notados por Na, que s@o a sequéncia vazia € e as
sequéncias de 0’s e 1’s iniciadas por 1 (rigorosamente definidos por x = eV z = 1y,
com y € W). A ideia da introdugao dos naturais desta forma é que um dado natural
y corresponde exactamente a sua notacao diddica habitual, i.e. y = Z?;(} x; 2L
com zg = 1 e z; € {0,1} se i > 0, corresponde a sequéncia 1z;...2,_1 e o natural

zero corresponde a sequéncia vazia e.

Definindo Oy,, 1n,, <n;, +n, € N, como sendo €,1,C," e X respectivamente, temos

que, em TCA?, (Ny,0n,, In,, +N;, Ny <N, ) € um semi-anel ordenado. E também possivel

1A teoria BTFA, introduzida em [17], surge como resposta ao seguinte problema proposto por Wilfried
Sieg (veja [36]): encontrar um subsistema significativo de anélise cujas fungdes demonstravelmente totais

fossem as computavelmente ‘feasible’.
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definir On,, 1n,, <N,; +N, € ‘Ny, €I TCA?, de forma a reproduzir as usuais operacoes dos
naturais em No, conseguindo- TCA? N t oes f

2, guindo-se provar (em que Ny com estas operagoes forma um
semi-anel ordenado. Os indices N; e Ny serao omitidos sempre que seja claro o contexto a

que as operagoes se referem.

Observagao 4.1 e Note que o azioma da contagem em TCA? garante que dado um
conjunto limitado F, existe um outro conjunto limitado C, tal que Count(C, F), i.e.
tal que C' conta o nimero de elementos de W presentes em F', menores ou iguais pela

ordem <; (em W) que um certo elemento.

Visto existir uma bijeccao entre W e No que respeita as relagoes <; e <n,, dado F
um conjunto limitado de elementos de No, existe um conjunto limitado C que conta
(em Na) o nimero de elementos em F, menores ou iguais, pela relagdo <y, que um
certo elemento. De agora em diante, consideramos o azxioma da contagem, VF <Xt

3C < vCount(C, F), como fazendo a contagem em Nj.

o I'm TCA? ji se provou que é vdlido o esquema de inducdo na notacdo e inducdo
lenta (i.e. ao longo de W) para formulas A%’b—estendidas. E possivel provar que
€ também wdlido o esquema de inducao em Ny para formulas A%’b—estendidas, i.e.
A(On,) AVz € No(A(z) — A(z +n, 1)) — Vo € NoA(x), com A uma formula A%’b-

-estendida.

Em TCA? os nidmeros racionais diddicos, notados por D, sdo constituidos por triplos
da forma (0,z,y) e (1,z,y) (codificados por sequéncias de 0’s e 1’s de forma adequada),
sendo x a sequéncia vazia ou uma sequéncia iniciada em 1 e y a sequéncia vazia ou uma
sequéncia terminada em 1. A ideia é que o triplo (s,Zg...%n—1,Y0..-Ym—1) representa
o numero racional (—1)° (Z?:_ol 2 Z;”:_Ol 3747). Notamos geralmente tal nimero
racional diddico em TCA? por +20&1 ... Tn-1-Y0 ... Ym—_1. Observe que existe uma inclusao
natural de Ny em D. E possivel introduzir Op, 1p, <p, +p € -p em TCA? de modo a que
estendam, de forma natural, aos racionais diadicos, as operagoes ja apresentadas no contexto
dos naturais diddicos. Tais operagoes em D reproduzem as usuais operacgoes nos racionais e
tem-se (em TCA?) que (D, Op, 1p, +p, 'p, <p) é um anel ordenado. Pode ainda introduzir-
se em D a operacao —p, correspondendo a usual subtraccao nos racionais e, considerando
a existéncia de numeros tally negativos, também se pode introduzir, nos tally positivos e
negativos, o andlogo a subtraccao nos inteiros. Definimos ainda a operacao valor absoluto
em D, |z|, da forma esperada.

Dado um numero tally n, usamos a notacao 2" para abreviar a representacao do ntimero

racional diddico da forma +100...0-e. Note que se trata apenas de uma notagao, a fungao

n zZeros
exponencial (de expoente diddico) ndo é demonstravelmente total em TCAZ2,

Sendo n # € um numero tally, 27" ou 2% abrevia o numero racional diadico +¢- 00...0 1.
—

n—1 zeros
Facilmente nos apercebemos que as poténcias tally de 2 verificam as seguintes propri-

edades: 20 = 1, 27 .27" = 1, 2n . 9m = gntm_ 9-n . 9-m — 9=(ntm) ogn 4 on — gntl
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242 =9"0""1) vr eDTIn e N2 <z, n<me 2" < 2™ 27™ < 27" onde por
DT denotamos os nimeros racionais diddicos positivos, 0 corresponde a Oy, e 1 corresponde
a 1p ou ly, (veja contexto), - corresponde a -p, — em n — 1 corresponde & subtrac¢ao nos
numeros tally positivos e negativos, e com os mesmos simbolos + e < representamos quer
as operagoes nos tally, quer nos racionais diadicos (facilmente se vendo pelo contexto a qual

nos referimos). Note ainda que a < b abrevia a <bAa # b.

Observagao 4.2 Os niumeros racionais diddicos da forma +m-€ sdo, ao longo deste texto,
por vezes confundidos com os niumeros naturais diddicos m, € o que acontece quando usamos

a notacdo 2" para mnos referirmos ao elemento 10...0 de No. Pelo contexto serd facil

n zeros
apercebermo-nos se a notagdo se refere ao numero racional ou ao numero natural.

No que se segue, por funcdo entendemos o conjunto de palavras bindrias que codificam

os pares ordenados que caracterizam dada funcao.

Dizemos que uma fungdo a : Ny — D é um namero real se |a(n) — a(m)| < 27"
para todo n < m. Dois nimeros reais a e § dizem-se iguais e escrevemos o = ( se

vn € Nila(n) — B(n)| < 277

Embora em TCA? ndo se possa falar no conjunto dos niimeros reais (a linguagem sé
permite conjuntos de palavras) usamos expressoes da forma Vo € R... querendo significar
Va(se o é um numero real entdo ...).

Existe uma imersao natural de D em R, considerando que cada ntiimero racional didadico
x pode ser identificado com o nimero real «a,, definido por a,(n) = x para todo n € Nj.

Considerando que dada uma palavra binaria z, denotamos por z* a palavra x sem os
seus zeros mais a direita, se pensarmos na funcao o : Ny — D tal que a(n) = +x - X|[n]*,
sendo = € Ny e X|[n] a palavra de comprimento n no caminho infinito X, temos que « é
um ntumero real. Estes ntimeros reais sao conhecidos como numeros reais diddicos e sao
usualmente representados por £x-X. Sendo z = xgx1...T,_1, a ideia é que +x- X representa
o nimero real £(>1"7; ggan—icl g Yo 21“) onde X (i) denota o (i + 1)-ésimo bit de X.

No artigo [10] provou-se que todo o nimero real é igual a um nimero real diadico.

Sendo « e 8 numeros reais, definimos:

a + 3 como sendo o numero real n — a(n+ 1) + B(n + 1)
e o — 3 como sendo o numero real n — a(n+1) — B(n+ 1)

e « -3 como sendo o numero real n — a(n + k) - f(n + k),

onde k é o menor tally tal que | (0)]|+|3(0)|+2 < 2* (por vezes o stmbolo - é omitido)

e a < 3 como significando Vn(a(n) < B(n) +277*1)
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e o < (8 como significando a < A a # 3

e || como sendo o numero real n — |a(n)|.

Note que, em TCA?, ntimeros reais sdo conjuntos, i.e. elementos de segunda ordem,
logo é necesséria alguma cautela com a existéncia dos mesmos. Contudo, raciocinando em
TCAZ?, sendo « e 3 nimeros reais, a existéncia dos nimeros reais destes resultantes, através
da soma, subtracgao, produto ou médulo (segundo as defini¢oes atras), prova-se, de facto,
em TCA2. Vejamos, a titulo de exemplo, a operacio soma de reais. o + 3 = {(n,d) :
neNjAd=an+1)+5(n+1)} ={(n,d) :ne Ny AJadb((n+1,a) € aAN(n+1,b) € BA
d=a+0b}={(nd :neN AVa¥b((n+1,a) e aAN{n+1,0) e  —-d=a+b)}. A
existéncia do conjunto a + 3 é assegurada pela compreensao recursiva da teoria.

Facilmente se prova que tais conjuntos (fungoes) representam, de facto, nimeros reais.
No caso da operagao médulo, por exemplo, basta pensarmos que ||a|(n)—|al(m)| = ||a(n)|—

la(m)|| < |a(n) — a(m)| < 277", para todo n < m, visto o ser um niimero real.

No artigo [10], foram j& apresentadas algumas propriedades das operagoes nos reais, que

listamos em seguida. Sabemos que (em TCA?):

e as operagoes definidas atrds sao congruentes com a nogao de igualdade entre ntimeros

reais (veja lema 4.1 para a opera¢ao médulo, tinica nao estudada no referido artigo)

e as relagoes = e < nos nuameros reais podem ser expressas por férmulas VHI{ e as

relagoes # e < podem ser expressas por formulas 32?2

e sendo «, 3,y ntmeros reais e n € Nj tem-se

a=fca<pBAf<La
a<fBAB<y—a<y
an)—2"<a<a(n)+27"
aftfB—-a<fV<a

a<f—dreDla<z<pf)
e 0s numeros reais com as operagoes atras formam um corpo ordenado.

Observagao 4.3 Sendo dy e dy numeros racionais diddicos, que podem ser vistos também
como numeros reais da forma natural ja apresentada, temos que di =p do < di =g da,
di <p dy & di <g dy e di <p dy & di <r ds. Logo para provarmos igualdades ou
desigualdades em TCA? a respeito de niimeros racionais diddicos é indiferente encard-las

como relacoes em D ou em R.

2Férmulas 350 (respectivamente VHZ{) sao assergoes da forma Jzp (respectivamente Vzy), com ¢ uma

férmula $% (respectivamente I1}). Note que, em particular, sdo férmulas EIEé’b (respectivamente VEé’b).
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Embora em TCA? néo se possa falar de intervalos na recta real, usamos expressoes
da forma a € [3,7], com 3 e v nimeros reais para abreviar que a é um nimero real e
f<a<ny.

Vejamos que as usuais propriedades dos médulos se provam em TCA?2.
Lema 4.1 Dados o e B niumeros reais temos que

a) lal = a sse 0 < «
b) la| = —a sse a <0

¢) 0 < |al, onde 0 é o numero real dado pela funcao constantemente igual ao nimero

racional diddico 0, formalmente representado por +¢€ - €

d) o] =|—qa

e) la+f| <ol + 3]

f) laj=0ssea=0

g) a = ssela—pl=0

h) [la] = 18] < |or = B

i) a=p—lal=|f]

J) la- Bl =lal-|B]

k) o <pBssea<fBAN-0<a

) a<|a
m) |a —a(n)| < 27", para todo n € Nj.

Demonstragao

a) Se |a] = a entdo Vn € Ny||a|(n) — a(n)| < 27"F!, ou seja, Vn € Ny||a(n)| — a(n)| <
27"+ Fixemos n € Ny. Se 0 < a(n) evidentemente 0 < a(n) + 27!, Caso a(n) < 0,
temos | —2a(n)| < 27"*! e portanto —2a(n) < 27! o que implica que —27"H < 27" <
a(n). Em qualquer das situagoes provamos que 0 < a(n) + 2771, Como tal é véilido para
n arbitrario, temos que 0 < a.

Se 0 < a entdo Vm € Ny(0 < a(m) + 27™F!). Fixemos n € N; e tomemos m € N
tal que n < m. [laf(n) —a(n)] < [laf(n) — |al(m)] + [lal(m) — a(m)| + [a(m) — a(n)| <
27"+ ||a(m)| — a(m)]|+27" < 2771 pois, se 0 < a(m) entdo |a(m)| = a(m) e se a(m) < 0
entdo |a(m)| = —a(m) tendo-se ||a(m)| — a(m)| = | — 2a(m)| = —2a(m) < 27"+ 2 e m
pode ser escolhido tao grande quanto se queira. Portanto |a| = a.

b) Se |a| = —a entdo Vn € Ni||a|(n) — (—a)(n)|] < 271, Fixemos n € Ny. ||al(n) —
(—a)(n)] = ||la(n)] — (—a(n+1))| = |la(n)| + a(n+1)] < 27" Se a(n) < 0 entdao a(n) <
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27" Se 0 < a(n) entdo |a(n) + a(n + 1) < 27 Sabemos que 2a(n) — 27" = a(n) +
an)—2""<a(n)+an+1) <l|a(n)+a(n+1)]. Como 2a(n)—27" < |a(n)+a(n+1)| <
27"+ temos que 2a(n) < 27" 427" e portanto a(n) < 27" 427771 < 227" = 27l
Provou-se assim que a < 0.

Se a < 0 entdo Vm € Ny(a(m) < 27™+). Fixemos n € N; e tomemos m € Nj tal que
n < m. ||af(n) = (=a)(n)] < la|(n) —|a|(m)|+|la|(m) = (=a)(m)|+|(—a)(m) = (-a)(n)| <
5 + [[a(m)] — (—a(m + 1))| + 5= = 2,%1 + ||a(m)] + a(m + 1)]. Se 0 < a(m) entdo
lal(n) — (—a)(n)] < gt + |a(m) + a(m + 1)| < 57 + 20(m) + 50 < 5oy + 2772+
27m < 2,1%1, pois m pode ser escolhido tao grande quanto se queira. Se a(m) < 0 entao
[la|(n) —(—a)(n)| < le,l+]a(m+1)—oz(m)] < %%1—1—2% < Qn%l, pois m pode ser escolhido

tao grande quanto se queira. Portanto o] = —a.

As alineas ¢), d), e), f), g), h), i), j), k) e l) resultam das alineas a) e b) e do facto de
0s numeros reais formarem um corpo ordenado.

m) Imediato por k), uma vez que a(n) — 27" < a < a(n) + 27", ie. a— a(n) <
27" AN =27" < a — a(n).

O
Nocgao basilar quando o propdsito é desenvolver andlise matemdtica, é a de funcgao
continua de R em R. Tal nocdo é introduzida em TCA? da forma que a seguir se des-

creve.

Uma fun¢do continua parcial de R em R é um conjunto ® de cédigos® de quintuplos que

verifica:

se (w,z,n,y, k) € ® entdo w € W,z,y € D,n, k € Ny
se (z,n)®(y, k) e (z,n)®(y/, k') entdo |y —y/| < 27F +27F
se (z,n)®(y, k) e (2/,n') < (x,n) entdo (z',n")®(y, k)

se (w,m)®(y. k) e (y, k) < (¢/, k) entao (z,n)®(y,K),

onde (z,n)®(y, k) abrevia a férmula Jw(w,z,n,y,k) € ® e onde (z',n’) < (x,n) abrevia
|z — /| + 27" <27

Em [10] notou-se que, sendo « um ndmero real, entao (a(m + 1),m) < (a(n + 1),n),
sempre que n + 1 < m, tendo ja sido apresentados alguns exemplos de fung¢oes continuas,
nomeadamente a funcao identidade, Id, a funcao constantamente igual a um dado real 7,
Cy, a funcao soma de funcoes continuas, ®1 + ®2 e a fungao produto de funcoes continuas,
®; - dy. Vejamos um outro exemplo de funcao continua de R em R, a fungao valor absoluto

ou modulo.

30 cédigo de um quintuplo (w, x,n,y, k) é denotado por (w,z,n,y, k).
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A fung¢ao mddulo, |.|, é definida por (x,n)|.|(y,k) se z,y € D,n,k € Ny e ||z| —y| <
2=k — 27" Note que a anterior férmula, que denotamos por (x,n,y, k), é uma férmula
E(l)’b, logo o conjunto {{e,z,n,y, k) : O(x,n,y,k)} existe em TCA? e é oficialmente a funcio
modulo. Vejamos que tal conjunto é uma fungao continua parcial de R em R, segundo a
defini¢do acima.

Se (z,n)].|(y, k) e (z,n)[.|(y', k') entdo |y —y'| = [y — ||+ |z —y'| < |y =[]+ ]]z]—y| <
27k —97n ok g <ok 4 ook

Se (@,m)|.|(y, k) e (&',n) < (z,n) entdo |2'| - y| = |l2'| - || + |2l — y| < l|o’] — Jol] +
|| —y| < |a' —x|+2F -2 <2 n—2 " y ok _9-n— 9k _ 9= Togo (2/,n')].|(y, k).

Se (z,n)|-|(y, k) e (y, k) < (v, ') entdo ||z[ —y'| = |[z[ -y +y—¢| < [[z]—y|+|y—y| <
27k _ 9 497K _ o=k — 9K _9-" Logo (x,n)|.|(y, k).

Sendo ® uma funcao continua parcial de R em R, dizemos que um nimero real o estd

no dominio de ®, e denotamos por a € dom®, se
Vk € Ny3n e NyJz € DIy € D(ja — 2| < 27" A (z,n)P(y, k)).
Em [10] provou-se que a anterior condicao é equivalente a
Vk € Ny3n € NiJy € D(a(n+1),n)®(y, k).

Sendo @ uma funcao continua parcial de R em R, e sendo o um ntimero real no dominio
de @, dizemos que um numero real 3 ¢ a imagem de o por meio de P, e denotamos por
d(a) = [ se

Va,y € DVn, k € Ni((z,n)®(y, k) Ala — 2| < 5z — |6 —y| < 5¢)-

Facilmente se prova que, sendo ® uma funcao continua parcial de R em R e o« € dom®,
existe um ndmero real 3 tal que ®(a) = [ e tal ntimero real é dnico.

Vejamos uma possivel demonstracao.

Sendo a € dom® temos que Vk € Ny3n € N3y € D(a(n + 1),n)®(y, k). Dado m € Ny,
tomemos 3'(m) = p(n,y,w) tal que (w,a(n + 1),n,y,m + 1) € & — possivel pois em
TCA? temos minimizagdo para férmulas desta complexidade — e facamos 3(m) := segunda
componente de 3 (m). Pode ver-se que 3 é uma funcdao em TCA? de N; para D.

Dados ny < ng, por definigdo de #'(n1) e f'(n2) podemos tomar (n,y) e (n’,y") como
sendo as primeira e segunda componentes de 3'(n1) e ' (n2) respectivamente, logo sabemos
que verificam (a(n+1),n)®(y,n1 +1) e (a(n’ +1),n")®(y',n2 +1). Sendo n” € Ny tal que
n+1<n”en +1<n” temos que (a(n” +1),n") < (a(n+1),n) e (a(n” 4+ 1),n") <
(a(n’ +1),n') logo (a(n” 4+ 1),n")®(y,n1 + 1) e (a(n” + 1),n")®(y’,ne + 1) e portanto
1B(n1) — B(ng)| = |y —vy/| <27+ fo-(2t1) < 9=(mt1) L o=(m+1) — 91 [ogo 3 é um
numero real.

Vejamos que ®(a) = 3. Dados z,y € D e n,k € Ny, suponhamos que (z,n)®(y, k) A

la — 2| < 5&. Seja n’ € Ny tal que (a(n’ + 1),n') < (x,n), logo (a(n’ + 1),n")®(y, k).
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Seja m € Nj arbitrariamente grande. Por definicao de [(m) existe [ tal que (a(l +
1),1)®(B(m), m+1). Tomando n” tal que n’+1 < n” e I4+1 < n” temos (a(n”+1),n")®(y, k)
e (a(n + 1), W)B(B(m),m + 1), logo |B(m) — y] < 2% + 270D Togo |3 — | <
16— B(m)| + |B(m) — y| < 5= + 55 + gmgr. Verificamos assim que |8 — y| < 55 visto
m poder ser escolhido tao grande quanto queiramos. Portanto ®(«) = 3.

Vejamos que tal § é tnico. Seja v € R tal que ®(a) = 7. De a € dom® temos
que VkInTFy(a(n + 1),n)®(y, k). Como |a — a(n + 1) < 2=+ < 277 por definicdo de
®(a) = B, temos que |3 — y| < 27F, e por definicdo de ®(a) = v temos que |y — y| < 27F.
Logo [B—7|=18—y+y—7<|8—yl+|y—~] <27%+27% Como k pode ser escolhido

tao grande quanto se queira temos que |3 — | < 0, logo 5 = 7.

Em [38], um argumento andlogo é indicado para provar que o anterior resultado
(existéncia e unicidade de imagem de uma fungao continua parcial de R em R num ponto
do seu dominio) é valido em RCAg. Surpreendente é o facto de tal resultado ser ji vélido em
teorias mais fracas, ligadas a computacao em tempo polinomial, onde o anterior argumento
de minimizagao nao pode ser usado. Em [10], provou-se que, no contexto de BTFA, sendo
® uma funcao continua parcial de R em R e o um ntmero real tal que a € dom®, existe

um numero real diddico [ tal que ®(«) = [ e tal real é tnico.

Pelo que acabdmos de referir, vemos que é possivel falar na imagem de uma fungao ®
num ponto do seu dominio «, que denotaremos por ®(«) e que fica determinada a menos
da igualdade de reais. Em [10] também foi observado que Vo € R, Id(a) = o, Cy(a) = 7, €
se a € dom®;, o € dom®Py, P1(a) = f1 e Po(a) = P2 entdo « estd no dominio de P + P
e no dominio de @1 - Py e (P1 + Do) () = B1 + P2 e (P1 - Do) () = By - Po.

Observagao 4.4 Dado v € R, a formula ®(a) < 7 é, em rigor, uma abreviatura de
6(P(a) = BAB < ) (x). Pode contudo provar-se que tal formula é equivalente a
Vo,y € DVn, k € Ny((x,n)®(y, k) A |a — z] < % -y <5+ 2%) (1), equivalente, portanto,
a uma formula de complezidade VEé’b. Obter (1) a partir de (*) é imediato. A implica¢ao
reciproca resulta da possibilidade, jd justificada, de firarmos (3 tal que ®(a)) = [ e do facto de
a pertencer ao dominio de ® permitir deduzir que Yk € N1Jy € D(|f—y| < 2% Ny < ’y—i—Qik),
o que implica que Vk(B < v+ QTI,I), resultando que B < v atendendo a que k pode ser to-
mado tao grande quanto se queira. Obviamente também ®(a) < v € equivalente a uma

formula EIZé’b e, pela definicio, ®(a) = v € equivalente a uma formula VE[l)’b.

Definicao 4.1 Uma funcdo continua parcial de R em R diz-se total se todo o niumero real
estd no dominio da fun¢do. Diz-se total no intervalo [a, 5] se todo o numero real nesse

intervalo estd no dominio da funcao.

Proposicao 4.1 A fungdo mddulo |.| (atrds introduzida) é uma fungdo continua total e
Va e R |.|(a) = |a.
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Demonstracgao

Dado a € R, vejamos que « € dom].|.

Seja k € Nj. Temos que | — a(k + 1)] < 2=*+) < 27k ¢ ||a(k + 1)| — |a(k + 1)|| =
0=2"%—-27% Logo, existem n:=k € Ny, z :=a(k+1) €D, y := |a(k + 1)| € D tais que
(lao — x| <27™ A (z,n)]|.|(y, k)). Portanto a € dom/.|.

Dado « € R, provemos que |.|(a) = |a, i.e. Va,y € DVn, k € Ni((x,n)].|(y, k) A la—zx| <

> — lla] —y| € %). Sejam z,y € D e n,k € Ny e suponhamos que (z,n)|.|(y,k) e

2k
la—2z| < 5. Entdo |la]—y| = [Ja| - |z|+]z]—y| < |la]—|2||+||z]-y| < Ja—z[+27F-27" <
2% + 2% — 2% = 2% Portanto |.|(a) = |a].

O

Encerramos a apresentacao das fungoes continuas nesta seccao introdutoria, desenvol-
vendo a nocao de composicdo no contexto das funcoes continuas nos reais. Mais concreta-
mente, mostramos que é possivel definir (em TCA?) a composta de duas fungoes continuas

como sendo ainda uma fung¢ao continua.

Sejam @1 e ¥y fungdes continuas parciais de R em R. Tomemos (x,n) (P o ®2)(y, k) sse
z,y € DAn ke Ny AJz € DIn’ € Ny \ {0} (z,n)P2(a’,n') A (2,0 — 1)Pq1(y, k).

Sendo 8(z,n,y, k) := x,y € DAnk € Ny AJx' € DIn' € Ny \ {0}(z,n)P(2',n/) A
(z',n' —1)®1(y, k), 0 é uma férmula HEé’b, ou seja, pode tomar a forma JFwé' (w, x,n,y, k),
com 6 uma férmula Z(l]’b. Assim sendo, o conjunto {{(w,z,n,y, k) : ¢ (w,x,n,y,k)} existe

em TCA? e é oficialmente a fungdo composta ®1 o ®g.

Vejamos que ;1 o &9 é uma fungédo continua parcial de R em R.

e Se (z,n)(®1 0 Do) (y, k) e (z,n)(P1 0 Dy)(y, k') entdo existem 2/ € D e n’ € Ny \ {0}
tais que (z,n)®y(z/,n') A (2/,n' —1)®1(y, k) e existem 2”7 € D e n” € Ny \ {0} tais que
(x,n)Da(z”, n") A (2", 0" — 1)P1 (v, k).

~ , _m! !
Sendo ®5 uma fungao continua, temos |z’ — 2| < 27" 427",

Se |2/ — 2| < 27" + 27" entdo existem z € D e m € N tais que (z,m) < («/,n') A

(z,m) < (2”,n"). Supondo, sem perda de generalidade, que 2’ < z”, basta que

. o o 1_o-n'" 11 o9—n'
pensemos no intervalo [z” —27"", 2/ +27"] e tomemos z como sendo =2 +2

1io9—n!_ 1 o—n'"
e m como sendo um elemento de N; tal que 27 < 42 5 27

Como se tem (2/,n') < (2/,n' = 1) A (2", n") < (2", n” — 1), vem que (z,m)®1(y, k) A
(z,m)®1(y, k'), e portanto |y — /| < 27F 4+ 27+

Se |2/ — ") =27 + 27" como (z/,n') < (a/,n/ — 1) e (z"",n") < (¢, n"” — 1) temos
(z,n)®o(z',n/ — 1) e (x,n)Pa(z",n” — 1), com |2’ — 2| < 2='=1 4 2=("=1) 600

pode aplicar-se o caso anterior.

e Se (z,n)(P; 0 Po)(y, k) e (2/,n') < (z,n) entdo existem z” € D e n” € Ny \ {0} tais
que (z,n)®o (", n") A (2", n" —1)®1(y, k). Como por hipdtese (z',n’) < (z,n), temos
que (z',n/ )Py (2", n"), logo (z',n')(P1 0 P2)(y, k).
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e Se (z,n)(®y 0 P2)(y, k) e (y,k) < (v, k') entdo existem 2/ € D e n’ € Ny \ {0} tais
que (z,n)®o(z',n') A (2',n — 1)®1(y, k). Como (y,k) < (v, k") temos que (z',n’ —
1)®1(y', k'), logo (z,n)(P1 0 P2) (v, k).

Provou-se assim que ®; o ®5 é uma func¢ado continua.

Proposicao 4.2 Sejam ®1 e ®o funcdes continuas parciais de R em R. Se a € dom®, e
Dy (a) € dom®q, entdo a € dom(P1 o Pg) e (P 0 Py)(a) = D1 (P2(w)).

Demonstragao

Para provarmos que a € dom(®; o ®3), fixemos k € Ny e vejamos que In € NiJy €
D(a(n +1),n)(P1 o P2)(y, k).

Seja f € R tal que ®2(a) = 3. Como [ € dom®Py, existem n’ € Ny e y € D tais
que (B(n' +1),n)®1(y, k). Como a € dom®Py, existem n € Ny e ¢ € D tais que (a(n +
1),n)®2(y',n’ + 3). Vejamos que se tem (a(n + 1),n)(®1 o 2)(y, k).

Por definigao de ®; o 9 temos que provar que existem w € D e m € Ny \ {0} tais que
(a(n+1),n)P2(w,m) A (w,m — 1)y (y, k).

Facamos w := 3’ e m := n’ + 3. Obviamente temos (a(n + 1),n)®2(w, m). Resta-nos
provar que (3, 1/ +2)®:1 (3, k). Ora [3(n/+1) —¢/|+ sz < |8(W+1) Bl +]F—/| + by <
2n/1+1 + 2n/1+3 + Qn/l+2 < 2n/1+1 + 2n/1+1 = 2% Logo (y',n' +2) < (B(n' + 1),n') e como
(B(n' +1),n")®1(y, k) temos que (y',n' 4+ 2)®1(y, k).

Vejamos que (P o P9)(a) = $1(P2(a)), ou seja, sendo A, 3,y ntmeros reais tais que
A= (D1 0P9) (), B = P2(a) e v = P1(f) vejamos que se tem A = .

Pelo visto acima, dado k € Ny, existem n,n’ € Ny e y € D tais que (a(n + 1),n)(®1 o
Do) (y, k) A (B(n' +1),n) @1 (y, k).

Como A = (P10P9)(a) e (a(n+1),n)(P1oPs)(y, k) e la—a(n+1)| < 2n+1 < 2n temos
que [A—y| < 5

Como ®1(8) = 7 ¢ (B0’ + 1),w)®1(y, k) e |8 — B(n' + 1)] < k7 < 5L, temos que
Iy =yl < 3.

Ora | A—=7l = A—y+y—7 <IA—yl+ly =7 < 3 + 3¢ < =1~ Logo [x—~| <0,

pois k pode ser escolhido tao grande quanto se queira, e portanto A = ~.

O

Corolario 4.1 Sendo ® uma fungao continua total no intervalo [aq, 2], a funcao |.| o @,
notada abreviadamente por |®|, é uma fungao continua total no intervalo [y, as] e |P|(a) =
[@(a)], Va € [an, az].

Em relacao a continuidade de fungoes nos reais, necessitamos ainda de uma noc¢ao mais

forte, a de maddulo de continuidade uniforme.

Definigao 4.2 Sendo ® uma fun¢ao continua total (respectivamente continua total em
[, ag], com a1,a9 € R), um médulo de continuidade uniforme para ® (respectivamente

de continuidade uniforme para ® em [aq, as]) € uma fun¢do h de Ny para Ny estritamente

95



Capitulo 4. Integracao

crescente tal que para todo n € Ny e para todo o, 8 € R (respectivamente «, 3 € [a, ag)),
se la — Bl < 27 entio |B(a) — B(B)] < 27"

Note que na anterior definigdo nao existe qualquer ambiguidade, uma vez que |®(a) —
®(B)] < 27" é independente do representante escolhido para ®(«) e ®(3), pois, como ja

observamos, —, < e |.| s@o congruentes com a igualdade de reais.

Proposicao 4.3  a) As fungoes continuas totais Id, |.|, Cy e Cy - Id, com v € R, sdo

funcdes com mddulo de continuidade uniforme.

b) Se @1 e Oy sao fungoes continuas totais (respectivamente fungoes continuas totais
em [, az]) com mddulo de continuidade uniforme (respectivamente médulo de con-
tinuidade uniforme em [ay, as]) entao ®1 + P9 tem mddulo de continuidade uniforme

(respectivamente mddulo de continuidade uniforme em [a1, az).

c) Se ®y € uma fungao continua total (respectivamente continua total em [aq, as]) com
mddulo de continuidade uniforme (respectivamente mddulo de continuidade uniforme
em [a1,a2]) e @1 € uma fungao continua total (respectivamente continua total em
[B1, B2]) com médulo de continuidade uniforme (respectivamente mddulo de continui-
dade uniforme em [B1,B2] e tal que Vo € [aq, as] Po(a) € [B1,02]), entdo @1 o P
tem mddulo de continuidade uniforme (respectivamente mddulo de continuidade uni-
forme em [a1, ag]). Em particular, se ® é uma fungao continua total (respectivamente
continua total em [aq, ) com mddulo de continuidade uniforme (respectivamente
mddulo de continuidade uniforme em [aq, as]) entdo |®| tem mddulo de continuidade

uniforme (respectivamente modulo de continuidade uniforme em [aq, ) ).

Demonstragao

a) Trivialmente a fungdo h : Ny — Nj definida por h(n) = n Vn € Ny é um mddulo de
continuidade uniforme para Id. Tal funcao é também um mdédulo de continuidade uniforme
para a funcao |.| pois, dados n € Nj e o, 3 € R, se |a — | < 27" entdo ||.|(a) — |.|(B)| =
lla| = 16]] < |a— ] <27™. A fungao h é ainda um mddulo de continuidade uniforme para
C, (com 7 € R), uma vez que, se |a — | < 27" entao |Cy(a) — C(5)| =0 < 27™.

Sendo v € R analisemos a funcao C, - Id.

Tomemos m € Ny tal que |y| < 2™. A funcao h : N; — Ny definida por h(n) =n+m
¢ um moédulo de continuidade uniforme para C., - Id pois, dados n € Ny e a,3 € R, se
la = B < 270 — 3=n=m entiio |(C, - Id) (@) — (Cy - IA)(B)| = by-a— 7+ Bl = (e — B)| =
|- loe— Bl < 2m27m7m =27

b) Sejam @1 e Py fungdes continuas totais com médulos de continuidade uniforme hy e
ho respectivamente.

Seja h' : N; — Nj a fungao definida por h'(n) = hi(n) 4+ ha(n). Pode provar-se que h’/
é um médulo de continuidade uniforme para ®; e ®9. Para verificarmos o caso de ®1 (o
outro caso é analogo), tomemos n € Ny, o, 3 € R e suponhamos que |a — 3| < 277", Por
definicao de h, 27" < 2=M () Logo |a— 3] < 27", Como hy é médulo de continuidade
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uniforme para @1, sabemos que |®1(a) — ®1(8)] < 27™. E portanto h’ é um mdédulo de
continuidade uniforme para @.

Seja h a fungdo de Ny para Ny definida por h(n) = h/(n + 1) e provemos que tal funcao
é um modulo de continuidade uniforme para ®; + ®,.

Sejamn € Ny e o, 3 € R tais que |o—f3| < 27" = 2= (+1)  Mas entao, |(®1+P2)(a)—
(1 + D2)(B)] = [D1(a) — B1(8) + Do) — Po(A)] < |®1(a) — By(B)] + |Da(a) — Bo()] <
2—(nt+1) 4 9=(n+l) — 9= tendo-se o pretendido. No caso de nos restringirmos a um certo
intervalo a1, ag] a prova é, mutatis mutandis, a anterior.

¢) Sejam ®; e Py fungbes continuas totais com mdédulos de continuidade uniforme h;
e ho respectivamente. Uma vez mais, no caso dos dominios serem subintervalos de R a
demonstracao é idéntica. A funcao h : Ny — Nj definida por h(n) = ha(hi(n)) é uma
funcao estritamente crescente, que provamos ser moédulo de continuidade uniforme para
®q o Oy

Tomemos «a, 3 € R e n € Ny tais que |a — (] < 2~
continuidade uniforme para ®; e |a— 3] < 272 ) temos que |By(a) — Po(3)] < 27,

h(n) . Uma vez que hy é um médulo de

Da anterior desigualdade e do facto de h; ser médulo de continuidade uniforme para @1,
resulta que |[@1(Pa(a)) — @1(P2(B))] < 27", ou seja, [P1 0 Po(a) — 1 0 Po(B)| < 277,
tendo-se o pretendido.

O

4.2 A necessidade de contagem para a integracao

Nesta seccao fazemos uma breve pausa na formalizacao de conceitos de analise em sistemas

fracos de segunda ordem (com vista a formalizacao do integral de Riemann), para tentarmos

motivar o porqué da necessidade de uma teoria com contagem para introduzir integragao.
J& em [10] Fernandes e Ferreira se tinham apercebido das limitagoes de BTFA a esse

nivel:

‘ Presumably, BTFA is sufficient for the development of some transcendental function theory,
but insufficient for developing Riemannian integration for (general) continuous functions

with a modulus of uniform continuity’.

Também Harvey Friedman e Ker-I Ko, no contexto da andlise computdvel (com restrigoes
de complexidade), sugerem a necessidade de se estender BTFA, ao relacionarem a integragao
a Riemann com a classe das fungdes computaveis em espago polimonial (veja [30] e [29]).

Ainda que na Secgao 4 deste capitulo se prove que, para o desenvolvimento do integral de
Riemann nao seja necessario irmos tao longe quanto PSPACE, sendo suficiente uma teoria
relacionada com FCH, a necessidade de contagem torna-se evidente se provarmos (como
faremos em seguida) que a teoria BTFA enriquecida com a possibilidade de integra¢do sobre

as funcoes continuas com médulo de continuidade uniforme implica contagem.

97



Capitulo 4. Integracao

A primeira vista pode parecer intuitivo que havendo integracao existe contagem, nome-
adamente se pensarmos que dado um conjunto (exemplo X := {0, 2, 3}) existe uma fungao

continua com médulo de continuidade uniforme (®x conforme figura abaixo) cujo integral

definia o que podiamos chamar de fun¢do contagem, i.e. f(n):= SLH O x(t) dt.
Y
2
0 1 2 3 4 5 r

Repare contudo que, assegurar que tal funcao tem imagem em Ny e verifica o pretendido,
requer inducao que poderia nao estar disponivel no sistema em que trabalhamos. Para
melhor motivarmos esta questdao e nos convencermos que BTFA + integracdo — contagem
nao é algo completamente trivial, debrucemo-nos sobre a problemaética da fun¢do contagem
f (que podemos supor definida apenas nos elementos de Ny que nao excedem um certo
numero natural diddico a) ter imagem em Nj.

E evidente que Vn € NQ([::+1 ®x(t) dt € Ng), sendo inclusive 0 ou 1, e Vn € Ny
(Jy @x(t)dt € Ny — [;H_l Ox(t)dt € Ny). Porém, para dai inferirmos que Vn € Ny
( On+1 ®x(t) dt € Ng), precisamos de facto de inducdo, e inducao em n sobre a férmula
dr<n+1l(zeNaAzx=p 0”“ ® x (t) dt) nao esté disponivel em BTFA.

Mais, pensando em definir a fungéo de contagem f como
f={(n,z) :nreNgAn<aAnz< n+1/\f0n+1<I>X(t) dt =g x},

sendo o conjunto definido por uma férmula VHI{, nao podemos garantir a sua existéncia em

BTFA. E ainda que escrevendo f na forma
f= {(n,:n):n,meNg/\nga/\mgn—i—l/\a}—%QR fOnH(I)X(t) dt <Rm+%},

i.e. por intermédio de uma férmula EIEI{, para a compreensao de BTFA garantir a existéncia
do conjunto f torna-se necessario provar, em BTFA, que ambos os conjuntos coincidem,

conduzindo novamente & questao: [’ Loy (t) dt € No?

Apesar da existéncia de contagem em BTFA 4+ integra¢do nao ser completamente tri-
vial (como tentdmos evidenciar), provamos em seguida que, na teoria BTFA acrescida de

integracao existe inducao suficiente para estabelecer a contagem.
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Este estudo é também apresentado num artigo conjunto com Fernando Ferreira, intitu-

lado ‘ Counting as integration in feasible analysis’ [19], recentemente aceite para publicacao.

O primeiro passo, com vista a estabelecer que BTFA + integracao — contagem, consiste

em explicitar o que entendemos por existir integracdo e existir contagem.

Por existir integragdo entendemos que para toda a func¢ao continua total em [0, 5], @,
com médulo de continuidade uniforme nesse intervalo, existe uma funcao continua total
em [0, 3], Gp, denotada por Gg(a) = foa ®(t) dt e que designamos por func¢do integral de
®, verificando as seguintes propriedades que passarao a ser conhecidas por propriedades da

integragdo:
o Go(0)=0 [f; ®(t)dt=0]
o Go()=v-a [[fydt=rq]
Grale) =% [fgtdt=5]
o Goyra(e) =7 Grala)  [[g vt dt =~ [3't dt]

o Gora(a) = Gal0) + Gulo)  [f(®+W)(1) dt = [ @(t) db + [ W(t)

° (V(S S [041,042](1)((5) = \I/((S)) — Gq>(a2) — ch(al) = Gq;(ag) — Gq;(Oq)
o (Vo € a1, as]®(d) < U())) — Go(az) — Ga(ar) < Gy(az) — Gy(ar),

comy € R, o, v1, g € [0, B] e ¥ fungao continua total em [0, 3] com mddulo de continuidade

uniforme nesse intervalo.

Observe que, embora de forma laboriosa, é possivel expressar a existéncia de integragao

através de uma férmula na linguagem Ls.
Notagao 4.1 [ ®(t) dt := [ ®(t) dt — [ (t) dt.

Usando a notacao acima, das propriedades da integracao deduzem-se imediatamente as

seguintes propriedades:
o V0 € g, al, [22B(t) dt = [ ®(t) dt+ [ D(t) dt
° O(j‘ffydt:'y~(a2—a1)
o [Mtdt=0% -
o [y-tdt=ry- [T2tdt
o [+ U)(t)dt = [72D(t)dt + [ W(t) dt
o (V0 € [ar, ap]®(d) = W(d)) — [J7 P(t) dt = [T W(t) dt
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o (Vo€ [ar,a2)®(d) < V() — [[20(t)dt < [2W(t) dt.

Por seu turno, existir contagem significa que é valido o axioma da contagem conside-

rando, segundo a observacgao 4.1, que tal contagem se faz em Ns.

O estudo (introdutdrio) que se segue, tem em vista provar que, de facto, em BTFA ¢
possivel associar a cada conjunto de elementos de Ny uma fung¢ao continua com médulo de
continuidade uniforme segundo o grafico da figura anterior.

Seja X um conjunto de elementos de Ny. Consideremos ®x definida do seguinte modo:

(x,n)Px(y,k)sex,y e DAnk e Ny A[0<zATImeNym<zAz—m<1A(mE
XAz <m+5 = y—(doz—4m)| < & —5)A(m € XAm+3 <z — |y—(—dz+4(m+1))| <

gz AMEX =y <55 — =) V(@ <OAJYl < 3¢ — 5=2)]-

Proposicao 4.4 &x € uma funcdo continua parcial de R em R.

Demonstragao
Note que a assercao 0 < x Adm € Nojm <z Ax —m < 1A...]é equivalente & assercao
0<zAVm e Ny[(m <xAx—m < 1) — ..], logo pode formar-se o conjunto ®x dos

cédigos dos quintuplos (e, z,n,y, k) verificando a condigao anterior.
e Vejamos que se (z,n)®x(y, k) e (x,n)®x (v, k') entdo |y —y/| <27F 4 27F,
Suponhamos que 0 < z. Seja m o elemento de Ny tal que m <z Ax —m < 1. Note que

tal m é unico.

Suponhamos que m € X Az < m + % Por hipétese, |y — 4x + 4m| < 2% — 2n1_2 e
|y’—4x+4m|<#—2n%2.

Logo ly — /| < |y — 4z +4m| + [4dx — 4m — ¢/| = |y — 4z +4dm| + |y — 4z + 4m| <
1 1 1 1 1 1
27k_2n72+W_2n72 SQT_‘_W

Casome X Am + % < x, a resolugao ¢é idéntica.
Suponhamos agora que m ¢ X. Por hipétese |y| < 2% - 2n1_2 e Y| < Q—}C, — 2n1_2. Logo
1 1 1 1 1 1
ly —y'| <yl +¥] <o a2 tow — gz <amto
Caso = < 0 a resolucao ¢ idéntica.

e Vejamos que se (z,n)Px(y, k) e (2/,n) < (z,n) entdo («/,n")®x(y, k).
Estudamos apenas o caso em que 0 < z, 0 < 2’ e 2/ < x. Os outros casos apresentam
problemas idénticos.

SejameNgtalquem<zAz—m<lem eNgtalquem <a' Az’ —m' <1.

Trés situagoes podem ocorrer:
a) m e X ANx' <m'+ 1
by me X Am/+ 5 <z

c) m' ¢ X.
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Como 7' < x temos que m’ =m oum =m’ + 1.
Suponhamos que m = m/.
Nasituagéoa),oumEXAx§m+%,oumeX/\m—l—l<:U

No primeiro caso |y — (4o — 4m)| < 2 = Logo ly — 42’ + 4m| < |y — 4x + 4m| +

|4z — 4m —4a’ +4m| < 2%—2,%2—1—4@—1:’] < Q—k— o —1—4(—”—2%) = 2%— ST Note que
a ultima desigualdade resulta de, por hipétese, (2/,n') < (z,n), ou seja |z — /| + 2n < 27.

No segundo caso temos |y + 4z — 4(m + 1)| < 2% - 2,%2 Entao |y — 42’ + 4m| <
ly + 4z —4m — 4|+ | — 4z +4m + 4 — 42’ + 4m| < %—271%2+4|m+1—x+m—:c’|.
Provando que [m+1—x+m—2a'| < |z —2'| vem que |y — 42’ +4m| < 2%—2,%2—1—4\:6—1:’] <

Para a situacao a) ficar completa, resta provar que |m+1—x+m —2'| <x —2'.

Seja ' —m = a, m—i—%—x’ =b,z—(m+3) = cem+1—z = d. Sabemos que 0 < a,b, ¢, d,
a+b+ct+d=1a+b=3%ec+d=2 Temosentioque|m+1—z+m—2a'[=|d—a|e
x — 12’ = b+ ¢ e queremos provar que |d — a| < b+ c¢. Suponhamos com vista a absurdo que
b+c < d—a. Entdao a+b+c < d, o que é absurdo visto d < % < a+b—+c. Suponhamos com
vista a absurdo que d —a < —b—c. Tal é equivalente a b+c < a—d, ousejab+c+d < a,
o que é absurdo visto a < % <b+4+c+d.

Na situagao b), como 2’ < x, temos que m € X Am + % < x e portanto |y — (—4x +
4(m+1))| < 35 — 5o=z. Logo |y — (42’ +4(m +1))| < |y + 4z —4(m+1)|+ | — 4z +4(m +
) +42 —4Am+1)| < 55 — oz + 4z — 2| < 55 — 57

T oom
Na situagao c¢), como m ¢ X temos |y| < 2%6 — 1

2"
7 <

1 1

% g2

Suponhamos agora que m’ =m — 1.

Na situagao a), como m’EX/\a:’gm’—F%, oumgéXoumGX/\xgm—k%,pois se

m+ 3 < z entdo 1 < |z — 2’| 0 que ndo acontece.

No primeiro caso, como m ¢ X entao |y| < Qik . Mas entao ]y — (42’ —4m’)| <

— 5k
ly| + [42" — 4m/| < 2%—2?1,2+4\:U’—m’| < 2%—2%,2—1-4@— | < 2—k— o L. A peniiltima
desigualdade resulta do facto de |2/ —m/| < 1 e § < |z —2/|.

No segundo caso, comomeX/\a:<m—i— i temos ly — (4dx — 4m)| < 2%— L, Logo
ly — (42’ — 4m/)| < \y—4x+4m[+]4x—4m—4x +4Am/| < 55 — gim + Az —1—a/| =
w— gtz — (@ +1)| < gk — gz 4l —2| < 55—

note que |z — (2/ +1)| < § e 3 < |z — /.

Zn,l_Q . Na pentltima desigualdade,

Nas situagoes b) e c¢), os trés casos podem ocorrer: m € X Az < m + % ou m €
X Am+ % <z oum ¢ X. Em todos eles se usam raciocinios idénticos aos anteriores.
e Vejamos agora que se (z,n)Px(y,k) A (y, k) < (v, k') entdo (z,n)®x (v, k).
1 1

Se x < 0, por hipétese sabemos que |y| < 55 — sa=z. Ainda por hipétese também

sabemos que |y —y| + 2k <

Qk"
Logo [¢/| <1y =yl + |yl < 57 — 3¢ + 55 — 3oz = 57 — 3a==

Se 0 <z, seja m € Ny tal que m <z Ax—m < 1. Trés situacées podem acontecer:

a) me XNz <m+3

by me X Am+ 3 <z
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c) m¢X.

Se ocorrer a), por hipdtese |y — (4o — 4m)| < 2% - 271%2 Logo |y — (4o — 4m)| <
Y =yl +ly — 4z +4m| < g — 55 T or — iz = g —

Se ocorrer b) a resolucao é andloga a anterior e o caso c¢) resulta de um raciocinio idéntico

ao ja apresentado aquando do caso x < 0.

Portanto ®x é uma fungao continua parcial de R em R.
O

Proposicao 4.5 A funcao ®x atrds definida € uma funcdo continua total, isto €,
Va € R(a € dom®Py).

Demonstracao

Seja a € R. Queremos provar que a € dom®y, i.e. Yk € NyIn € NiJy € D(a(n +
1), m)®x (1, k).

Suponhamos, sem perda de generalidade, que a é um ntmero real diddico e que se
a = +x - X entdo o caminho X nao é um caminho infinito de 1’s.

Se o < 0, basta tomar n:=k+3 e y:=0.

Consideremos que 0 < a.

Seja m o maior ntimero natural diddico tal que m < a. Trés situagoes podem ocorrer:

a) meXANa<m+1
b) me X Am+ 3 <a

c) m¢X.

e Suponhamos que se verifica a).

Fixemos k € Ny. Tomemos n:=k+3 € Nj e y :=4a(n+ 1) — 4m € D e vejamos que
(a(k+4),k+3)Px(da(k +4) —4m, k).

Tem-se que m < a(k + 4) (note que @ é um niimero real diddico nas condigoes atrés e
m < a) e também «(k +4) —m < 1 (note que a(0) =mem < a(j) < a,Vj € Ny).

Sabemos que m € X e  <m + %, logo al(k +4) <m + 1.

Resta provar que [4a(k +4) —4m — 4a(k +4) +4m| < 2% — ﬁv o que se verifica visto

a expressao a esquerda da desigualdade ser igual a zero.

e Suponhamos que se verifica b).

Fixemos k € N;j. Vejamos que tomando n:=k+3 ey := —4da(n+1)+4(m+1) se tem
(a(k+4),k+3)Px(—4a(k+4) +4(m + 1), k).

Sabemos que m < a(k + 4), uma vez que m < « e « é um numero real diddico nas
condigoes anteriores, e também sabemos que a(k+4)—m < 1 poism < a(k+4) < a < m+1.

Por outro lado estamos na situacao em que m € X e m+ % < a. Duas situagoes podem
ocorrer: a(k+4) <m+1oum+ 3§ <alk+4).
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Na primeira situagdo temos a(k +4) = m + 1.

| —da(k+4)+4—4a(k+4)+8m|=|—8a(k+4)+8m+4|=|—-8m—4+8m+4| =
2k 2k+1'

Na segunda situagao | — 4a(k +4) +4(m + 1) — (—4a(k +4) +4(m + 1))| = 0 logo é

também estritamente menor que 2% — 2,6%

e Suponhamos que se verifica c).
Fixemos k € Nj. Tomando n:=k+3 e y := 0 temos que (a(k+4),k+3)Px(0, k) uma
vez que m < a(k+4), a(k+4) —m <1, m¢ X e |0] < 35 — 557
O

Proposigao 4.6 Seja ®x a funcdo atrds definida e o um numero real.

a) Se a <0 entio ®x(a) = 0.

b) Se 0 < a, seja m o maior nimero natural diddico tal que m < . Entao

Ox(a) =4a—4m semGX/\aSm+%
Px(a) =—da+4(m+1) semeXAm+i<ae
Ox(a)=0sem¢ X.

Demonstragao

a) Sejam x,y € D e n, k € Ny tais que (z,n)Px(y, k) A |la — z| < 2% Queremos provar
que [0 —y| < 5.

Se < 0 entao \y|<%—2n%2<2%.

Se0<zentao 0 <z <le—-1<a<0. Seja m € Ny nas condigoes da definicao de
(x,n)®x(y, k). Tal m tem de ser igual a zero.

Se 0 ¢ X entao |y| < 2% — 5z < 2%

Se 0 € XA0 <z < 1ientdo|y—4dz| < 2%—2,1%2 Logo |y| < |y — 4z| + |4z| <
ly — 4x| + |4z — 4o <2ik—2n%2+%:2%. Note que |z| < |z — af.

Se 0 € X A1 <2 < 1entdo |y— (—4z + 4(m + 1)) < 2%—%%2 Logo |y| <
ly+4x—4(m+1)|+ 4|z — (m+1)| < 2%—27%24—4@—04 < 2% Note que |z — (m+1)| < %

elr—al> 3.

b) Sejam 0 < v e m o maior nimero natural diddico tal que m < a.

e Suponhamos que m € X Aa <m + % Provemos que ®x(a) = 4o — 4m.
Sejam x,y € D e n, k € Ny tais que (z,n)Px(y, k) A ja — x| < 2% Queremos provar que
4o — 4m — y| < 2%

Sex < 0, entdo @ < 1 e m = 0, mas entdo o —m| = |a —z| — |[r —m| < 5 e
de (z,n)®x(y, k) temos que |y| < 2% — 3i=3. Logo [da — 4m — y| < |y| + 4o — 4m| <
1 4 _ 1

1 1 1 _
3 — gz TAla—m[ < g — G o = g
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Se 0 < z, seja m’ € Ny o elemento cuja existéncia é assegurada pela definicao de
(z,n)®x(y, k). Trés situagoes podem ocorrer: m' =m —1, m’ =moum’ =m + 1.

1° Caso (m' =m —1)

Sem—1€ XAz <m—1+3 entdo |y — (dz — 4(m — 1))| < 2%—2”1_2. Logo
ly—da+4m| < |y—dz+4(m—1)|+[dz—4(m—1) —da+4m| < & — ziz +4lz+1—al <
2% — 2n1,2 +4lx —al < 2% — 2n1,2 + 2n1,2 = 2% Note que a pentltima desigualdade resulta
delz+1—al<iedelz—al>1.

Sem—1€ XAm—1+3 <z entio |y—(—4z+4m)| < 2%—%%2 Logo |y —4a+4m| <
ly+4z—4m|+|—4z+4m—4a+4m| < 2%—%%24—4\—1:—1—277%—04\ < 2%—27%2—1—4]—36—04] < 2%

Sem—1 ¢ X entao |y| < 2%—%%2 Logo |y — 4a+4m| < |y| + | — da + 4m]| <
1 1

1 1 1 1 1 _ 1
ok — 9n-2 +4|m*05|§27*2n—2 +4|$*a‘<ﬁ*2n—2 +427—§-

2° Caso (m' =m)

Sabemos que m € X. Entao ouxSm—l—%oum—i—% <.

Se x < m+ 3 entdo |y — (4z — 4m)| < 2%—%%2 Logo |y —4a+4m| < |y — 4z +4m| +
|[4x — 4o g\y74x+4m\+4|azfoz|<2%—2%2+2%:2%.

Sem+1 < x entdo [y+4x—4(m+1)| < 2%—271%2 Logo |y —4a+4m| < |y+4x —4(m+
D|+|—4z+4(m+1)—4da+4m| < 2%—2%2+4]—:U+m—a+m+1\ < 2%—2%2—1—4\33—04] < 2%

3° Caso (m' =m+1)

Nao pode acontecer m+1+% <zpois|r—al<1l,logopoum+1e XAz < m+1+%
oum+1¢X.

Na primeira situacio temos |y — (4o — 4(m + 1)| < &

2k
ly —dx +4(m+1)| + [4x — 4 — 4q| <2i,€—2n%2+4|33—04—1| g%,c—%%—i—éﬂm—od <2i,€.

Note que [zt —a—1|< ez —al > 1.

— 5. Logo |y — da + 4m| <

Na segunda situagao temos |y| < 5z — gz=z. Logo |y — 4a + 4m| < |y| + [4m — 4a| <
1

5 — gz T 4m —a| < 35 — 5z + 4|z — | < 55. Note que jm —af < Je |z —al > 3.

e Suponhamos que m € X Am + % < a. Provemos que ®x(a) = —4a+4(m + 1).

Fixemos x,y € D e n, k € Nj tais que (z,n)®x(y,k) A |a — z| < 2% Queremos provar
que | —4da+4(m+1) —y| < 2%

Se z < O entdo |a—z| > 1 e ja—(m+1)| < |a—z| < 5. Mas entdo |—4da+4(m+1)—y| <
lyl +4la — (m+ 1)| < 3¢ — 5557 + 57 = 3

Se 0 < z consideremos m’ o numero natural diddico que existe pela definicao de
(x,n)®x(y, k). Igualmente trés situagdes podem ocorrer: m’ = m — 1, m’ = m ou
m' =m+ 1.

1° Caso (m' =m —1)

Sem—1€ XAm—1+3 < z entdo |y—(—4z+4m)| < 2%—2”%2 Logo |[y+4a—4(m+1)| <
ly+4z—4dm|+| -4z +4a—4| < 55 —gmm +4 —2+a—1] < 55 — iz + 4la —z| = 5.
Note que | —z+a—1]<%ela—z| > 1.

Sem—1¢ X entao |y| < 2%—%%2 Logo |y +4a—4(m+1)| < |y|+ |[da—4(m+1)| <

2%—2711_2 +4|la — (m+1)] g%k—%%—l—éﬂa—ﬂ §2i,€. Novamente |a — (m+1)] < 1 e
lo— 2| > 1.
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4.2. A necessidade de contagem para a integracao

2° Caso (m' =m)

Se x < m+ 3% entdo |y— (dz—4m)| < 2%—2"%2 Logo ly+4a—4(m—+1)| < |y—4x+4m|+
|4x—4m+40z—4(m+1)|<2%—27%2—{—4|x—m+a—(m+1)]§2%—%%2—{—4@—04<2i,€.

Se m + 3 < x entdo |y — (—dz + 4(m + 1)| < 2%—271%2 Logo |y +4a —4(m +1)| <
ly+4z —4(m+ 1)+ | — 4z + 40| < 35 — o=z + 4|z — af < 55.

3° Caso (m' =m+1)

Sem+1€ XAz < m+1+ 3 entdo |y — (4o —4(m + 1)| < 2%—%%2 Logo
ly+da—4(m+1)| < |y —4z+4(m+1)| + |4z —4(m +1) +da —4(m+1)| < 35 — 3=z +
dlg—(m+1D)+a—(m+1)|< % — 7 +4z—al < %

Sem+1€eXAm+1+3 < zentdo |y — (—da + 4(m + 2)| < 2%—%%2 Logo
ly+4da—4(m+1)| < |y+4z—4(m+2)|+| -4z +4+40| < g — gz +4| —z+ (1+a)| <
2%—2,%2+4|x—a\§2%. Note que | —z+ (1+a)|<ielz—a| > 3.

Se m+1¢ X entao ]y\<2ik—2n%2. Logo |y +4a—4(m+1)| < |y| +4|la— (m+1)| <

—W%Q+4|x—oz|<2ik.

¥

e Suponhamos que m ¢ X e provemos que ®x(a) = 0.

Fixemos x,y € D e n, k € Ny tais que (z,n)Px(y, k) A |a — x| < Qin Queremos provar
que |y| < 2%

Se x < 0 entao \y|<2ik—2n%2<2ik.

Se 0 < x seja m' o niimero natural diddico cuja existéncia é assegurada pela defini¢ao
de (z,n)®x(y,k). Novamente trés situagoes podem ocorrer: m’ = m — 1, m’ = m ou
m' =m+ 1.

1° Caso (m' =m —1)

Sem—1€ XAz <m-—1+ 3 entdo |y — (4o — 4(m — 1)| < 2%—2”%2 Logo
ly| < ly—4x+4(m—1)|+|dz—4(m—1)| < 2%—271%2+4]:1:—(m—1)| < 2%—2,1%2+4|m—a| < 2%
Note que |z — (m — 1)| < & ao passo que |z — af > 3.

Sem—1€XAm—1+1<aentio|y— (—4z+4m)| < 2%—%%2 Logo |y| <
|y7(f4x+4m)|+|f4x+4m|<2%—2n1_2+4|x7m| <2i,c. Note que |z —m| < |z — «al.

Sem—lgéXentéo|y]<2ik—2n%2<2%.

2° Caso (m' =m)

Mas entao m’ ¢ X, logo |y| < 2% - Qn%z < 2%

3° Caso (m'=m+1)

Sem+1€ XAz <m+1+3 entdo |y — (4o —4(m + 1)) < 2%— si=z.  Logo
lyl < ly—4x+4(m+1)|+]|dz—4(m+1)| < 2%—271%2+4]x—(m+1)] < 2%—2,%2—1-4@—04] < 2%

Sem+1€eXAm+1+3 <xentdo|y— (—4z +4(m+2))| < 2%— 2,},2. Logo |y| <
ly+4x—4(m+2)|+|—4x+4(m+2)| < %—27%2—}—4|:E—(m+2)\ < %—27}_2 +djz—al < 2%
Note que |z — (m+2)| < e |z —a| > 3.

Se m+1 ¢ X entao |y| <2ik—2n1,2 <

L
2k

Proposigao 4.7 A funcdo ®x, atrds definida, tem modulo de continuidade uniforme.
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Demonstracgao

Consideremos a funcao h de N; para N; definida por hA(n) = n 4+ 2 e provemos que h é
médulo de continuidade uniforme para ®x.

Dados n € Ny e o, f € R tais que | — ] < ﬁ, queremos verificar que |®x (o) —
Dx ()] < 5.

Se « e (3 sdo menores que zero, a asser¢ao é trivial pois |Px(a) — Px(B)] = 0. Se
apenas um é negativo (sem perda de generalidade o < 0), fixamos m € Ny tal que m < e
B <m+1. Como |a— ] < QH%, temos m = 0, logo apenas duas situagoes podem ocorrer:
0€ XAB<41oul¢ X. Naprimeira situagio [®x (o) — @x(8)| = [48| = 4|8 < 4|a—3| <
4. ﬁ = 5. Na segunda situacio |®x(a) — ®x(3)| = 0, tendo-se o pretendido.

Suponhamos entao que 0 < ae 0 < 3.

Sejam m o maior nimero natural diddico tal que m < o e m’ 0 maior niimero natural

diddico tal que m’ < 3.

eSem e X Aa<m+ 3 entio x(a) =4a —4m.

Duas situacoes podem ocorrer: m’ =m — 1 ou m’ = m.

Sem =m —1entao m —1 +% < f3, logo caso m' € X temos ®x(5) = —45 + 4m e
|Px () —Px(0)] = |da—4dm+40 —4dm| =4|la—m+ [ —m| < 4dja— | < ﬁ = 5 Caso
m' ¢ X temos ®x () =0e |Px(a) — Px(B)| = |[4a — 4m| < 4|a — [] < ﬁ = 5.

Se m' = m entdo caso B < m + 3 temos Px(8) = 48 — 4m e |Px(a) — Px(B)| =
[da—4dm —A4[B+4m| = 4|la—fF| < 2;% = 50; caso m—+3 < 3 temos ®x(B8) = —48+4(m+1)
e|®x(a) —®x(B)| = [4da—dm+43 —4(m+1)| =4a—m+ B~ (m+1)| < 4la— | < .

eSem € X Am+ 3 < a entdo ®(a) = —4ar+4(m +1). Duas situagdes podem ocorrer:
m' ' =moum’ =m+1.

Se m’ = m entado, caso § < m+% temos ®x(B) = 468 —4m e |Px(a) — Px(08)] =
| —da+4(m+1)—4B+4m| =4m+1—a+m—B] < 4ja— | < 5+; caso m+ 1 < (3 temos

Oy (0) = —40+4(m+1) e |Px () —Px (5)| = |-4a+4(m+1)+45—4(m+1)| = 4|la—pF] < 2%

Se m’ = m+1 sabemos que 3 < m—|—1—i—%. Casom+1 € X temos ®x(5) = 48—4(m+1),
logo |Px(a) —Px ()| =|—4a+4(m+1)—48+4(m+1)| =4 —a+m+1-0F+m+1| <
4la—p| < 3x. Casom+1 ¢ X entdo @x(B) = 0, logo [P x(a)—Px(B)| = |—4da+4(m~+1)| =

dm+1—al <dla—F| < 5.

eSem ¢ X entdo Px(a) =0. Outemos m<a<m+3oum+ 3 <a<m+l.

Na primeira situacao ou m—1+% < B <moum < 3 <m+1. Suponhamos m—l—i—% <
B <m. Casom — 1€ X temos ®x(8) = —45 + 4m, logo |Px () — Px(B)| = [48 — 4m| <
48 —al < 3=. Casom —1 ¢ X temos ®x () =0, logo [Px(a) — Px(B)| =0 < 5.

Sem <3< m+1entdo ®x(B8) =0, logo [Px(a) — Px(B)| =0 < 5.

Nasegundasituagéooum§ﬁ<m+1oum—i-lgﬁgm—kl—i-%. Sem<fB<m+1
entdo ¢ x () = 0 tendo-se o pretendido. Analisemos agora o caso m+1 < 3 < m—&—l—i—%. Se
m+1 € X entdo ®x(5) = 46—4(m+1), logo |Px(a)—Px(B)| = [48—4(m+1)| = 4|6—(m+
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1) <4la—B| < 5. Sem+1¢ X entdo ®x(3) = 0 e portanto [®x(a) —@x(8)] =0 < 5.
O
A seguinte proposicao destaca duas propriedades dos integrais das funcoes associadas a

conjuntos.

Proposicao 4.8 Em BTFA enriquecida com integracao, consideremos X um subconjunto
de No, a € No, ®x a fungao continua associada a X (sequndo a defini¢ao atrds) considerada

como fungao total em [0,a + 1] e Go, a funcdo integral de ®x. Temos:

0 seb¢ X

Dado b€ Ny tal que b < a, entio [P dx(t) dt =
a) Dado 2 tal que b < a, entdo [, x(t) | sebe X

b) Dados b€ Ny tal queb<a ea €R tal queb < a < b+ 1, entao f(g“@x(t) dt < 1.

Demonstragao )
a) [ ex(t)dt = [T oyt dt+fb+1 (t) dt.

b+1

Se b ¢ X, a anterior soma fica fb+20+f 10=0.

Se b € X entao a anterior soma fica fb 2 4p—ab dt+fb+1 —4t+4(b+1) dt = 4fb+2 t dt+

SRy de - Afr e 1A+ 1) ae= 4P 7)—45%—4(@—@)+
4b+1)5 =4(b+ 3)? R —a =1,

b) [, bl g D x (1) fba D (t) dt + fbﬂ O x(t) dt. Como Vt, 0 < Px(t), temos que 0 <
[ ®x(t) dt. Por a) sabemos que [, b O x (t) dt < 1. Logo concluimos que f;’“ Dx(t) dt <
1.

Se b ¢ X entao os trés integrais sao iguais a zero, logo temos o pretendido.

Suponhamos que b € X. Basta provar que fba D x(t) dt > 0, pois se tal for o caso, pela
primeira parte da demonstracao fica provado que fOIZH D x (t) dt é estritamente menor que
1.

Seja b < v < « tal que 7y < b+ [JOx(t)dt > [JOx(t)dt = [ 4t —4bdt =
4fbtdt+fb —4bdt—4(———) 4b( —b)=2(y —b) > 0.

O
Afim de provarmos que BTFA + integracdo verifica o axioma da contagem, debrucemo-

nos sobre a inducdo lenta de tal sistema.
E um resultado bem conhecido que o seguinte axioma de inducao lenta para conjuntos
VX(0e X AVaeNy(ae X wa+1€ X)—VaeNy(ac€ X))

é valido em BTFA (veja [15]). Contudo como veremos, na presenga de integragio, BTFA
admite um tipo mais forte de inducao lenta, nomeadamente, inducdo lenta para férmulas
¥l ie.
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Proposigao 4.9 BTFA + integragio - ¢(0) A Va € No(p(a) — ¢(a+ 1)) — Va € Na(p(a)),

com @ uma formula ¥4, possivelmente com parametros de segunda ordem.

A demonstracao do resultado anterior é conseguida recorrendo ao seguinte principio de

MINIMLZacao:
() Va e NgVX(a € X - I eNy(be X AVee Na(e < b— c ¢ X))).

Do estudo efectuado em [13] (pdgina 90), sabemos que (em BTFA) o principio da mini-
mizagao (x) e o esquema de indugao lenta para férmulas Ell’ sao equivalentes.
Assim sendo, a proposicao 4.9 fica imediatamente estabelecida se provarmos o seguinte

resultado:
Proposigao 4.10 Sobre BTFA, integracao implica o principio de minimiza¢ao ().

Demonstragao
Raciocinemos em BTFA. Suponhamos que temos integracao.
Sejam a € Ny e X tais que a € X.

Tomemos
Y:={beNy:b<anbe X}

Consideremos ®y a funcao continua associada ao conjunto Y, de acordo com o estudo
introdutério anteriormente efectuado. Como ®y é uma fungao continua total em [0, a + 1]
com moédulo de continuidade uniforme nesse intervalo e por hipdtese temos integracdo, existe
a funcao integral de @y, i.e. uma fungao continua total em [0,a + 1], G, , denotada por
Go, (o) = foa ®y (t) dt, verificando as propriedades da integragao.

Temos, em particular, que:
Go,(0)=0e
Goy(a+1) =[S dy(t) dt = [ By (t) dt + [*7 By () dt > 1.

Na tltima desigualdade note que faaH ®y (t) dt = 1 porque a é um elemento em Y (veja
proposicao 4.8).

Pelo teorema do valor médio de Bolzano (uma adaptagao do resultado provado em [10]),
existe um ndmero real « tal que a €]0,a + 1] A Go,, (o) = 1.

Seja m o numero natural diddico tal que m < a < m + 1.

Vamos provar que

($) existe exactamente um nimero natural diddico menor ou igual que m em Y.
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A demonstragao é feita em dois passos. Primeiro mostramos que existe quando muito
um numero natural diddico nessas condicoes e depois mostramos que existe pelo menos um.

Para mostrar que existe no maximo um elemento em Ny nessas condigoes, suponhamos
com vista a obter uma contradi¢do, que existem dois nuimeros naturais diddicos b; e by
(diferentes) ambos em Y tais que by, by < m.

Sem perda de generalidade, podemos considerar que b; < bo.

Ou by <m ou by =

No primeiro caso, como by + 1 € Ny, temos by + 1 < a, logo Go, (b2 + 1) < Go, (b2 +
1)+ [ @y(t) dt = Goy (a) = 1.

No segundo caso by < o < by + 1, logo Go, (b2 + 1) = Go, (o) + fsﬁl Dy (t) dt =
1+ [P oy (1) dt < 2.

Vemos assim que em ambos os casos G, (b2 + 1) < 2.

Mas Go, (b2 +1) = Go, (b1 + 1) + fbbirll )dt > 2 (note que by € Y e by € Y).
Obtemos assim uma contradigao.

Para demonstrar que existe pelo menos um nimero natural diddico menor ou igual que
m em Y, suponhamos, afim de obter uma contradicao que Ve € Ny(c <m — ¢ ¢ Y).

mi\fas entio [i"* @y (t)dt = T = 0 e [MTay(t)dt = [P Oy(t)dt +
[ @y (t) dt > 1, contradigao.
Por ($), é facil verificar que 3b € Na(b € X AVe € Na(c < b — c ¢ X)).

Estamos agora em condigoes de demonstrar o resultado chave desta secgao.
Proposigao 4.11 BTFA F integragao — contagem.

Demonstragao

A demonstracao segue a seguinte estratégia.

Sobre BTFA, suponhamos que existe integracdo e fixemos F um subconjunto finito de
Ns. Seja t um nimero natural diddico tal que Vz(z € F — x < t) e seja n um ntmero tally
tal que t +2 < 2771,

Consideremos ®r a funcdo continua associada a F' (de acordo com o estudo intro-

dutério).

Tomemos G, a fun(;éo integral de ®p, i.e. a fungao continua total em [0, t+1], denotada
por Go, ( fo O (t) dt, verificando as propriedades da integracao. Tal funcao existe por
hlpotese.

Sabemos que
a+1
Va <t3q € D [y )dt_Q|<2n+1

Como | f0a+1 Op(t)dt—q| < 271% é uma férmula 324, é equivalente a Jwé(w, a, q), com
0 uma férmula 8.

Considerando a assercao acima na forma
Va < t3q3w(q € DA 6(w, a,q))
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e aplicando o esquema de colec¢do limitada, temos que
dsVa < t3q =< sFw <X s(qg € DA O(w,a,q)).

Fixemos s como anteriormente. Entao
(%) Va < tdqg < s(g € DA Jw = s0(w, a,q))

e em particular para esse g
Gex) | [ @p(t) dt — q] < gt

Seja ¢(a, j) a seguinte formula %4:

aGNg/\jGNQ/\aSt/\quSﬂsz(qEDAG(w,a,q)/\M—j[<“;nl).

Observemos o seguinte facto:

Facto 4.1 BTFA + integracao demonstra:
a) Ya <t3j <a+ l¢(a,j) (existéncia)
b) w(a,j) Nela,j') — j =j' (unicidade).

Provando o facto anterior temos que, o(a, j) é equivalente & férmula 1T} a < ¢t A V' <
a+1(p(a,j") — j =j'). Logo, BTFA tem compreenséo suficiente para garantir a existéncia

do conjunto:

C:={{a,]) : ¢(a, )},

onde (a, j) denota o c6digo para o par de nimeros naturais diddicos (a, j).

O seguinte facto:
Facto 4.2 O conjunto C, acima definido, verifica Count(C, F').

assegura o resultado pretendido.

Resta provar os dois resultados anteriores, apresentados como factos.

Demonstragao do Facto 4.1.

a) A existéncia é demonstrada por inducdo lenta em a < t (possivel pela proposicao
4.9).

Se a = 0 duas situagdes podem ocorrer: a ¢ F oua € F.

No primeiro caso, tomemos j := 0. Sabemos por (*) e (**) que existem ¢ < sew < s
tais que ¢ € D A O(w,a,q) e \fol Op(t)dt —q| < 2,1% Pela proposigao 4.8, como a ¢ F,
fol ®p(t) dt = 0. Logo, |q — j| = || < gt < 5= € temos ¢(a, j).

O segundo caso admite uma andalise semelhante, tomando j := 1 e notando que
J @p(t)dt =1.
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Para provarmos o passo de indugao, fixemos a < t e suponhamos, por hipdtese de
indugao, que existe j < a + 1 tal que p(a, 7).
Duas situagoes podem ocorrer: a+1 € Foua+1¢ F.

No primeiro caso, tomemos j’ := j 4+ 1. Novamente, por (%) e (xx) existem ¢ < s e

w' < s tais que ¢ € DAO(wW,a+1,q¢) ]fa+2 )dt — 4’| < Qnﬂ Para provarmos que
p(a+1,j+ 1) apenas precisamos mostrar que |q¢' — (] +1)| < a+2.
+2 g Ly
Note que [3° @p(t) dt = [7 ®p(t) dt + 1, logo
a+
-G < - [ en@a ) [ en0d-d+lo-d
0
1 1 a+1
< on+1 + on+1 + on
_a+2
= S

O caso a +1 ¢ F ¢é analisado exactamente da mesma forma. Note apenas que
JiP2@p(t) dt = [{T dp(t) dt e tome j' = j.
b) Sejam a, j e j/ nimeros naturais diddicos verificando ¢(a, j) e ¢(a, ;).

Entao, existe ¢ tal que
L
|fa+ dt—q\<2n+1e\q J’<a+1

e existe ¢’ tal que

Lo
|fa+ dt_Q|<2n+1e|q_]’<a+1‘
Logo,
(l
i1 < |j—q\+rq—/ dtm/ B dt— ) +1d — 7'
0
a+1 1 1 a+1
< amn +2n+1 2n+1 on
a+2 a+1
T o on
< 1.

‘”‘2 _%porquea+2§t—|—2§2"*1.

Comoy e j' pertencem a Ny e |j —J < 1 temos que j = 7.
UFacto 4.1
Demonstracao do Facto 4.2.
A demonstragao é imediata a partir da definicdo do conjunto C' e do estudo efectuado
na alinea a) acima.

DFacto 4.2
O
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4.3 Alicerces com vista a integracao

Esta seccdo, onde sdo introduzidas e desenvolvidas mais nocoes e propriedades em TCA?
tendo em vista a formalizagao do integral de Riemann, pode ser encarada como um apéndice
da seccao seguinte, onde tal formalizacao é apresentada.

Embora nem sempre mencionado explicitamente, o estudo que se segue decorre em TCA?
e, por func¢ao continuamos a referir-nos ao conjunto de palavras bindrias que codificam os

pares ordenados que caracterizam dada funcao.

Observagao 4.5 e Sendo f uma fun¢io de X paraY, com X, Y C W (por exemplo
f:N; =D, f:NyxNy — Ny, ...), a formula 0(z) := 0'(z, f())*, com 6 uma férmula
Z(l)’b, € equivalente a uma formula E(l)’b. Note que 0(x) se pode exprimir nas sequintes
formas equivalentes: Jy(f(x) =yA0 (x,y)) ouVy(f(z) =y — 0'(x,y)), podendo, por
compreensdo recursiva (vdlida em TCA?) formar-se o conjunto Z := {x : 0(x)}, sendo

0(z) equivalente a x € Z.

e Seja O(x,y) uma férmula EIZ%’b. Se em TCA? for possivel provarmos que Yx3yf(x,y)
e tal y for unico, entdo O(x,y) € equivalente a uma formula E(l]’b, pois podemos formar
o conjunto {{z,y) : 0(z,y)}. Para tal, basta observarmos que, em TCA2, se tem com-

preensdo recursiva e O(x,y) < Vy' (0(x,y") — y=1v'). Obviamente tal resultado
——

-

férmula 3510 férmula v}
permanece vdlido quando nos restringimos a © € N1 ou x € Na.

No que se segue, denotamos por X um qualquer subconjunto de W. Convencionamos

que, sendo X o conjunto vazio, X X Y coincide com Y.

Lema 4.2 Sendo f uma fun¢do de X x Ny para Na, existe g uma funcdo de X x Ny para
Ny tal que Vo € XVn € NoVi <y, n(f(z,i) < g(z,n)).’

Demonstragao

Seja f uma funcao de X x Ny para Ny e sejam z € X e n € Ny. Obviamente tem-se
que Vi <y, n3sf(z,i) < s, bastando tomar s como sendo f(x,i). Por colec¢ao limitada
Ir'Vi <y, nds X 7' f(x,i) < s. Logo IrVi <y, nf(z,i) < r, bastando tomar r = 1 x 7/, e
portanto Vo € XVn € No3r € NoVi <y, nf(z,i) <.

Seja ¢ a férmula Zé’b definida por ¢(x,n,r) := Vi <y, nf(z,i) <n, 7.

Consideremos o conjunto g := {{({(z,n),r) : x € X An € Ng Ar € Na A ¢p(z,n,7) A
Vr' < r=¢(z,n,r’")}. Como Vo € XVn € Nodr € Nag(x,n,r), por minimiza¢ao temos que
Ve € XVn € Nodr(¢(xz,n,r) AVr < r=¢(z,n,r")). Logo g é uma funcao de X x Ny para
Ny e tem-se que Vz € XVn € NoVi <y, nf(z,i) < g(z,n).

O

4A observacio permanece vélida se considerarmos outras funcdes em ¢’ além de f, tomando-se apenas

uma para facilitar a notagao.
®Note que os elementos de X podem tratar-se de cédigos de sequéncias, pelo que f pode ser considerada

uma fun¢do com varias varidveis.
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Teorema 4.1 Dada f: X x Ny — Ny uma fungdo, eriste Xy uma fungdo de X x No para
Ny tal que Vo € XVn € No[¥f(x,0) = f(z,0) AXf(x,n+1) = Ef(x,n) + f(z,n+1)].

Demonstragao

Informalmente notemos que, para todo o x em X, se tem

f@,0)+ f@, 1)+ -+ f(z,n) = #{v: v <n, f(2,0)} +-- +3{v:v <y, fz,n)} =
#{(v,3) 11 <y, n AV <n, f(z,1)} = F#{u: F,v 2ulu= (v,9) Ni <y, n ANv <y, f(x,0))},
onde # é o nimero de elementos do conjunto em Nj.

Dados z € X e n € Ny seja Z o conjunto {u : Ji,v < u(u = (v,i) ANi <y, n Av <p,
f(z,i))}. Pelo lema 4.2, sabemos que existe uma fungao ¢ tal que u € Z — u =< (g(x,n),n).
Sendo t := (g(z,n),n), pelo axioma da contagem em Ny (veja observagao 4.1), existe C' <

(tt11)(tt11) tal que (3, j) € C sse existem j elementos de Ny menores ou iguais que i em Z.
t

Seja Xy = {{(z,n),s) :x € X An € Ng AIZ = (g9(x,n),n)3IC = (tt11)(tt11)(Vu =
(g(x,n),n)(u € Z < Fi,v <X uwu = (Vi) Ni < nAv < f(z,i))) A Count(C,Z) A
({(g(x,n),n),s) € C)}. Como para todo z € X,n € Ny existe um e um s6 s nas condigoes
atrds, temos, pela observacao 4.5, que o conjunto ¥y existe de facto em TCA? e facilmente
se prova (veja férmula Count no axioma da contagem) que define uma funcdo que verifica
Yr(x,0) = f(x,0) e Xf(z,n+ 1) = X¢(x,n) + f(z,n+1),Vz € X,Vn € Ny.

O

Estendemos, nas proposicoes seguintes, a nogao de soma ao longo de No a elementos de
]D)ar (nimeros racionais diddicos nao negativos) e posteriormente a elementos de D, provando

algumas propriedades da mesma.

Proposicao 4.12 Dada f uma funcao de X XNy para ID)(}L, existe Xy uma fungao de X xNa
para DY tal que S¢(z,0) = f(2,0) e Sf(z,n+1) = X¢(z,n)+ f(x,n+1), para todo x € X,
para todo n € No.

Demonstragao

Seja f: X x Ny — Dg uma funcao. Consideremos uma funcao g : X x No — Ny tal que
Ve € XVn € NoVi <y, n(f(x,i) <n, g(z,n)). A existéncia de tal funcao resulta do lema
4.2, tendo em conta que os coédigos dos racionais diddicos podem ser considerados elementos
de Ns.

Seja f' : X x Ny x Ny — Ny a funcdo definida por f'(z,1,n) = f(z,n) p 2"X9@D se
n <w, [, ou f'(z,l,n) = 0, caso contrdrio. Note que N; C Ny, logo I € Ny pode ser visto
como um elemento de Ny. Observe ainda que f’ pode ser considerada uma fungio com
conjunto de chegada Ny (em sentido mais restrito, sem apelar a cédigos), uma vez que,
sendo as imagens elementos da forma m - ¢, podem ser encaradas como nimeros naturais
conforme a observagao 4.2.

Pela proposigao 4.1, existe Xy : X x N1 x N — Ny verificando: Vo € XVk € N1Vn € Ny
(Xp (2, k,0) = f'(z,k,0) NS p(z, k,n+ 1) = Zp(x, k,n) + f(z, k,n+1))].

Seja X : X x Ny — D a funcio definida por ¥ (z,n) = 27 X9@IXM S 4 (11 x n, n).
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Provemos que X¢(z,0) = f(x,0) e X¢(x,n + 1) = Ef(x,n) + f(x,n + 1).
Ef($,0) — 271><g(a:,0)2f/(x70,0) — 271><g(x,0)f/(x70’0) — 271><g(z,0)f(x’0) . 9lxg(z,0) —
f(,0).

Quanto a segunda igualdade, comecemos por demonstrar, por inducao em n € Ng, que

(x) Vo € XVk e NiVn € No(n < k —
_ 2—1><g(ac,k)2f/ (iE, k, n) — 9~ Ixg(z,k+n, I)Ef/(l‘, k +N 1, n))

Note que a férmula alvo do esquema de indugao é equivalente a uma férmula E(l)’b (veja
observagao 4.5), pelo que, segundo a observagao 4.1, é licito aplicar tal esquema.

Fixemos x € X e k € N;. Paran =0, temos que 2*1X9(x’k)2f/(:v,k,0) = 9~ 1xg(@k)
f’(ﬂc, k, 0) — 9—1xg(zk) f(m, 0)21><g(a:,k) —_ f(w, 0) — 2_1X9(”T’k+1)f(x, 0)21><g(ac,k+1)
27 D9@h D) (g |4+ 1,0) = 27 D9@RD Y (2, k + 1,0).

No passo de inducao queremos estabelecer que, sendo n 4+, 1 < k, entao
27 D9@R) S (2, kym + 1) = 27 D9@REDS (2 K + 1,0 + 1).

Ora, 27V9@RY e (z kn + 1) = 2729@ (84 (x,k,n) + f'(z,k,n + 1))
27 I@R) S (2, K, ) +271}9@R) f (g n41)21}9@R) = o= 1X9@R)S ¢ (2 ke )+ f (2, n+1) =
27 9@k DS (1, k+1,n) + f(z,n+1) = 279@ED(S (2, k+1,n) + f/(z, k+1,n+1)) =
2~ X9@R DY (2, k + 1, 4 1).

Estabelecamos a igualdade pretendida.

Yp(w,n+1) = 279@EXEFDS (21 x (n 4 1),n + 1) = 27D>9@IXOH) (54 (2,1 x
(n+1),n)+ f'(z,1 x (n+1),n+ 1)) = 27X9@XOFDIT (21 x (n+1),n) + f(z,n+1).
Logo, se n € Ny, entao X¢(z,n +1) = 271Xg(m’”+N11)Ef/(:n,n +n, 1,n) + f(z,n +n, 1) @
27 9@MN o (z,m,m) + flz,n + 1) = Zp(x,n) + f(z,n+1). Sen ¢ Ni, a igualdade é

imediata, uma vez que, 1 X (n+1) =1 x n.

=~

O

Proposicao 4.13 Dada f uma fungdo de X x N para D, existe ¥y uma funcdao de X x Ny
para D tal que Ly(x,0) = f(x,0) e Xy(x,n+1) = X¢(z,n) + f(xr,n+ 1), para todo x € X,
para todo n € No.

Demonstragao
Tomemos f : X x Ny — . Consideremos as funcoes f1 e fo de X x Ng para Da“ definidas

por

f(z,m) se0< f(z,n)

0 c.c.

—f(z,n) se f(z,n) <0

0 c.C.

fl(x,n):{ e fa(w,n) = {

Aplicando a proposicao 4.12, existem funcoes Xy e Xy, de X x Ny para ID)(J)r verifi-
cando Xy (z,0) = fi(z,0), Xy (z,n + 1) = I (z,n) + filz,n + 1) e p(2,0) = fa(z,0),
Yp(x,n+1) =3 (x,n) + fa(xr,n + 1) respectivamente.
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Consideremos ¥ : X x Ny — D a funcao definida por ¥¢(x,n) := 3y, (z,n) — Xy, (z,n)
e verifiquemos que tal funcao se encontra nas condigoes pretendidas.

i(@,0) = £p(2,0) - Sp(@.0) = fi(2,0) = fol@,0) = f(@,0) e Sy(en +1) =
Yp,n+1) = Epn(x,n +1) = g (z,n) + filz,n +1) = (g (z,n) + folz,n + 1)) =
Yr(x,n) + filr,n+1) = fo(z,n+1) = Ep(x,n) + f(x,n + 1).

O

Nota 4.1 Dada f uma fun¢ao de X xNy paraD, x € X en € Ny, notamos por ;" f(x,1)
o nimero racional diddico ¥¢(x,n).

Por uma questao de simplificagao notacional, as propriedades das somas ao longo de No
que se estabelecem nas proposicoes seguintes, sao apresentadas em funcoes de apenas uma

variavel (f : Ny — D), sendo obviamente validas quando o dominio possui mais coordenadas.

Observagao 4.6 Sendo f e g funcdes de No para D e A € D, podemos de forma natural
considerar as fungoes f+g, Af e |f| definidas respectivamente por (f+g)(n) = f(n)+g(n),
Af)(n) = Af(n) e |fl(n) = |f(n)], Yn € Na, notadas, como habitualmente, por conjuntos
de codigos de pares ordenados.

Proposicao 4.14 Sejam f e g funcdes de Ny para D, n € Ny e A € D
a) So(f +9)(0) = X F(0) + X g(i)
b) Yo (AF)(0) = A0 £(0)
c) Yoo A=X-(n+1)
d) |y £ < X 116)
e) Tpgi =4

f) Se para todo i < n se tem f(i) < g(i) entao Y ;o f(i) < D7 (7).

Demonstragao

Todas as alineas se provam facilmente por inducao em n € Na.

Notagao 4.2 Sendo f uma funcdo de No para D e n,m € Ny tais que n < m,
S F(0) = D00 () = X5y f(0):

Usando a notagao acima, e tendo em conta as propriedades das somas ao longo de No,

deduzimos imediatamente as seguintes assercoes:

o >, f(i) = f(n)
o Z?:Jrom (i) = Z?;ol () +Z?:+7:n f(@)
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. ZmH f@)=>"f(i)+ f(m+1), comn <m
o Yo i f) =27, f(i) = f(n), com n < m.

Proposicao 4.15 Seja f uma funcdo de No para D e n,k € No. Entdo

Yo f(k+1) = Z?:Jrkk (4).

Demonstragao

Por Y, f(k + i), denotamos X fop(k,n), com h : Ng x Ny — Ny a fungéo definida por
h(k,i) = k +i. Fixemos k € Ny e provemos o resultado por inducdo em n € Nj.

O caso n = 0 facilmente se comprova.

Suponhamos o resultado véalido para n e provemos que Z"H (k+1) = Z?:J“kprk f(@).

S (ki) = S0 fki)+ fkrna1) B SIEE f) 4 f(krnt 1) = S f() -
fn+k4+1)+f(n+k+1) =" r6).
0

Proposigao 4.16 Sendo n, k, m elementos nao nulos de No, tais que n = k-m, temos que

ST F) = 550 i flim + ).

Demonstragao

Por Zf;é St f(Gm + i), denotamos Xy (m, k — 1), com g : Ny x Ny — D a fungdo
definida por g(m, j) = Xfon(m, j,m —1), onde h : Np x Ny x Ny — Ny é tal que h(m, j,i) =
7-m 1.

Fixemos m um elemento nao nulo de Ny e provemos, por inducdo em k € Ny, que
Yk € No\{0}Vn < k-m(n =k-m — Y 0og f(i) = S50 S0t F(jm + ).

Se k = 1, supondo n = m, temos Z?;& St fGm i) = S0 ().

Sendo a propriedade valida para k > 1, vejamos que é valida para k + 1.

Suponhamos que n = (k + 1) m. Mas entao, n —m = k- m e, por hipotese de indugao,
temos que Y7t (i) = 350 St f(Gm + ).

O, S = SIS0 4 YL 00 = im0 XiZo' f(im i)+
Sian f0) = T fm 4 i) = T m i) + 2 f6) =
Tjeo Xty fUm i) = L™ £0) + Kl £0) = zj:o S fm + i) -

Zz km ()+Zz km () Z?:OZZ‘ZO (]m—f_ll)
(]

Prosseguimos com a introducao em TCA? de mais conceitos analiticos.

Definicao 4.3 (Um cddigo para) Uma sucessdao de nimeros reais € uma fungao f : Np X
N; — D tal que para todo n € Ny a funcdo f, : Ny — D definida por f,(k) = f(k,n) é um

nimero real. Notamos por (ou)nen, a sucessao f, com fn = ay,.
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Observagao 4.7 e Note que, existindo X um conjunto que codifica uma sucessao de

numeros reais, também existe o conjunto que codifica cada um desses Teais que a
constituem, i.e. numeros reais o, tais que an(m) = d sse ((m,n),d) € X. Basta
pensarmos que, em TCA2, existe o conjunto oy, = {(m,d) : m € Ny Ad € DA
((m,n),d) € X}.

e Dadas sucessoes de nimeros reais (an)nen; s (Bn)nen, € A € R, ezistem as sucessoes

(o + Bn)neny s (On - Br)nen; € (Aan)nen, . A titulo de exemplo, para a sucessao soma,
basta pensarmos em {((m,n),d) : m € NyAn € NyAd € DAd = (an)nen, (Mm+1,n)+

(Br)nen, (m +1,n)} e atendermos a observagao 4.5.

e Dado a € R, podemos pensar na sucessio X = {{({(m,n),d) :m € Ny An € NjAdE€

DA (m,d) € a}. Tal sucessao serd designada por sucessao constantemente igual a «.

Definicao 4.4 Uma sucessdo de nimeros reais (ou)nen, diz-se limitada se existir « € R

tal que ¥Yn € Ni|a,| < «a; diz-se crescente (respectivamente estritamente crescente) se

Vn € Ni(ay, < apt1) (respectivamente Vn € Ni(ay, < ant1)) e decrescente (respectivamente

estritamente decrescente) se Vn € Ny(an 41 < ap) (respectivamente Vn € Ni(ap+1 < ay)).

Definicao 4.5 Uma sucessao de nimeros reais (an)nen, converge para o nimero real o e

escrevemos o = lim oy, se Yk € Ny3n € N1Vi € Ny|o — o, 4] < 27F.

Uma sucessio (an)nen, diz-se convergente se ezistir o € R tal que lim oy, = a.

Apresentam-se de seguida algumas propriedades dos limites.

Proposicao 4.17 Em TCA? temos que

1.

2.

3.

Se existir limite de uma sucessao de numeros reais, esse limite € unico.
Sejam o € R e (ap)nen, @ sucessdo constantemente igual a . Entdo lim o, = av.

Sejam (an)nen, € (Bn)nen, Sucessoes de niumeros reais, « € R e m € Ny tal que

ay = By para todo n € Ny tal que m <n. Se lima,, = « entdo lim 3, = a.

. Sejam (an)nen; € (Bn)nen, Sucessoes de nimeros reais e o, 3 € R tais que lim o, =

elim 3, = 3. Entao (an+Bn)nen, € uma sucessao convergente e lim(ay,+5,) = a+0.
Toda a sucessdo convergente € limitada.

Sejam (an)nen, € (Bn)nen, sucessoes de nimeros reais tais que lim o, = 0 e (Bn)nen,
seja uma sucessio limitada. Entdo (o, - fBn)nen, € uma sucessido convergente e

lim(ay, - Br) = 0.

Sejam (n)nen, € (Bn)nen, sucessoes de nimeros reais e a, 3 € R tais que lima,, =

elim B3, = . Entdo (o, - Bn)nen, € uma sucessio convergente e lim(ay, - By) = a - (3.
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8. Sejam (un)nen, uma sucessao de numeros reais, a € R tal que lima,, = a e A € R.

Entao (Aan)nen, € uma sucessao convergente e lim(Aay,) = Aav.

9. Sejam (an)nenys (Bn)neny € (Yn)nen, Sucessoes de mimeros reais e o € R tais que,
Vn € Ni(an < v, < B) elima, = limf, = a. Entdio (Yn)nen, € uma sucessao

convergente e lim~y, = a.

Demonstragao

As alineas anteriores demonstram-se da forma usual, ndo sendo a sua demonstracio
dificultada pelo facto de nos encontrarmos num sistema de andlise fraca. Unica excepeao,
que requer algum cuidado acrescido e por isso se demonstra em seguida, é a alinea 5.

5. Sendo (o, )nen, uma sucessao convergente, existe a € R tal que lim o, = a. Logo,
tomando 1 € Ny, existe n € Ny tal que Vi € Ny|a— 44| <271, Pelo lema 4.1 k) e d), temos
que 27t < api—a<27 logo —|a| -2 <a—-2"t <o <a+ 27 < o] +271 e
|tnai| < ol + 271 E portanto Ym(n < m — |am| < |al +271). Por outro lado, sabemos
que Vi < n3d € D|a;| < d. Como |a;| < d é uma férmula EIE(I)’b, por colecgao limitada pode
ver-se que existe z tal que Vi < ndd < z(d € D A |o;| < d). Logo || < 1 X z,Vi < n.
Provdmos assim que Vk € Ny|ay| <o +271+1 x 2.

O

Observagao 4.8 E evidente que, dado o um niumero real e n € Ny o numero racional
diddico a(n) estd bem determinado, sendo a férmula a(n) =p d uma férmula SL°, visto
abreviar (n,d) € «.

Contudo, sendo ® uma funcao continua parcial de R em R e a € dom®, embora a
expressao ®(a) se encontre jd definida, a menos da igualdade de reais, a expressao ®(a)(n)

ndao o estd. Note que podemos ter ®(a) = 3 e ®(a) = v, obviamente com (3 =g 7y, mas com

B(n) #~v(n).

Surpreendentemente, para controlarmos a complexidade da férmula que define o integral
(apresentado adiante neste trabalho) é necessirio tornar precisa a expressao ®(a,n), que
intuitivamente pode ser vista como sendo A(n) para um certo A = ®(«a), sem contudo ser
necessario recorrer a ®(a). O que se segue visa justamente definir tal expressao e embora o
argumento tenha ja sido usado aquando da prova da existéncia e unicidade da imagem de
uma funcao real de varidavel real de um elemento do seu dominio, dada a importancia para
o que se segue, definimos ®(a,n) com todo o detalhe e demonstramos com todo o rigor as

propriedades associadas a tal definicao.

Seja ® uma funcado continua parcial de R em R e o um ndmero real no dominio de ®.

Consideremos a férmula

o(n,r) = JwIk[(w,a(k+1),k,r,n+1) € DAV W k) < (rw,k)
(W alk'+1),k,r",n+1) ¢ 9.
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Dado n € N; provemos que existe um e um sé r € D tal que p(n,r).

Como a € dom® temos que Im € NiIr € D(a(m + 1),m)®(r,n + 1). Tomemos
k:=m+2 Comom+1 < k temos que (a(k + 1),k) < (a(m + 1),m). Atendendo
a que (a(m +1),m)®(r,n + 1), por definicdo de funcdo continua nos reais, sabemos que
(a(k+1),k)®(r,n+1), i.e. Jw(w,a(k+1),k,r,n+1) € &. Se (r,w, k) assim encontrado nao
corresponder (em c6digo) ao menor triplo tal que (w, a(k +1),k,r,n+ 1) € ®, escolhe-se o
menor nestas condicées. Note que o esquema de minimizagao para férmulas A%’b—estendidas
é valido em TCAZ?,

A codificagao dos triplos é feita de forma a que se r # ' entdao (r',w', k') # (r,w, k),
logo a unicidade segue imediatamente.

Estamos agora em condigoes de definir o que entendemos por ®(a, n).

Definicao 4.6 Dada ® uma func¢ao continua parcial de R em R e o wm numero real no

dominio de ®, temos que ®(a,n) =1 = p(n,r).

Observagao 4.9 Pelo visto acima, temos que Vn € N13'r € D®(a,n) = r. ®(a,n) desig-

nard o unico numero racional diddico que verifica p(n, ®(a,n)).

Proposigao 4.18 Dados ® uma funcdo continua parcial de R em R, o € dom® e n € Ny,
temos que |®(a,n) — ®(a)| < 2%, qualquer que seja o representante escolhido para ®(«),

ie. VB € R(®(a) = B — |@(a,n) — B| < 55).

Demonstragao
Como ®(a,n) é o nimero racional diddico que verifica p(n, ®(a,n)) sabemos que existe
k tal que (a(k+1),k)®(P(a,n),n+1). Como | —a(k+1)| < 2,6% < 2%, por definigao de
®(a) = temos que |f — P(a,n)| <

inﬂ < 2% Logo, em particular, |®(a,n) — f] < 2%
O
Observagao 4.10 ®(a,n) = r pode ser (e sé-lo-d em diante) encarada como uma férmula

Z(l)’b. Para tal, basta termos em conta a observacgao 4.5.

Proposicao 4.19 Seja ® uma fungao continua parcial de R em R e o € dom®. A funcgao

A : Ny — D definida por \(n) = ®(a,n) € um nimero real.

Demonstragao
Note que, a existéncia de tal conjunto A, em TCA?, codificando uma funcéo, foi acaute-
lada pelas observagoes anteriores. Vejamos que A verifica a condigdo de ser niimero real.
Sejan < m. |[A(n)—A(m)| = |[P(a,n) — P(a,m)| = |P(a,n) — P(a) + P(a) — P(a,m)| <
|P(a,n) — P(a)|+ |P(a) — (a, m)|, qualquer que seja o representante escolhido para ®(«).
Pela demonstracao da proposicao 4.18, sabemos que |®(«, k) —P(a)| < 2,6%, Vk € N;. Logo
IA(n) — A(m)| < inﬂ + 2ml+1 < 2n1+1 + 2,11“ = 2%, provando-se que A é um nimero real.
O

A proposigdo seguinte evidencia a possibilidade de se considerar um representante

candnico para a imagem de um real por intermédio de uma funcao continua.
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Proposicao 4.20 Com ®,« e X\ nas condigoes da proposi¢ao 4.19, ®(a) = A.

Demonstragao

Como « € dom®, existe § € R tal que ®(«a) = 5. Provemos que # = A. Dado n € Ny,
pela observagao 4.9, ¢(n,®(a,n)), logo existe k tal que (a(k + 1),k)®(P(a,n),n + 1).
Também sabemos que |a—a(k+1)| < leﬂ < 2% Logo, por definigdo de ®(«) = 3, sabemos
que |8 — (o, n)| < kv Ora [(n) — A(n)| = |B(n) — B(a, n)] = [6(n) — f+F— B(a,n)]| <
18(n) — B8]+ |8 — ®(a,n)| < 3¢ + za5r < 521 Portanto 8= \.

O resultado obtém-se imediatamente tendo em conta que, se ®(a) = 5 e f = A, entao,
pela definicao de ®(«) = 3, tem-se () = .

O

4.4 Integral de Riemann

Ao estudo prévio sobre a formalizacdo de alguns conceitos de andlise em TCA?, que decor-
reu nas anteriores secgoes, segue-se nesta, a introducao da nocao de integral de Riemann,

inicialmente, e por questoes de maior simplicidade notacional, restringida ao intervalo [0, 1].

Definigao 4.7 Seja ® uma funcdo continua total no intervalo [0, 1], com mddulo de conti-
nuidade uniforme, h, nesse intervalo. Definimos o integral entre 0 e 1 de ®, que notamos
por fol ®(t) dt, do sequinte modo:

1
/ B(t) dt =g lim S,
0

oh(n) _q 1 .
onde, para todon € Ny, S, =) 7 W@(%,n).

Observagao 4.11 e Note que, atendendo ao estudo efectuado anteriormente a
propdsito da complezidade de expressoes da forma ®(a,n) = r (veja observagio 4.10),

f Ny x Ng — D, definida por f(n,i) = Qh—h)fb(wlﬁ,n) ¢ uma fungao em TCAZ.

e Observe também que, € possivel (em TCA2) considerarmos somas da forma

Zf(n)_lf n,i), sendo f uma funcdo de Ny X No para D. Com efeito, note que
ZZZ(O) v Y) ¢ p ’ q

Z?:()n -1 f(n,i) =X¢(n, 2Mm) 1), onde h(n) € Ny e portanto 2™ —1 ¢ um nimero

racional diddico que pode ser visto como um elemento de Ny (veja observagao 4.2).

Pela observagao anterior, a igualdade d =p .S,, é dada por uma férmula E(l)’b, logo existe
(em TCA?) o conjunto X = {(n,d) : n € Ny Ad = S,}. Faz, portanto, sentido falar-se na
sucessao (Sp)nen, atendendo a que (Sy)nen, = {{({m,n),d) : m,n € NjAd € DA(n,d) € X}.

Para o integral estar bem definido necessitamos assegurar a convergéncia da sucessao
(Sn)neNl-

Proposicao 4.21 A sucessao (Sy)nen, € uma sucessio de Cauchy, i.e.
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Vn € Nijdp € N1Wk € Nl(p <k— ‘Sp — Sk‘ < 2771).

Demonstragao
Sendo p < k temos que h(p) < h(k), logo, atendendo as propriedades das so-

oh(p)_1 3 21 i h(k)—h
mas em Ny, sabemos que > 7 gh(p)‘b(g;fwm) = >0 W@(%,p)Q (k)—h(p) —

oh(p) _q Qh(k) h(P) 1 2h(p) _q oh(k)—h(p) _1 ;
2o Qh%(b( ’P)Z L= X ijo 2h1(k)(b(72hz(p)7p) ¢, uma
h(k .
vez que 2h(K) — 2h() . ( =) pela proposicio 4.16, 22 ®-1 2h1(k)‘1>(%,k) =
2h(p) _1 2h(k)—h(p) _1 1 ioh(k)— h(p)_|_
dli=0 2aj=0 O h(k 3 ne)
. 2h(p) —1 2h(k) _1 j
Assim sendo, [S, — Skl = |Di, 2h<p)<1>(2h(p>,p) ZZ 0 th(k)@(Qhﬁk),kﬂ =
2h(P) _1 2h(k)—h(P)_1 1 ; i2h (k) —h(p) 4 ; oh(k)—h(P)_1
‘Z Ej 0 SR(K) [Q)(th(p) ,p) — @+ SR (k) k)] < E ZJ =0 Sh(k)

i2h ()= h(p)
@ (5557 0) — P(Z—r—L, k).

oh(k)—~h(p) : : :
Of? %|®(2h(p)?p) Q(W (kz’ (<> 2h1(k)(’¢)(2hl(p)7p) - (I)(%)‘ + |CI)(%) -
‘2h k)—h(p 2h(k h(p 2h k)—h(p

()| + (@ (B L) — @B, k)) ().

Dado a € R sabemos que |®(a) — ®(a,n)| < 27". Como, por hipétese, h é mddulo de

continuidade uniforme para ® em [0, 1], e Vi € {0,..., 2" —1}vj € {0,...,2kF) k() _1} se
tem que 2,11@ e iQh(k;;(};()p)ﬂ pertencem a [0 1] € ’2}1(1)) 2h(2h(i§p)“! = |2h(k)‘ = Qh(k;zc()p)_l =
th(p) — th(k) < th(p)7 resulta que |®( 2h(p)) — P( Qh(k;h(},:()p)ﬂ)\ < 2%,

Logo (x) < ﬁ(%p + 55 + 3¢) € portanto | S, — S| < Zfi(é’)*l Z?fg)_hm*l ﬁ(%p +

5+ %) = g (goor + )2 PO = G 4 < Fh 5 <
Provamos assim que, dado n € Ny, existe p = n+2 € Nj tal que Vk € Ny(p < k —
|Sp — Skl < 37)-
“. (Sn)nen, ¢ uma sucessao de Cauchy.
O

Observacao 4.12 Na demonstragdao anterior, além de provarmos que (Sy)nen, € uma su-
cessao de Cauchy, provamos que tem um modulo de convergéncia de Cauchy, i.e. existe

uma fungao p : Ny — Ny estritamente crescente (nomeadamente p(n) = n + 2), tal que
Vn € NiVk € Ni(p(n) < k — |Sp(n) — S| <27™).

Nao é verdade que toda a sucessao de Cauchy de niimeros reais seja convergente, alids
Simpson provou que tal assergao (em RCAg) é equivalente a ACAg. Temos contudo o seguinte

resultado:

Lema 4.3 Seja (0n)nen, uma sucessio de nimeros reais e p : Ny — Ny um mddulo de
convergéncia de Cauchy para (Bp)nen,. Entdo a fungio o : Ny — D definida por a(n) =

Bpn+3)(n + 3) € um mimero real e lim 3, = a.

Demonstragao
Consideremos (), )nen,,p € @ nas condigoes do enunciado.

Vejamos que « é um numero real.
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Tomemos n,m € Nj tais que n < m. Temos que |a(n) — a(m)| = [Bymyz)(n +3) —
Bpim+3) (M + 3)| < |Bpnrsy(n+3) = Bpm3)l + [Bpnt3) = Bpim+3)| + [Bpm+3) — Bpims) (m +
3)| S 2n1+3 + 2n1+3 + 2m1+3 S 2n1+3 + 2n1+3 + 2n1+3 S 2% NOte que7 para garantirmos q.ue

1Bp(n+3) — Bpim+3)| < 2-("+3)  usdmos o facto de p ser um médulo de convergéncia de

Cauchy para (), )nen, e verificar p(n + 3) < p(m + 3).

Vejamos que (Gn)nen, converge para «, i.e. dado k € Nj queremos provar que In €
N1Vi € Nijo — Bugs| < 27F.

Ora, para quaisquer m > k e n,i € Ny, temos que |a — fBp4i| < |a — a(m)| + |a(m) —
B (M) + 1Bni(m) = Butil < g + |Bpns3) (14 3) = Bagi(m)] + 3w < 7 + |Bp(mrs) (m+
3) = Bpm+3)| + 1Bpm+3) — Bnsil + [Bnti — Bni(m)| + gi=. Paran = p(k + 3), |a — Bupi| <
s+ 57275 + | Bp(m+3) — Bp(k+3)+il F 30 + 375 < gz +1Bp(me+3) = Bp(h+3) |+ Bpir3) — Bp(h-+3)+il-
Por (Bn)nen, ser sucessao com médulo de convergéncia de Cauchy, |a — Gh4q| < 27,%2 +

2= (k+3) 4 9= (k+3) — 2m172 + 2k1+2 < 2m1,2 + 2% Como m pode ser escolhido tao grande quanto
queiramos, |a — Bh4i| < 2%, o que prova o pretendido.
O
Pela observacao 4.12, como (Sy)nen, € uma sucessao com moédulo de convergéncia de
Cauchy, encontrando-se, portanto, nas condigoes do lema anterior, temos a garantia que é
convergente, fazendo sentido considerarmos o ntimero real lim S,,.
Para o integral de Riemann estar bem definido resta-nos verificar que nao depende
da funcao escolhida como médulo de continuidade uniforme. Demonstramos primeiro um

resultado auxiliar.

Lema 4.4 Sejam (on)nen, € (On)nen, Sucessoes convergentes de numeros reais. Se para

todo o n € Ny, |ay, — Bn| < 2,%2, entdo lim o, = lim 3,,.

Demonstragao
Suponhamos que lima, = « e limgB, = (. Dado k, existe m tao grande quanto
queiramos, tal que |a — am| < 27% e |8 — Bm| < 27%. Provemos que se Vn € N,
lay, — Bn] < 271%2, entdo a = . Tomemos n € N; e k,m nas condi¢Oes anteriores.
a(n) = ()] < [a(n) — & + & — G + am — B + B — B+ B — B()| < Ja(n) — af +
ot = o] + [m = Bl + 1Bm = Bl + 18— B(n)| < 3 + 55 + 3=z + 5% + 5. Como ke m
podem ser tao grandes quanto queiramos, |a(n) — B(n)| < Qn—l_l Logo o = 3.
O

Proposicao 4.22 Sejam ® uma fungao continua total no intervalo [0,1] e hy e hy mddulos

L . . O hi(n) ;
de continuidade uniforme para ® nesse intervalo. Entdo lim Z?:B ! ﬁ@(ﬁ,n) =

. oha(n) _1 1 i
lim 5 Sha (M) ®( oo () 3 n).

Demonstragao
Com uma estratégia inteiramente andloga a seguida aquando da de-

monstracdo da proposicao 4.21, pode provar-se que para todo o n € Ny,
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oh1(n) _1 . oha(n) _1 . .
|Z zhl(n)q)(th(n)an) - Zizo 72@1(”)‘1)(2;1;(”), n)| < 27}72- Assim sendo, pelo

oh1(n) _1 ; ghg(n) _ 1 )
lema 4.4, lim )7 2h11<n)¢(2h1lw’ n)=lm) ; )¢(2h;<n),n).

O

Nao dependendo da funcado escolhida como moédulo de continuidade uniforme, como
acabamos de confirmar, concluimos que o integral de Riemann atras apresentado se encontra

bem definido.

Observacgao 4.13 o Tomemos ® e (Sp)nen, Segundo a defini¢io 4.7. Pelo lema 4.3
e observacdo 4.12, além de sabermos que (Sp)nen, € convergente, sabemos também

que converge para o, o nimero real definido por a(n) = Sp43)(n + 3), i.e. a(n) =

Snts(n + 3), ou seja, visto Spys ser um numero racional diddico, a(n) = Spis,

vn € Nji. Logo, fo )dt = «. Na sequéncia do estudo jd efectuado, relem-

bremos que o numero real a, definido por a(n) = Snis, exviste em TCA?, pois
h(n+5 .

d = Z?:(0+ -1 2h<i+5><l>(2h(fl+5>,n + 5) exprime-se — wveja observagdo 4.11 — por

. P . 1
intermédio de uma formula Eo’b

e Sendo [ um ndmero real, a formula fol ®(t) dt = [ € equivalente a uma formula VEé’b

Note que € equivalente a formula o = 3, com « o mimero real atrds definido.

e De forma analoga fo )dt < (G e fo ) dt < [ sao equivalentes a uma formula
EIZ(l)b e VZO respectwamente.

Estabelecem-se em seguida algumas das usuais propriedades do integral.

Proposigao 4.23 Sejam ® e U fungoes continuas totais no intervalo [0,1] com mddulo de

continuidade uniforme nesse intervalo e v € R:

a) [y~ dt=
b) [itdt=1
c) fol(q) + ¥)( fo ) dt + fo dt
d) | Jy ®(t)dt| < [ @](t)
€) Se ®(t) = U(t) para todo t € [0,1] entdo fol B(t) dt = fol U(t) dt
f) Se ®(t) < V(t) para todo t € [0,1] entdo fo ) dt < fo dt

) [ y®(t) dt =~ [ B(t) dt

Demonstragao
a) Pela proposicao 4.3, podemos fixar h um mddulo de continuidade uniforme para C,
em [0, 1]. Ora, fol v dt = fo ) dt, que pela observagao 4.13 sabemos ser igual a «, com

’, . h(n+5) _
a o numero real definido por a(n) =Spi5 = Z?:o ! 2h(i+5) C’Y(Qh(n+5) ,n+5). Basta-nos

provar que o = .
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. oh(n+5) _1 .
Seja n € Ni. Temos |a(n) —y(n)| = [ X i, o5 Cr (g e+ 5) — y(n)] =
oh(n+5)_ . oh(n+5) _q
‘Z 2h(7];+5) C’Y(Qh(rlL+5)7n + 5) - Zz‘:o Qh(n%@(,y - v + )] <
h(n+5) _ ; .
W%S)Z?:O I\C’V(m,n +5) — v+ v = 9Mn) Como, para todo o 1,

gy +5) =+ =1 ()] £ Ca oty )~ C iy + 1y () < s+
temos que [a(n) — 7(1)] < gk 220 (5l + o) = gy + ok < & + & = pbr. Logo
a=r.

b) Seja h um médulo de continuidade uniforme para a funcao identidade em [0, 1]. Recor-

damos que h é uma funcao estritamente crescente. Consideremos fol tdt = fol Id(t) dt = a,
9h(n+5) _1

com o o nimero real definido por a(n) = ;" PCE=) Id(2h(2+5),n +5).

Dado n € Ny, la(n) — 3| = | 20" " g gz, n +5) — 3.

Sabemos que ]Id(m,n + 5) — Id<2h(n+5))‘ < 55, para todo 4, logo
Poriri 11d<2h<n+5>7n+5> S (k)| < Z?“o””” Id(grresy o n + 5) —
Id(2h(n+5))| < 2h(n+5) sas. Mas entdo, notando que 2h(n+5) Z2h(n+5) 1Id(2h<+‘+5))
zh(n+s) Z2h(n+5 2h(v€+5> = FeT® zh(n+5) ZQh U = meh(ﬂ+5)2h<nz5>_l =
o (X5 = §) = 5 — giebmer, temos que a(n) — 3 <
g Tin | Ttz ne5)~ (= gk (=gt )~ < gt et <

1 1 _ 1 1
2n+5 + SR(nT5) < SnF5 + on¥5 — gnt4 < 2n—1 . Logo a = 5

¢) Na demonstracao da proposigao 4.3, alinea b), verificAmos que podemos tomar h um
modulo de continuidade uniforme em [0, 1], simultdneamente para ® e ¥ e que a funcao
h' : Ny — Nj definida por h'(n) = h(n + 1) é um mdédulo de continuidade uniforme para
4 0.
2hn+5) 1

Sabemos que fol ®(t)dt = a, com aln) = Y., 2h(n+5)¢>(2h(i+5),n + 5);
1 oh(n+5) _1 ; 1
fo Y(t)dt = 3, com B(n) = Zi*O Qh(i+5)\lj(2h(:;+5)’n +5) e fo (@ + W)(t) dt =
h'(n+5) _ .
com y(n) = 7, o zh’(n+5> (® + V)(Zwpgsy n + 5). Queremos provar que ¥ = a + f3.

h(n+6) _ i
Ora |y(n) — (@ + B)(n)] = XL, ' sromw (@ + U)(grogersn +5) — (aln + 1) +

B+ 1) = [T k(@ + w)(ﬁm,n +5) = 220 sk @ gy +
6) = X2 ke Vg + 6 < gk S (@ + ) (griyan + 5) —
P (Zrpersn + 6) — ¥(gaggsy s + 6)[. Como para qualquer valor de 4, 0 médulo anterior é
menor ou igual que |(® + W) (grpeey, 7 +5) — (<1>+‘I’)(2h<++e>)l +1®(grerer) — ®(Groasy» 1+
6)| + ¥ (gicerey) — Ygioerarsn + 6)] < 55 + givs + gors = g < gior, temos que
y(n) = (a+ B)(n)] < 2" "0 5 = 51, Logo v = a + 6.

d) Seja h um modulo de continuidade uniforme para ® em [0,1]. Pela demonstracao

da proposigao 4.3 ¢), sabemos que h é também um mdédulo de continuidade uniforme para

|®| em [0, 1]. Logo, pretendemos provar que |a| < (3, com « e 3 os numeros reais definidos

por a(n) = Z?i(on+5)_1 Qh(;—s) (I)(Qh(i%) ,n+5)efB(n)= Z?i(()n+5)_1 2h(i+5) |(I)|(2h(:;+5)vn+ 5)
respectivamente.

Mas sabemos que, |al(n) = J|a(n)] = \ZQh(HS Qh(i+5>®(2h(i+5 n + 5)] <
S i 0 n £ 5) e |05 it 1+ 5)| < [@(greizsy -+ 5) — @iz +
‘(I)(Qh(fzim))’ < 271% + |(I)’(2h<i+5)) < 2n+5 + |(I)’(2h(n+5)7n +5) + 2n1+5 = ﬁ +
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. oh(n+5) _1 3
|<I>|(2h<fl+5),n +5), logo |a|(n) < Z 2h(71z+5)(2n1+4 + |(I)‘(72h(r’i+5)7n +5)) = 2n1+4 +
h(n+5 .
212:(0 o 2h(71L+5) |¢)‘(2h(i+5)7n + 5) > 2n—1’ + ﬁ(n)a e portanto ’a‘ <p.
eja = € [0,1] e tomemos h um mdédulo de continuidade uniforme em
S‘q) ,Vie[0,1] et h 5dulo d tinuidad if
oh(n+5) _q ; 1
[0, 1]. fo ( ag =a,com a(n) =), 2h(1’1b+5)(1)(2h(721+5)7n+ 5) e fo U(t) dt = 3, com
n-+ .
B(n) = Z?:o 1 2h(}b+5) \I/(zh(i%),n +5). Queremos provar que o = 3.
Tomemos n elemento arbitrario em Nj. \a( )—B(n)| = | 22]1(“0) ! 2h<i+5) <I>(2h<f;+5) ,n—+
2h(n+5) 1 oh(n+5)_q .
5 Z 2h(i+o) qj(2h(n+o) ) n+5)‘ < 2h(n+o) Z |<b(2h(n+5) ) n+5) _\I’(Qh(fws) , N+

)—
5) Como para todo o i < 2M"+5) — 1 se tem 0 < W

B
(I)(gh<n+5)) \I](Qh(n+5)) logo ]@(m,n + 5) - \I’(m,n +5)| < ]@(m,n +5) —
@ (gagers) |+ (grtarsy) — ‘P(M)\+|‘I’(2h<i+5))—‘ﬂ(2h(2+5)7n+5)\ < gurs + g < gt
e portanto |a(n) — B(n)| < 2h(n+o) 2h(n+5) nl_l = 2n1_1. Logo o = 3.

f) Consideremos que ®(t) < ¥(¢), vVt € [0,1] e, como em ¢), h um médulo de continui-

<1- 2’1(”%5) < 1, por hipdtese

dade uniforme simultaneamente para ® e ¥. Tomando « e 3 como atras, fo )dt =ae
fol (t) dt = 3, queremos ver que a < 3, i.e. a(n) < B(n) +27"*! para todo n € Nl.

Seja n € Ny. Para todo i < 2M"+%) — 1 temos 0 < 2’1TI+5> < 1, logo, por hipétese,
@(Qh(i+5)) < \Ij(zh(i+5) )-

Assim sendo, @(QWZL%%), n+5) < <IJ(2,L(Z+5>) + 2n1+5 < \I/(Qh(f;%)) + 2n1+5 < \I/(Qh(,f+5),n +

oh(n+5) _1 .
5) + 42n1+5 + 2n1+5 < \I’( n+5)7n + 5) 2n1+4' Logo Zz 0 (D(Qh(:t%)’n + 5) <

oh(n+5) _1 i 1 oh(n+5) _1 1 .
> im0 (¥(grgs>m + 5) + gapr) e portanto > i sienrs L grmrs,n + 5) <
2h(n+5)_1 1 2h(n+5) 1 1 1 . ,
Zi:o oh(n+5) \I}(Qh(nJrB) N+ 5) + Z Sh(nF35) gntd, OU S€ja, provamos que a(n) <

B(n) + zarr < B(n) + gt
g) Dado v € R, queremos provar que f01(07¢)(t) dt =~ - fol Dt

Seja h um médulo de continuidade uniforme para ® em [0, 1]. Entao fo ) dt = 3,
2h(n+5)_1 .
com B(n) =} i g 2h(i+5) ¢(2h(£+5) ,n+5).

Comecemos por provar que, sendo k o menor tally tal que |y(0)| + [3(0)| +2 < 2% | se
tem que a funcao h' definida por h'(n) := h(n + k) é um médulo de continuidade uniforme
para C,® em [0, 1].

Sejam «ag, a0 € [0,1] tais que |a; — ao| < Qh,l(n> = 2h(i+k>. Entao [(C4®)(aq) —

(Cy®)(a2)| = |V|P(1) — P(a2)] < |’y|ﬁ < 3. Para estabelecer a tltima desigual-
dade observamos que |y(0)| < 2¥ —2—3(0)| < 2* —1 e portanto |y| < |y —~(0)| +|y(0)| <

a5+ 28 —1 =2k

Consequentemente faz sentido considerarmos que fol C,®(t)dt = «, com a(n) =
oh/(n+5) _1 ) gh(n+k+5) 1 1 )
2i=o s (C1®) (G +5) = 2o s (Cy®) (grtrrsy n + 5)-

Pretendemos provar que a = v - 3. Comecemos por estabelecer tal igualdade quando
v € D.
Temos que |a(n) — (v - B)(n)| = |a(n) —v(n+ k) - B(n + k)| = |a(n) —vB(n + k)| =

2h(n+k+5) 1 . 2h(n+k+5) 1 .
‘ Z W(C ¢)<W7n+5) 'YZ 2h(nik+5)q)(2h(n}rk+5)7n+k+
oh(n+k+5) _1 . .
)|<WZ [(C1®) (Gagatrrsy: 0+ 5) — Y@ (Gatersy - + K+ 5)|.
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Ora |(Cy®) (grertrrsys n + 5) = 7 Pgagimrsy s + k +5)| < [(C@) (graimesy >+ 5) —
(Cy®) (grorrs)| + 17 - @(grmrsy) — 7 - ®(gromrs n + k +5)| < 5o + Nlgmes <
1ok 1 1 - 1
an+5 on+k+5 on+d = 9on—1-
1
L%oM)—WﬂﬂN<ﬁmmﬂm%wﬁﬁ=ﬁﬁﬂmmmﬁﬂﬂﬁwﬁ=
- fo ) dt quando v € D.

Suponhamos agora que 7 eR.

|£c¢ = fy o) dt] < | fy v 2(t) kv cm+%v)ﬁﬂﬁ—
v Jo @) di| < !fo V ®(t) = v(n)2(?)) dt\ + |7 n) fy @ dt—7f0 dtl S fo1 v -
v(n )H¢()\dt+!7 =l Jy @) dt] < [ 3| @(0)| dt + 5| [y @ dt\—yn o 12()] dt +
| Jy ®(2) dt)).
Como n € Nj pode ser escolhido tao grande quanto se queira, | fol(C'V(I))(t) dt —
’yfo t) dt| <0, logo fo y®(t) 7f0 ) dt, Vv € R.
U

De forma idéntica ao estabelecido para o intervalo [0, 1], poderiamos (como em seguida se
esboga) ter introduzido a nocao de integral de Riemann para qualquer intervalo de extremos

racionais diadicos.

Definicao 4.8 Sejam z,y € D tais que x <y e ® uma funcao continua total no intervalo
[,y], com mddulo de continuidade, h, nesse intervalo. Definimos o integral entre x e y de

®, que notamos por fxy ®(t) dt, do seguinte modo:

Y
/ B(t) dit =5 lim S,

h(n) _ — —x)i
onde, para todon € Ny, S,, = 23:0 ! oty (T + (ghgz,n).

A verificacao de que o anterior integral se encontra bem definido e nao oferece qualquer
ambiguidade consegue-se com uma estratégia completamente andloga a seguida aquando
da andlise do integral em [0, 1], pelo que nos escusamos a reescrever tal andlise na integra,
chamando apenas a atencao sobre como ultrapassar pequenas subtilezas que encontramos

neste novo contexto.

e Fixando | € Nj tal que y — x < 2!, é possivel provar que a funcdo p : N; — N;
definida por p(n) = n+2(+2 é um médulo de convergéncia de Cauchy para (S, )nen;
assegurando a convergéncia da sucessao. Tal consegue-se seguindo mutatis mutandis a
demonstracao da proposicao 4.21 e observando que, sendo A uma funcao estritamente

2! 1 1
crescente, h(p — 1) +1 < h(p) e consequentemente 25 < -7y < s < Zr=n-

e QQuanto a garantia da independéncia do integral face a funcao escolhida como moédulo
de continuidade uniforme, basta observar que o lema 4.4 continua valido fixando [ € Ny
e substituindo a premissa do resultado por |a, — 3,| < 2"—% A demonstragao

prossegue com as evidentes adaptagoes.
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e Uma vez que a extensao do integral agora apresentada tem em vista estabelecer,
na seccao seguinte, o Teorema Fundamental do Célculo para fungoes definidas no
intervalo [0, 1], é suficiente, na definigdo acima, considerarmos x,y € D tais que 0 <
r <y <1, o que permite adaptagoes do estudo desenvolvido aquando da integragao
em [0, 1] ainda mais imediatas.

Observagao 4.14 Note que S,, se obtém tomando uma parti¢ao de [x,y] de didgmetro 4 2h(n)
e considerando a soma de um valor ‘aprorimado’ da funcdo ® mo primeiro ponto de cada
subintervalo da particao multiplicado pelo diametro da mesma. Tais particoes na génese da

sucessao (Sp)nen, serao designadas por particoes standard.

Na sequéncia do anteriormente referido e até final da secgao, consideramos e y niimeros
racionais diddicos pertencentes ao intervalo [0, 1].

Notando que o andlogo 51 observagao 4.13 continua valido no contexto [x,y], te-

mos em particular que [’ ® Y®(t)dt = «, com a o nimero real definido por a(n) =
2h(n 45 1 y—g (y :c)z . , . .
D oico s ©(T + imrsr,n + 5), a complexidade das férmulas com integrais con-

tinua controlada e obtemos as usuais propriedades da integragao, segundo as proposicoes

seguintes.

Proposicao 4.24 Sendo 3 um mimero real, as féTmulas fy =pfe fy )dt <
s@o equivalentes a formulas VEO e a formula fy ydt < B é equzvalente a uma formula
Sl

Proposicao 4.25 Sejam ® e V¥ fungoes continuas totais no intervalo [z,y], com mddulo

de continuidade uniforme nesse intervalo e v € R.
a) [Yydt=n-(y—x)
b) [Ytdr = W5
¢) [H@+V)(t)dt = [Y®(t)dt+ [ W(t)dt
a) | [2 () dtl < [7 |20
e) SeVt € [z,y|(®(t) = U(t)) entao [Y ®(t) dt = fj\If t) dt
f) Sevte [z,y](®(t) < U(t) entao [YD(t) dt < [V U(t) dt

g9) [Yy®(t) dt = [ ®(

Demonstragao
Visto a demonstracgao ser idéntica a prova do resultado homélogo em [0, 1], exemplifica-
mos apenas com a primeira alinea.
oh(n+5) _1  4—
) [Py dt = a, com a(n) = Y7 itrsy Oy (@ + 2(h<n+)5>,n + 5). Provemos que

a =7y — ).
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Capitulo 4. Integracao

Dadon € Ny, |a(n)—[y(y—=x)](n)| = |a(n) —y(n+k)(y—=)|, com k o menor tally tal que

oh(n+5) _1 )i
()| +]y — x| +2 < 2%, Logo |a(n) — [y(y—2)(n)] = | Drg ' sty Cy(z+ b2 n+
oh(n+5)_ . oh(n+5) _1 _
B)—y(nt+k)(y—2)| = | Sr, " gy Cy <x+§h<nﬁ5>,n+5> Sie s (ntk)| <

== Zzh(n+5) Yoy (x4 Q(mei);) ,n+5)—y(n+k)|. Como, para todo o i € {0,...,2k"+5) —

1}, Oz + Fo2E n+5) —y(n+ k)| = |C, <x+;h<nﬁ5>,n+5> Yy =+ k)| <Oz +
ég(ni);)7n+5) C (x+2(h(n+5))‘+"7 7(” k)’ < 2n+5+2n+k7temos que |a(n)—[y(y—=z)](n)| <

2hy(n-f5) 2h(n+5)(2n+5 + 2n+k) = 27 + 27 - anl . LOgO o= ’7(y - IL')

O

Informalmente no que se segue, iremos evidenciar o cardcter flexivel da definicdo de
integral, na medida em que esta nao é alterada pela escolha dos pontos (objectos da fungao)
nos subintervalos das particoes e pelo acrescentar de novos pontos as particoes standard

(tornando-as mais finas).

Tomemos ® uma funcao continua total em [z, y], com médulo de continuidade uniforme

h nesse intervalo e consideremos a sucessao (S, )nen, definida do seguinte modo:

— h(n) _ _
Vne Ni, Spi= Y00 P EE [0+ Y n) + g ).

- (n) _ — — .
Dado n € Ny, S, = S, + Z2h ! ;h(ff) TL% = Sp + 3i=5. Logo, dados p,k € N tais
que p <k, temos que ‘S - Sk:| 1Sp + 5 2p— Sz — Sk — 2k simz| < |Sp — Skl + |§’;—€ - é’k_fﬂ <

2p >+ 2 T r < 2p > + 2p > < 2}71,3. Prova-se assim que (Sn)neNl ¢ uma sucessao com modulo

de convergéncia de Cauchy, nomeadamente p(n) = n + 3, sendo portanto convergente.

Como, para todo o n € Ny, \g — Sul = |Sn + 325 — S| = 8= < zn%z, pelo lema 4.4,
temos que lim S, =1lim S, = [¥ ®(¢) dt.
Analogamente, definindo S,, := Z?jon) ! oy [P(2 + (Qh(n2 ,n) — 3n=3], prova-se que

(S, nen; € uma sucessao convergente e limS, = lim S, = fjfb(t) dt. Note que Vn €
N1, S, < S, < Sy

Se na definicao de integral escolhermos outros pontos em cada subintervalo da particao
standard, que nao obrigatoriamente o ponto inicial de cada um desses subintervalos, o
valor do integral nao se altera, isto porque, notando esses pontos por «;, sabemos que
la; — (x + (g,f(ﬁlﬂ < 2h%n) < Qh(n 7, € portanto |®(wy, ) O(x + (2h(n) , )| < |®(aj,m) —
® ()] + () — @(a+ )| + (2 + ) — @(a+ Y n)| < g+ g + g =

. 2 2
Logo, ®(x + (gh_(ﬁgz,n) — iz < ®(qi,n) < Pz + (2,1(,3 ,n) + 2,11,2 e portanto S, <

oh(n) _q = ~ .
Yoo th(f ®(aj,n) < 5,. Consequentemente, a nova sucessao também converge para
fy
xr

Obviamente, considerando a possibilidade de em S,, e S,, escolhermos outros pontos que
nao apenas os pontos iniciais dos subintervalos, o valor do limite também nao se altera.

Vejamos em seguida que, acrescentar novos pontos a particao standard, aumentando
assim o numero de parcelas em S,,, também néao altera o limite.

Imaginemos que, em dado subintervalo [a, b] de didmetro Z—= da parti¢ao standard de

Qh(n)
Shp, se coloca novo ponto ¢, obtendo-se [a, c] U [¢,b]. Onde dantes se considerava apenas a
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4.5. Teorema Fundamental do Calculo

parcela Sy ®(a,n), temos agora di1®(a,n) +da®(c,n), com di +ds = . Mas ®(a,n) —
%%2 < P(e,n) < P(a,n) + W%Q logo, considerando parti¢oes mais finas obtemos sucessoes

limitadas superiormente por S, e inferiormente por S,,, nao alterando o limite das mesmas.

Proposicao 4.26 Sendo z um numero racional diddico tal que x < z <y e ® uma fungao

continua total em [x,y] com médulo de continuidade uniforme nesse intervalo, entdo

JEo)dt+ [Yo(t) dt = [V B(t) dt

Demonstragao

Pela definigao de integral, consideremos as sucessoes (V;,)neny, (Un)nen, € (Sn)nen, tais
que fsz dt := lim V,,, fy t) dt :=lim U, efy t) dt :=lim S,,.

Dadon € Ny, V;, = Y2 o smo(e+ G ) U =2 T S e+ Y ) e
Su =210 T frs el + Yt m).

Ou seja, consideramos partigdes standard de didmetros 255, orey € iy respectiva-

mente em [z, z], [z,y] e [z, y].

Se em cada nivel n tomarmos S], como o resultado de considerar uma partigdo mais fina
do que a de S, acrescentando os pontos das partigoes de V,, e U,, pelo estudo efectuado
anteriormente, sabemos que lim S}, = [¥ ®(t) dt

Por outro lado subdividindo o somatério que define S), em dois, os que definem V! e U/,
respectivamente e que correspondem a partigdes mais finas dos intervalos [z, z] e [z,y] do
que as consideradas em V;, e U, temos que im V) = [* ®(t) dt e lim U}, = [Y ®(¢) dt

Mas entdo [Y ®(t) dt =lim S}, = lim(V,,+U}) = lim V,+lim U}, = [~ ®(t) dt+ [? ®(¢) dt,
como pretendlamos demonstrar.

O

4.5 Teorema Fundamental do Calculo

Com vista a demonstrar que em TCA? permanece véalido um dos mais importantes teoremas
do célculo integral — o Teorema Fundamental do Cdlculo — iniciamos esta secgao com a
introducao da funcdo integral indefinido.

Sendo ¢ uma fungao continua total em [0, 1] com médulo de continuidade uniforme nesse
intervalo, no que se Segue temos em vista definir ¥, uma fungao continua total em [0, 1],
tal que ¥(x fo ) dt para todo o racional diddico x € [0, 1].

Imedlatamen‘ce constatamos a veracidade do resultado abaixo.

Lema 4.5 Toda a fungdo continua total (respectivamente continua total no intervalo
[, ], com aj,an € R), &, com mddulo de continuidade uniforme (respectivamente
mddulo de continuidade uniforme em [y, a3]) é uniformemente continua (respectivamente
uniformemente continua em [aq, as]), i.e. Vk € Ny3m € N1V, 8 € R(la — ] < 5 —
|P(a) — (05)] < 2%) (respectivamente Yk € NiIm € NiVa, 8 € [a1, ao](|a — B] < o= —

|@(c) — ®(B)| < 5)-
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Capitulo 4. Integracao

No artigo [11], provou-se (em BTFA, sendo por maioria de razao vélido também em

TCA?) que se tem o seguinte resultado:

Proposicao 4.27 Seja ® uma func¢do continua total em [0,1], uniformemente continua

nesse intervalo. Entdo existe m € Ny tal que para todo o € [0, 1], (o) < 2™.

Relembremos que, sendo ® uma fungao continua total em [0, 1] com mdédulo de conti-
nuidade uniforme h nesse intervalo, temos que |®| = |.| o ® é também uma fungao continua
total em [0,1] com médulo de continuidade uniforme h em [0,1]. Veja corolario 4.1 e de-
monstragao da proposigao 4.3-c).

Fixemos ® uma fun¢ao continua total em [0, 1] com médulo de continuidade uniforme em
[0,1]. Pelo referido atrds, sabemos ser possivel tomar m € Nj tal que Va € [0, 1], |®|(a) <
2m,

r 0<zx<1
Seja d: D — D a funcao definida por d(z) =¢ 0 x <0
1 1<z
Definimos (x,n)¥(y, k) como sendo:
1 1
a:yE]D)/\nk:EI\h/\\/ t)dt —y| < oF T gnomeT

Observagao 4.15 Tendo em conta que a formula anterior € equivalente a uma férmula
32(1)’6 da forma Fwb' (w,x,n,y, k), o conjunto {{w,z,n,y, k) : 0'(w,z,n,y,k)} € oficialmente
a funcdo V.

Proposicao 4.28 YV, atrds definida, € uma fungao continua parcial de R em R.

Demonstragao

Se (W) ¥(y. k) e (& m) (Y, k’) entéio [y —1/| < |y - SO @ (t) dt|+| [ D(t) dt—y/| <

Se (w n)¥(y, k) A (:1: n) < (:B n) Vejamos que (:U n')¥(y,k).  Sabemos que
|f0 t) dt —y| < |f0 fo t) dt| +| fo t) dt —y|. A primeira parcela
é menor ou igual que |d(x ) - ( )|2m, que pela maneira como definimos d(x) é menor ou
igual que |2’ — x|2™, que por sua vez, atendendo ao facto de que (z/,n’) < (z,n), é menor
que (5w L 2%)2’” Por hipétese, sabemos que a segunda parcela é menor que Qik - ﬁ
Logo S oty dt — ) < & + 2@ — 27 — 2oty = L om(_gon _9on') o
27 +2m(—2—H) = i — gm—n'+1

Se (o) ¥y A (. 8) < (5.1 entio | 9 0(0) de—y' < | 29 0(0) de—yl-+ly—y/| <

2%_%%4_%_2%:%_271777171'Logo(‘r?n) (y7k/)

O

Proposicao 4.29 Se a € [0, 1] entdo a € domV¥ e para todo o racional diddico r em [0, 1],

= [y ®(¢t) dt
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Demonstracgao

Tomemos « € [0, 1]. Fixemos k € N; e provemos que In € N1y € D(a(n+1),n)¥(y, k).

Seja n = m + k + 2. Sabemos que fod(a(nﬂ)) o(t)dt = [, com f(n) =
DA dgz&:i;”md(;éat?” n+5). Sejay = Ak +2).

|f0 (aln1) t)dt—y| = |-B(k+2)| < 2k1+2 < 2k1+1 = 221;11 = 2%_21#1 = gik_gnf%
Logo (a(n + 1)7 )\I'(y, k) e portanto a € domW.

Para provarmos que, dado r € D tal que r € [0,1], se tem ¥(r fo ) dt, tornemos
x y,n k tais que (z, n)\II(y, E) A |r— x] < g€ provemos que ’fo ) dt — y[ < 2¢. Ora
7 @) di— gl < | J7 () de — [ () de| + | i) dt—y|<\r— A+ k-
Qn_%g |r — z|2™ 4+ %—W<2m ”—1-27—27“ 7”'1<2—,C

O

Observagao 4.16 Dada ® uma fungao continua total em [0, 1] com mddulo de continuidade
uniforme nesse intervalo, podemos, sem ambiguidade para o que pretendemos estudar em
segquida, considerar a fung(io continua total em [0, 1], ¥, conhecida como integral indefinido
de @, tal que V(r fo t) dt, para todo o r racional diddico em [0,1].

Note que, embom a fungao U como conjunto dependa do numero tally m escolhido, as
imagens dos racionais diddicos em [0,1] por intermédio de ¥ e a menos da igualdade de
reais, ndo dependem de tal escolha. Pelo que, embora em rigor o integral indefinido de ®
possa ser dado por diferentes conjuntos de quintuplos, visto as funcgoes por eles definidos
coincidirem a respeito das imagens dos racionais diddicos no intervalo [0,1], falamos da

fungao integral indefinido.

Ainda com o propésito de demonstrarmos o Teorema Fundamental do Célculo para
fungdes definidas no intervalo [0, 1], necessitamos do conceito de integral de limites nao
apenas racionais mas reass.

No que se segue, consideramos «, 3 € R tais que 0 < a < 8 < 1 e ® uma funcao

continua total em [a, f] com médulo de continuidade uniforme nesse intervalo. Note que

2n+2 e(f— 2n+2, com n € Ny, definem sucessoes decrescente e crescente respectivamente,
no primeiro caso de limite « e no segundo de limite 3.

Como observado na Secgao 4.1, entre dois niimeros reais existe sempre um nimero raci-
onal diadico, pelo que, intuitivamente, é possivel pensarmos em duas sucessoes de racionais
diaddicos &,B que convirjam para « e ( respectivamente. No que se segue construimos
rigorosamente tais sucessoes.

Sejam s € Ny tal que 2% < fB—aemeNj tal que |[P(t)| < 2™Vt € [a, [].

(On)nen, , com ay, = (a+ Qﬁ;ﬁm)(n +s+4+m), Vn € N, é uma sucessao de nimeros
racionais diadicos que, como veremos de seguida, é estritamente decrescente, converge para
aelo, —aof < W%,Vn € Ny.

Comecemos por provar que a1 < Qn, Vn € Ny.

Como célculo auxiliar, observemos que |(« + ﬁ%) (a+ 2n+2+m)| — |2 2n+3ﬁ;a)| =
f—a > 1
2n+3+m 2n+3+s+m .
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Logo,

f—a 1 B-a
(*) a+ on+3+m + 2n+3+s+m <a+ on+2+m *

~ - - 1 - 1
an—i—l = (Oé+ %)(n_'_ S+ 5 +m) S Oé+ 2nﬂ+3$m + on+s+5+m < Oé+ 2nﬁ+3~c‘:m + on+s+3+m -

(*) _ _ ~
Wﬁ < a+ Qnﬁ+2$m - 2n+8i4+m < (Oé =+ Qnﬁiﬁ)(n +s+4+ m) = Q.

Verifiquemos agora que lim a,, = a.
=G| = la— (a+ girsmm ) (ntits+4+m)| < |a—(a+ gl )| +lo+ grirsm —
(o + Tlﬁ%)(n +it+s+4+m)| < |2n+ﬁ;gz+m| + 2n+i+£+4+m < 2n+i}r2+m + 2n+i+£+4+m <

1 1
ontit+l4+m S 2n+1‘

Logo, para todo o k em Nj existe n € Nj (exemplon = k—1) tal que Vi € Ny, |a— 4| <
27k,

A tltima propriedade da sucessao (o, )nen, que nos proposemos verificar, pode ser obtida

da seguinte forma: |a, —a| = |(a + Qﬁ%)(n—%s—kél—km) —a| < |(a+ 5255 )(n + s+

4 +m) - (a + 2716%)‘ + ’a + 271’34»72«6:771 Oé| < 2n+5+4+m + 2n+12+m S 2n+1n+1 < 271«11»777,7 vn e Nl

De forma andloga, a sucessao de niimeros racionais diddicos (Bn)neNl definida por Bn =
(8- ﬁ%)(n +s+4+m), Vn € Ny, é estritamente crescente, converge para (3 e é tal que
‘ﬂn - ﬂ| S Qm%avn S Nl'

Atendendo a que ap = (a+ 2@1%)(3 +4+m) < a+ 2%151 + 25+}1+m <a-+ fui + 2@1& <

o+ 2ﬁm+041 <a+ ﬁ e analogamente a + B 5% < ﬁo, e sabendo ja que a e 6 S80 sucessoes

decrescente e crescente respectivamente, temos que Vn € Ny (a, < Bn).

Definicao 4.9 Sejam o, € R tais que 0 < a < 8 < 1, & uma funcdo continua total
em [a, B] com mddulo de continuidade uniforme nesse intervalo e (Gn)nen, € (On)nen, @S
sucessoes definidas atrds. Definimos o integral entre a e 8 de ®, que notamos por ff d(t) dt,

do sequinte modo:

B
/ B(t) dt :— lim R,

onde, para todo o n € Ny, R, = fé? D(t) dt

Observagao 4.17 E possz’vel em TCA2, considerarmos a sucessdo (Ry)nen, tal que para
todo on € Ny R, = fﬁ" ) dt. Basta repararmos no estudo que antecede a proposi¢ao
4.25 e notar que tal sucessao pode ser codificada do sequinte modo:

(Ru)ners = {{(m,n),d) : m,n € NyAd € DA = S0 Bafin (5,4 CoBndi p y

5)}, com h um mddulo de continuidade uniforme para ® em [a, [3].

Para o integral estar bem definido, resta provarmos que (R, )nen, ¢ uma sucessao conver-
gente e nao depende das sucessoes (0 )nen; € (Bn)nen,. Mais rigorosamente, nao depende
dos ntmeros tally s e m tais que & < 3 — a e |®(t)| < 2™, que se encontram na base da

y que 5 . q

definicao das sucessoes.
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Comecemos por verificar que (R,)nen, € convergente.

Dado p < k, sabemos que &k <oy < By < B

Ry —Rk|=\f?f’<1> — Jo ) dt| = | [ @(e) di — [ @(e) dt| = | [ (t) dt +
fﬁk By dil < | [2ra(t) di| + |fﬁ'€ t)dt| < f?” |<1> )| dt + fﬁk B(t)] dt < f‘”‘" om 4

fﬁik 2m = zm(ap—ak)+2m<ﬁk—5p) < 2™ (@ —a) +2™(B—Fy) < 2" gk + 2" gk = i
Logo, p(n) := n+ 1 é um mddulo de convergéncia de Cauchy para (Ry,)nen, € portanto

(Rn)nen, é uma sucessao convergente.

Provamos agora a independéncia da definicao relativamente a escolha de s e m.
s <B—aegn < B—aem ems tais que [B(t)] < 2™ e
|®(t)| < 2™ para todo o t € [a, 8] e consideremos as sucessoes ((a1),),en, ((B1)5)pen, ©

((@2),)nen,» ((B2)n) ey, correspondentes.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que my < ma.

| o () dt = [ @(0)] < [(@1)n = @2)al2™ +1(B)n — (B)a|2™ < (@) —al +
o= (@2)n )2+ (1(B1)n = B+ 18— (B2)n)2™ < (g + by ) 2™ + (g g )27 <
4. 5h = 3. i )

Logo, pelo lema 4.4, lim f((aiil)): ®(t) dt = lim f((aﬁj)): (t) dt.

Sejam s1 e so tais que

Para garantir a inexisténcia de ambiguidade no que respeita as definigdes de integrais
de limites racionais e reais é necessario que, sendo « e [ nimeros racionais diddicos (que
podem também ser encarados como nimeros reais) as duas defini¢oes de integral coincidam.

Comecemos por provar o seguinte lema:

Lema 4.6 Seja ® uma fungdo continua total em [, ] com mddulo de continuidade uni-
forme, h, nesse intervalo. Seja (zn)nen, uma sucessao de reais tal que para todo o n € Ny,
zn € [a, 0] elimz, = z € [o, (].

Entao, considerando a sucessao (®(zy))nen,, temos que lim ®(z,) = @(z).

Demonstragao

Como lim z,, = z, sabemos que, dado k € Ny, existe p € Ny tal que p <n — |z, — 2| <

2 . Uma vez que h é médulo de continuidade uniforme para ® em [a, ], |®(2,) — P(2)| <

1
ok *

[\

U
Ora,

fﬂ t) dt := lim,, fﬂ t) dt = limy, (lim,, Y7, " éh(g) d(a, + %, m)) (%)

com & e (3 sucessoes de nimeros racionais nas condicoes da definicao de integral, verificando

em particular lima, = « e lim Bn = 3. Logo, pelo lema 4.6 e tendo em conta as usuais

2h(m) 1 ﬂn Qn
9h(m) @(

propriedades dos limites das sucessoes, temos que (x) = lim,, lim,, Z

Nn_~n Qh 'm) 1 — i B
(th(::i) )Za m)) = limy, Z Qh(wo;) (a+ (Qh(sgzvm) = fa

133



Capitulo 4. Integracao

Propriedades do integral, idénticas as apresentadas nas proposicoes 4.25 e 4.26, sao
validas no ambito dos integrais de limites reais. Tal resulta facilmente da defini¢do 4.9, das

proposigoes 4.25 e 4.26 e das propriedades dos limites.

Dado ¢ uma funcao continua total em [0, 1], com médulo de continuidade uniforme

nesse intervalo, a fungao integral indefinido, ¥, verifica ¥ (/3 fo ) dt, V€ [0 1] € nao
somente para os ntimeros racionais diddicos. Isto porque, fo ) dt = lim ;" o ) dt =
([ ®(t) dt— [ = lim(¥(B,)—¥(an)) = lim ¥(B,)—lim ¥(a,) ’em%“ U(B)—
v(0) = ‘1’(6)-

Para a formulacao do Teorema Fundamental do Célculo Integral, introduzimos os con-

ceitos que se seguem.

Definicao 4.10 Seja & uma fungdo continua total em [0,1], a € [0,1] e 5 € R. Dizemos
que (3 é a derivada de ® no ponto « e denotamos por ®'(a) = 3 se
O(a+h)—P(a)

h on’
Definigao 4.11 Sejam ® e U fungdes continuas totais em [0,1]. Dizemos que ® é a deri-
vada de ¥ se Va € [0, 1], ®(a) = ¥'(a).

1
VnGNﬁmENNh#O(OSa—i—hg1/\|h|<2—m—>|

Teorema 4.2 (Teorema Fundamental do Cdlculo Integral) Sejam ® uma fun¢ao continua
total em [0,1] com mddulo de continuidade uniforme nesse intervalo e ¥ a funcao integral
indefinido de ®, i.e. uma fungio continua total em [0,1] tal que ¥(o) = [J* ®(t) dt,Va €
[0, 1].

Entao ® ¢é a deriwvada de V.

Demonstragao

Tomemos « € [0,1] e provemos que ®(a) = ¥'(«), i.e. Vn € NyIm € NiVh # 0(0 <
a+h<TALR < 5 — L2 g(0)) < L),

Seja p um mdédulo de continuidade uniforme para ® em [0,1]. Dado n € Nj, tomemos
m = p(n). Seja h #0tal que 0 < a+h < 1A < 5= =
continuidade uniforme para ®, temos que |®(a) — ®(a + k)| < 5 para todo o k tal que
k] < |h].

QT%M' Visto p ser moédulo de

Se 0 < h, temosqueh(()— )S oth g dt—fo O(t) dt < (<I>()+2%)ese
h < 0 temos que h(®( fa+h dt - fo ) dt < h(®(e) — 5), e portanto em
1 Joth o t) dt oo dt 1
qualquer dos casos <I>(a) —gn < 0 =L < ®(a) + 5. Provamos assim que
ot (1) dt ) dt .
OG0 p(a)] < g, ou seja, MR — g(a)] < .
O

4.6 Principio FANy e o Teorema de Heine-Cantor

No artigo [11] provou-se que, em BTFA + IT-WKL (teoria em que é vélido o lema fraco de

Konig restrito a arvores infinitas binarias definidas por férmulas Hl{), toda a funcao continua
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total em [0, 1] é uniformemente continua em [0, 1].

Vimos, aquando do estudo da teoria TCA? + FANp que o esquema de reflexdo I1}-estrita
implica o lema fraco de Konig para férmulas i, Logo, em TCA? 4+ FANg, toda a funcio
continua total em [0, 1] é uniformemente continua nesse intervalo.

Vejamos que se prova algo ligeiramente mais forte.

Teorema 4.3 Em TCA? 4 FANg, toda a funcdo continua total em [0,1] tem mddulo de

continuidade uniforme em [0, 1].

Demonstragao

Seja ® uma fungao continua total em [0, 1]. Pelo notado anteriormente, sabemos que
® é uniformemente continua em [0,1], i.e. Vk € NyIm € NyVa, 8 € [0,1](lo — 8] < 50 —
|P(a) — ®(0B)| < 2%) Por questdes de complexidade, consideramos a seguinte férmula
equivalente: Vk € N13m € NyVa, 8 € [0,1](Ja — 8] < 5= — |®(a) — ®(B)] < 3¢).

Pela observagio 4.4, sabemos que |a — 3] < 5= — |®(a) — ®(B)| < 2% é equivalente a
uma férmula EIE(l)’b, i.e. uma férmula da forma JA(l, o, B, k,m), com A férmula E(l]’b.

Como todo o niimero real é igual a um certo nimero real diddico, a férmula anterior é
equivalente a: Vk € Nj3m € N1V, 8 € [0, 1] ‘diddicos’ LA(l, o, B, k, m).

Como um numero real diddico entre 0 e 1 tem a forma —+€ - X, com X um caminho
infinito, vemos que, abreviando por Path(X) a expressao Vz,y((r € X ANy Cz — y €
X)AN(z € XNye X — 2 CyVy C z)), a férmula anterior é equivalente a Vk €
Ny3m € NyVX,Y3l(Path(X) A Path(Y) — A'(I, X, Y, k,m)), que por sua vez é equivalente
aVk € Ny3m € WX, Y3InB(n, X, Y, k,m), com B uma férmula E(l)’b. Pelo principio de
reflexdo [Ti-estrita, temos que Vk € Nj3m € N132VX,Y3In < 2B(n, X, Y, k,m).

Uma vez que In < zB(n,X,Y,k,m) é uma férmula El’b, existe um termo t tal que
a férmula obtida pelo principio de reflexao é equivalente a Vk € Nidm € NpdzvVX =<
tVY <tdn < zB(n, X,Y,k,m). Como X e Y s@o caminhos de comprimento limitado por ¢,
podemos encara-los como palavras x e y limitadas por ¢, desde que substituamos em B, r €
XereY porr Cxer Cyrespectivamente. Ficamos entao com Vk € N;dm € NydzVe <
tVy < tIn < zB'(n,x,y, k,m). Por minimizacao para férmulas limitadas, podemos definir
h(k) := ‘a primeira coordenada’ do menor (m,z) tal que m € N; AVz =< tVy =< tdn <
zB'(n,x,y,k,m). Tal h é um médulo de continuidade uniforme para ® em [0, 1].

O

Observacgao 4.18 Em TCAZ?, introduzimos a no¢do de integral de Riemann para funcées
¢ continuas totais em [0,1] com mddulo de continuidade uniforme nesse intervalo. Como
consequéncia imediata do que acabdmos de provar, na teoria TCA? + FANg toda a funcdo

continua total em [0, 1] € integrdvel a Riemann.
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CAPITULO 5

‘Tenho a impressao de ter sido uma crianga
brincando a beira-mar, divertindo-me em descobrir
uma pedrinha mais lisa ou uma concha mais bonita
que as outras, enquanto o imenso oceano da verdade,

continua misterioso diante dos meus olhos.’

Isaac Newton

Notas Finais

Subescrevendo a ideia de que o mundo subrecursivo suporta uma porc¢ao muito consideravel
dos conceitos e resultados matematicos, esta tese pretende ser um pequeno contributo para
o seu reforco.

O estudo do integral de Riemann em sistemas de anélise fraca surge naturalmente na
sequéncia de trabalhos anteriores no ambito da matemética reciproca. Em [38], Simpson
havia ja desenvolvido o conceito de integragdo a Riemann em RCAgp, tendo recorrido a
nog¢ao de modulo de continuidade uniforme, nao se deparando contudo com outras questoes
técnicas aqui abordadas, nomeadamente relativas a complexidade, visto RCAg como teoria
base ser substancialmente mais forte que TCA?. Mais recentemente, o artigo [10], centrado
numa teoria associada & computacao em tempo polinomial, BTFA, abriu caminho para a
reflexao sobre qual o sistema mais fraco suficiente para permitir integracao. Desse artigo
emergiram (pelo menos) duas investigagoes paralelas mas independentes. Uma apresentada
no Capitulo 4 desta tese, que culminou com a prova de que em teorias (presumivelmente)
mais fracas do que computar em espaco polinomial, nomeadamente associadas a FCH, é

possivel definir integracao a Riemann para fungoes com médulo de continuidade uniforme,
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sendo a contagem uma condicao sine quo non para o desenvolvimento de tal nocao. E outra,
parte integrante do trabalho de doutoramento de Ana Nunes, em que se prova ser possivel
introduzir uma noc¢ao de integral em BTFA para uma classe restrita (mas significativa) de
funcgoes.

Muito ainda se poderia investigar no ambito da formalizagao de resultados matematicos
em sistemas fracos. Perfeitamente convencidos do interesse de tal tarefa na melhor compre-
ensao de resultados fulcrais em matematica, admitimos que o elevado esfor¢o empreendido,
dada a escassez de recursos nas teorias base, pode ser ligeiramente desencorajador. Uma
possibilidade seria investigar se as teorias introduzidas nesta dissertagao sao interpretaveis
em Q. Como Samuel Buss recorda em [3], Ko e Friedman mostram em [30] que computar
em espagco polinomial é suficiente para definir integracdo mas nao desde o ponto de vista
da demonstrabilidade (segundo abordagem da presente tese), tendo Fernandes e Ferreira
desenvolvido trabalho nessa drea, nomeadamente provando em [10] que BTFA (a sua teoria
base para a andlise) é interpretavel em Q.

Outra possibilidade seria tentar transpor para sistemas feasible o estudo desenvolvido
por Kohlenbach (veja [31]) em todos os tipos finitos, ambiente onde novas questoes e técnicas
surgem, como a interpretacao funcional e funcional limitada, a extensdo para varidveis
safe/normal etc. Recentemente, Ferreira e Oliva estudaram em [21] a meta-matemética da
interpretacao funcional limitada sobre sistemas feasible.

Para finalizar, e a propdésito do estudo desenvolvido no Capitulo 2, que torna acessivel a
demonstracao do teorema de Harrington a quem nao esteja familiarizado com o método do
forcing, questionamo-nos sobre se tal raciocinio pode ser transposto para outros resultados
de conservacio. Em particular, acreditamos que o resultado de conservacao ‘TCA? + FANg
é uma teoria VEIE}’b—conservativa sobre TCA?’ — provado através da técnica do forcing no
Capitulo 3 — admite uma demonstracao no ambito da teoria da demonstragao, idéntica
a apresentada para o resultado de Harrington, recorrendo a uma formulacdo adequada do

principio FANp.
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