
Corretion exerie 1.13

Énoné

Déterminer la nature des séries numériques suivantes (préiser si la série est absolument on-

vergente, semi-onvergente, divergente, grossièrement divergente) :

1.

∑

n≥1

ln(n)√
n

2.

∑

n≥1

(−1)n
sin(n)

n

3.

∑

n≥2

(−1)n

n− 1

4.

∑

n≥0

2n+ 5

(n2 + 1)(
√
n+ 2)

5.

∑

n≥1

1

2n

(

1 +
1

n

)n2

6.

∑

n≥1

(

1

n
− ln

(

1 +
1

n

))

7.

∑

n≥1

sin

(

1 +
1

n

)

8.

∑

n≥1

(−1)n ln(n)

n2 + n

9.

∑

n≥0

2n+ 3n

n!

10.

∑

n≥0

einπ/11

n+ 1

11.

∑

n≥1

(−1)n sin
1

n

12.

∑

n≥2

nln(n)

(ln(n))n

1



Corrigé

1. Déterminons la nature de la série :

∑

n≥1

ln(n)√
n

.

(a) Tout d'abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +∞.

On a :

lim
n−→+∞

ln(n)√
n

= 0.

Don la série ne diverge pas grossièrement.

(b) Ensuite, on regarde si la série est à termes positifs.

Pour tout n ≥ 1, on a :

ln(n) ≥ ln(1) = 0,

et √
n ≥

√
1 = 1 > 0

Don pour tout n ≥ 1 :

ln(n)√
n

≥ 0.

Don la série est à termes positifs, on peut don utiliser les théorèmes de omparaison.

() Pour tout n ≥ 1, on va omparer les suites :

un =
1

n
et vn =

ln(n)√
n

.

On a :

lim
n−→+∞

vn

un
= lim

n−→+∞

1

n
ln(n)√

n

= lim
n−→+∞

1

n

√
n

ln(n)
= lim

n−→+∞

1√
n ln(n)

= 0.

Don :

lim
n−→+∞

un

vn
= +∞.

Or la série

∑ 1

n
diverge ('est la série harmonique), don la série :

∑

n≥1

ln(n)√
n

,

diverge par ritère de omparaison des séries à termes positifs.

2. Déterminons la nature de la série :

∑

n≥1

(−1)n
sin(n)

n

(a) Tout d'abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +∞.

On peut enadrer le terme général de ette série de la manière suivante pour tout n ≥ 1 :

(−1)
−1

n
≤ (−1)n

sin(n)

n
≤ 1

1

n
.

Ainsi si on passe à la limite, d'après le théorème des Gendarmes, on a :

lim
n−→+∞

(−1)n
sin(n)

n
= 0.

Don la série ne diverge pas grossièrement.
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(b) Ensuite, on regarde si la série est à termes positifs.

Ii on reonnaît une série alternée, par onséquent ette série n'est pas à termes positifs,

on doit don utiliser les résultats propres aux séries alternées.

() Lorsqu'on a une série alternée, la première hose à véri�er est sa onvergene absolue.

On onsidère don la valeur absolue du terme général (e qui nous ramène à une série

à termes positifs) :

∣

∣

∣

∣

(−1)n
sin(n)

n

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

sin(n)

n

∣

∣

∣

∣

≤ 1

n2
.

Or la série de terme général

1

n2
onverge d'après le ritère de Riemann (ar α = 2 > 1),

don par omparaison la série de terme général

∣

∣

∣

∣

(−1)n
sin(n)

n

∣

∣

∣

∣

onverge, e qui signi�e

que la série :

∑

n≥1

(−1)n
sin(n)

n

onverge absolument (don en partiulier elle onverge puisque la onvergene absolue

implique la onvergene).

3. Déterminons la nature de la série :

∑

n≥2

(−1)n

n− 1

(a) Tout d'abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +∞.

On peut enadrer le terme général de ette série de la manière suivante pour tout n ≥ 2 :

−1

n− 1
≤ (−1)n

n− 1
≤ 1

n− 1
.

Ainsi si on passe à la limite, d'après le théorème des Gendarmes, on a :

lim
n−→+∞

(−1)n

n− 1
= 0.

Don la série ne diverge pas grossièrement.

(b) Ensuite, on regarde si la série est à termes positifs.

Ii on reonnaît une série alternée, par onséquent ette série n'est pas à termes positifs,

on doit don utiliser les résultats propres aux séries alternées.

() Lorsqu'on a une série alternée, la première hose à véri�er est sa onvergene absolue.

On onsidère don la valeur absolue du terme général (e qui nous ramène à une série

à termes positifs) :

∣

∣

∣

∣

(−1)n

n− 1

∣

∣

∣

∣

=
1

n− 1
∼ 1

n
.

Or la série de terme général

1

n
diverge ('est la série harmonique), don par omparaison

ela signi�e que la série :

∑

n≥2

(−1)n

n− 1

ne onverge pas absolument.

(d) Comme la série alternée ne onverge pas absolument, on doit alors utiliser soit le ritère

spéial des séries alternées, soit la règle d'Abel.

Essayons d'appliquer le ritère spéial des séries alternées.

On pose pour tout n ≥ 2 :

αn =
1

n− 1
.

Pour que le ritère spéial des séries alternées s'applique, il faut montrer que la suite

(αn)n est une suite de réels positifs, déroissante et onvergeant vers 0.

3



� Pour tout n ≥ 2, on a :

n− 1 ≥ 2− 1 = 1 ≥ 0,

don pour tout n ≥ 2 :

αn =
1

n− 1
≥ 0.

Don la suite (αn)n est bien à termes positifs.

� Pour tout n ≥ 2, on a :

αn+1 =
1

n+ 1− 1
=

1

n
≤ 1

n− 1
= αn,

don la suite (αn) est bien déroissante.

� En�n :

lim
n−→+∞

αn = lim
n−→+∞

1

n− 1
= 0.

Don la suite (αn)n onverge bien vers 0.
On vient de véri�er toutes les hypothèses du ritère spéial des séries alternées, don

d'après e ritère la série :

∑

n≥2

(−1)n

n− 1

onverge.

4. Déterminons la nature de la série :

∑

n≥0

2n+ 5

(n2 + 1)(
√
n+ 2)

(a) Tout d'abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +∞.

On a :

lim
n−→+∞

2n+ 5

(n2 + 1)(
√
n+ 2)

= lim
n−→+∞

2n+ 5

n2
√
n+ 2n2 +

√
n+ 2

,

= lim
n−→+∞

n

(

2 +
5

n

)

n2
√
n

(

1 +
2√
n
+

1

n2
+

2

n2
√
n

) ,

= lim
n−→+∞

1

n
√
n

2 +
5

n

1 +
2√
n
+

1

n2
+

2

n2
√
n

,

= 0.

Don la série ne diverge pas grossièrement.

(b) Ensuite, on regarde si la série est à termes positifs.

Pour tout n ≥ 0, on a :

2n+ 5 ≥ 5 ≥ 0,

et :

n2 + 1 ≥ 1 > 0,

et : √
n+ 2 ≥ 2 > 0,

Don :

(n2 + 1)(
√
n+ 2) > 0.

Don pour tout n ≥ 0 :

2n+ 5

(n2 + 1)(
√
n+ 2)

≥ 0.

Don la série est à termes positifs, on peut don utiliser les théorèmes de omparaison.
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() Pour tout n ≥ 0, on a :

2n+ 5

(n2 + 1)(
√
n+ 2)

∼ 2n

n2
√
n
=

2

n
√
n
=

2

nn1/2
=

2

n3/2
.

Or la série de terme général

2

n3/2
onverge d'après le ritère de Riemann (ar α =

3

2
> 1),

don par omparaison des séries à termes positifs, la série :

∑

n≥0

2n+ 5

(n2 + 1)(
√
n+ 2)

onverge.

De plus, elle onverge également absolument puisque la valeur absolue de son terme

général est égale à son terme général (puisque la série est à termes positifs).

5. Déterminons la nature de la série :

∑

n≥1

1

2n

(

1 +
1

n

)n2

(a) Tout d'abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +∞.

A priori, la limite du terme général ne semble pas faile à aluler à ause de la puissane

n2
, on va don utiliser la règle de Cauhy pour déterminer la nature de ette série.

On a :

lim
n−→+∞

∣

∣

∣

∣

∣

1

2n

(

1 +
1

n

)n2
∣

∣

∣

∣

∣

1/n

= lim
n−→+∞

∣

∣

∣

∣

1

2

(

1 +
1

n

)n∣
∣

∣

∣

= lim
n−→+∞

1

2
e
n ln

(

1+
1

n

)

.

Or :

e
n ln

(

1+
1

n

)

∼ e
n
1

n = e1.

Don la limite :

lim
n−→+∞

∣

∣

∣

∣

∣

1

2n

(

1 +
1

n

)n2
∣

∣

∣

∣

∣

1/n

=
1

2
e1 > 1.

(

e1

2
≃ 1.36).

Par onséquent d'après la règle de Cauhy, la série :

∑

n≥1

1

2n

(

1 +
1

n

)n2

diverge grossièrement.

6. Déterminons la nature de la série :

∑

n≥1

(

1

n
− ln

(

1 +
1

n

))

(a) Tout d'abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +∞.

On a :

lim
n−→+∞

1

n
− ln

(

1 +
1

n

)

= 0 + ln(1) = 0.

Par onséquent la série ne diverge pas grossièrement.

(b) Ensuite, on regarde si la série est à termes positifs.

Pour tout n ≥ 1, on a :

1

n
≥ 0.

et :

ln

(

1 +
1

n

)

≥ 0.
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D'où :

− ln

(

1 +
1

n

)

≤ 0.

Pour déterminer le signe du terme général, on a don besoin de omparer ln

(

1 +
1

n

)

et

1

n
.

Or on sait que la fontion ln a la propriété suivante :

ln(1 + x) ≤ x,

don si on applique ette propriété en x =
1

n
, on trouve :

ln

(

1 +
1

n

)

≤ 1

n
,

D'où :

1

n
− ln

(

1 +
1

n

)

≥ 0.

Don la série est à termes positifs, on peut don utiliser les théorèmes de omparaison.

() É�etuons le développement limité de la fontion ln(1 + x) :

ln(1 + x) =

m
∑

k=1

(−1)k−1

k
xk + xmǫ(x),

ave ǫ(x) −→ 0 quand x −→ 0.

Ii on souhaite appliquer e développement limité en x =
1

n
, on peut le faire puisque

1

n
−→ 0 quand n −→ ∞, don :

ln

(

1 +
1

n

)

=

m
∑

k=1

(−1)k−1

k

(

1

n

)k

+

(

1

n

)m

ǫ

(

1

n

)

.

Si on onsidère e développement à l'ordre 1, on obtient :

ln

(

1 +
1

n

)

=
1

n
+ o

(

1

n2

)

.

Ainsi le terme général de la série s'érit sous la forme :

1

n
− ln

(

1 +
1

n

)

=
1

n
−
(

1

n
+ o

(

1

n2

))

= o

(

1

n2

)

.

Or la série de terme général

1

n2
onverge d'après le ritère de Riemann, don par om-

paraison la série :

∑

n≥1

(

1

n
− ln

(

1 +
1

n

))

onverge.

De plus, elle onverge également absolument puisque la valeur absolue de son terme

général est égale à son terme général (puisque la série est à termes positifs).

7. Déterminons la nature de la série :

∑

n≥1

sin

(

1 +
1

n

)
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(a) Tout d'abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +∞.

lim
n−→+∞

sin

(

1 +
1

n

)

= sin(1) 6= 0.

Don la série :

∑

n≥1

sin

(

1 +
1

n

)

diverge grossièrement.

8. Déterminons la nature de la série :

∑

n≥1

(−1)n ln(n)

n2 + n

(a) Tout d'abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +∞.

On peut enadrer le terme général de ette série de la manière suivante pour tout n ≥ 1 :

ln(n)

n2 + n
≤ (−1)n ln(n)

n2 + n
≤ ln(n)

n2 + n
.

Ainsi si on passe à la limite, d'après le théorème des Gendarmes, on a :

lim
n−→+∞

(−1)n ln(n)

n2 + n
= 0.

Don la série ne diverge pas grossièrement.

(b) Ensuite, on regarde si la série est à termes positifs.

Ii on reonnaît une série alternée, par onséquent ette série n'est pas à termes positifs,

on doit don utiliser les résultats propres aux séries alternées.

() Lorsqu'on a une série alternée, la première hose à véri�er est sa onvergene absolue.

On onsidère don la valeur absolue du terme général (e qui nous ramène à une série

à termes positifs) :

∣

∣

∣

∣

(−1)n ln(n)

n2 + n

∣

∣

∣

∣

=
ln(n)

n2 + n
.

On va omparer les suites :

un =
ln(n)

n2 + n
et vn =

1

n3/2
.

On a :

lim
n−→+∞

un

vn
= lim

n−→+∞

ln(n)

n2 + n
1

n3/2

= lim
n−→+∞

n3/2 ln(n)

n2 + n
= lim

n−→+∞

n3/2 ln(n)

n2

(

1 +
1

n

) = lim
n−→+∞

ln(n)

n1/2

(

1 +
1

n

) = 0.

Or la série de terme général

1

n3/2
onverge d'après le ritère de Riemann (ar α =

3

2
> 1),

don par omparaison la série de terme général

∣

∣

∣

∣

(−1)n ln(n)

n2 + n

∣

∣

∣

∣

onverge.

Ce qui signi�e que la série :

∑

n≥1

(−1)n ln(n)

n2 + n

onverge absolument (don en partiulier elle onverge, puisque la onvergene absolue

implique la onvergene).

9. Déterminons la nature de la série :

∑

n≥0

2n+ 3n

n!
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(a) Tout d'abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +∞.

Pour ela, on va tout d'abord déterminer un équivalent du terme général a�n que la

limite soit plus simple à aluler.

2n+ 3n

n!
∼ 3n

n!
.

Don :

lim
n←−+∞

2n+ 3n

n!
= 0.

Don la série ne diverge pas grossièrement.

(b) Ensuite, on regarde si la série est à termes positifs.

Pour tout n ≥ 0, on a :

n! ≥ 0! = 1 > 0,

et

2n+ 3n ≥ 1 ≥ 0.

Don :

2n+ 3n

n!
≥ 0.

Don la série est à termes positifs, on peut don utiliser les théorèmes de omparaison.

() À l'étape (a), on a déterminé un équivalent du terme général :

2n+ 3n

n!
∼ 3n

n!
.

Or la série de terme général

3n

n!
est onvergente (on reonnaît le terme général de la

série exponentielle), don par omparaison la série :

∑

n≥0

2n+ 3n

n!

onverge.

De plus, elle onverge également absolument puisque la valeur absolue de son terme

général est égale à son terme général (puisque la série est à termes positifs).

10. Déterminons la nature de la série :

∑

n≥0

einπ/11

n+ 1

(a) On reonnaît une série trigonométrique, on souhaite don appliquer le résultat du ours

sur e type de série.

On pose alors :

αn =
1

n+ 1
.

On souhaite montrer que la suite (α)n est à termes positifs, déroissante et onvergeant

vers 0.
� Pour tout n ≥ 0, on a :

αn =
1

n+ 1
≥ 0,

don la suite (αn)n est bien à termes positifs.

� Pour tout n ≥ 0 :

αn+1 =
1

n+ 2
≤ 1

n+ 1
= αn,

don la suite (αn)n est bien déroissante.

� On a :

lim
n−→+∞

αn = lim
n−→+∞

1

n+ 1
= 0.

Don la suite (αn)n est bien déroissante.
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Par onséquent, nous sommes en mesure d'appliquer le résultat sur les séries trigonométriques,

qui nous dit que la série de terme général αne
int

onverge pour t ∈ R \ 2πZ.
Ii t =

π

11
∈ R \ 2πZ, don la série :

∑

n≥0

einπ/11

n+ 1

onverge.

On peut remarquer qu'elle ne onverge pas absolument puisque la valeur absolue de son

terme général vaut

1

n+ 1
qui est équivalent à

1

n
(le terme général de la série harmonique

qui diverge).

11. Déterminons la nature de la série :

∑

n≥1

(−1)n sin
1

n

(a) Tout d'abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +∞.

On peut enadrer le terme général de la série par :

− sin
1

n
≤ (−1)n sin

1

n
≤ sin

1

n
.

Don d'après le théorème des gendarmes, on a :

lim
n−→+∞

(−1)n sin
1

n
= 0.

Don la série ne diverge pas grossièrement.

(b) Ensuite, on regarde si la série est à termes positifs.

Ii on reonnaît une série alternée, par onséquent ette série n'est pas à termes positifs,

on doit don utiliser les résultats propres aux séries alternées.

() Lorsqu'on a une série alternée, la première hose à véri�er est sa onvergene absolue.

On onsidère don la valeur absolue du terme général (e qui nous ramène à une série

à termes positifs) :

∣

∣

∣

∣

(−1)n sin
1

n

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

sin
1

n

∣

∣

∣

∣

.

Utilisons le développement limité de sin au voisinage de 0 a�n de déterminer un équiv-

alent de sin
1

n
.

On sait que :

sin(x) =
n
∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 + x2k+3ǫ(x),

ave ǫ(x) −→ 0 quand x −→ 0.

On peut appliquer e développement en x =
1

n
ar

1

n
−→ 0 quand n −→ ∞, ainsi, on

obtient l'équivalent suivant :

sin
1

n
∼ 1

n
.

Par onséquent, si on onsidère la valeur absolue du terme général de la série :

∣

∣

∣

∣

(−1)n sin
1

n

∣

∣

∣

∣

∼ 1

n
,

Or la série de terme général

1

n
diverge ('est la série harmonique), don la série :

∑

n≥1

(−1)n sin
1

n

ne onverge pas absolument.
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(d) Comme la série alternée ne onverge pas absolument, on doit alors utiliser soit le ritère

spéial des séries alternées, soit la règle d'Abel.

Essayons d'appliquer le ritère spéial des séries alternées.

On pose pour tout n ≥ 1 :

αn = sin
1

n
.

Pour que le ritère spéial des séries alternées s'applique, il faut montrer que la suite

(αn)n est une suite de réels positifs, déroissante et onvergeant vers 0.
� Pour tout n ≥ 1, on a :

αn = sin
1

n
≥ 0,

ar la fontion sinus est positive sur [0, 1].
Don la suite (αn)n est bien à termes positifs.

� Pour déterminer la déroissane de la suite (αn)n, étudions la fontion sin sur [0, 1]

(ar 0 ≤ 1

n
≤ 1).

La fontion sin est dérivable sur [0, 1] et de dérivée valant :

f ′(x) = cosx.

Or sur [0, 1] la fontion osinus est positive don la fontion sin est roissante.

Le fait que ette fontion soit roissante signi�e que pour x ≤ y, on a :

f(x) ≤ f(y).

Par onséquent, omme :

1

n+ 1
≤ 1

n
,

alors :

f

(

1

n+ 1

)

= sin
1

n+ 1
≤ f

(

1

n

)

= sin
1

n
.

Don :

αn+1 = sin
1

n+ 1
≤ sin

1

n
= αn.

Don la suite (αn) est bien déroissante.

� En�n :

lim
n−→+∞

αn = lim
n−→+∞

sin
1

n
= 0.

Don la suite (αn)n onverge bien vers 0.
On vient de véri�er toutes les hypothèses du ritère spéial des séries alternées, don

d'après e ritère la série :

∑

n≥1

(−1)n sin
1

n

onverge.

12. Déterminons la nature de la série :

∑

n≥2

nln(n)

(ln(n))n

(a) Tout d'abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +∞.

A priori, la limite du terme général ne semble pas faile à aluler à ause des puissanes

ln(n) et n, on va don utiliser la règle de Cauhy pour déterminer la nature de ette

série.

On a :

lim
n−→+∞

∣

∣

∣

∣

nln(n)

ln(n)n

∣

∣

∣

∣

1/n

= lim
n−→+∞

1

ln(n)
nln(n)/n,

= lim
n−→+∞

1

ln(n)
exp

(

ln(n)

n
ln(n)

)

,

= lim
n−→+∞

1

ln(n)
exp

(

(ln(n))2

n

)

,

= 0 < 1.

10



Par onséquent d'après la règle de Cauhy, la série :

∑

n≥2

nln(n)

(ln(n))n

onverge.

De plus, elle onverge également absolument puisque la valeur absolue de son terme

général est égale à son terme général (puisque la série est à termes positifs).
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