Correction exercice 1.13

-
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Enoncé

Déterminer la nature des séries numériques suivantes (préciser si la série est absolument con-
vergente, semi-convergente, divergente, grossiérement divergente) :

1.
Z In(n)
n>1 \/ﬁ
2. .
Z(_l)n sin(n)
n>1 n
3. .
Z (-1)
n>2 n—1
4.
2T D+ 2)
5. )
SE(d)
2n n
n>1
6. ) .
> (—m <1+—))
n n
n>1
7.
. 1
Z sin (1 + —)
n>1 n
8.
3 (=1)"In(n)
= n?+n
9.
n>0 TL'
10.
ein7r/11
n>0 n+ 1
11. 1
Z(fl)" sin —
n>1 n
12.
Z nln(n)
2 ()"



Corrigé

1. Déterminons la nature de la série :

Z In(n)
=V
(a) Tout d’abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +o0.

Ona:
lim In(n)

n—s-+oo \/ﬁ

=0.

Donc la série ne diverge pas grossiérement.

(b) Ensuite, on regarde si la série est & termes positifs.
Pour tout n > 1, on a :

et

Vn>vV1=1>0

Donc pour tout n > 1 :
In(n)
vn

Donc la série est a termes positifs, on peut donc utiliser les théorémes de comparaison.

> 0.

(c) Pour tout n > 1, on va comparer les suites :

In(n)
N

Uy = et v, =

n

On a
1
o 1 1
lim Un _ lim n_ — m —ﬂ im ———=0.
n—+too U, n—+too In(n) n—S+tconln(n) n—+oo \/nln(n)

Vn

Donc :
Unp,
lim — =+4o00

. 1 .. . . .
Or la série Y — diverge (c’est la série harmonique), donc la série :
n

In(n)
3,

n>1

diverge par critére de comparaison des séries a termes positifs.

2. Déterminons la nature de la série :

Z (—1)" sin(n)

n
n>1

(a) Tout d’abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +o0.
On peut encadrer le terme général de cette série de la maniére suivante pour tout n > 1 :

-1 < (71)nsm(n) < 11.
n n n

(=1

Ainsi si on passe a la limite, d’aprés le théoréme des Gendarmes, on a :

nsin(n) 0

lim (-1)

n—-+oo n

Donc la série ne diverge pas grossiérement.



(b)

(c)

Ensuite, on regarde si la série est & termes positifs.
Ici on reconnait une série alternée, par conséquent cette série n’est pas a termes positifs,
on doit donc utiliser les résultats propres aux séries alternées.

Lorsqu’on a une série alternée, la premiére chose & vérifier est sa convergence absolue.
On considére donc la valeur absolue du terme général (ce qui nous raméne a une série
a termes positifs) :

1

_n2-

nsin(n) sin(n)

-1

n n

. 1 . .
Or la série de terme général — converge d’aprés le critére de Riemann (car a = 2 > 1),
n

. - L sin(n Lo
donc par comparaison la série de terme général (—1)"L converge, ce qui signifie
n

que la série :

n>1

converge absolument (donc en particulier elle converge puisque la convergence absolue
implique la convergence).

3. Déterminons la nature de la série :

(a)

—1)"
>

Tout d’abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +oo.
On peut encadrer le terme général de cette série de la maniére suivante pour tout n > 2 :

-1 (=)™ 1
< < .
n—1"n—-1"n-1
Ainsi si on passe a la limite, d’aprés le théoréme des Gendarmes, on a :

lim —(71)71

n—s+oo N — 1

=0.

Donc la série ne diverge pas grossiérement.

Ensuite, on regarde si la série est & termes positifs.
Ici on reconnait une série alternée, par conséquent cette série n’est pas a termes positifs,
on doit donc utiliser les résultats propres aux séries alternées.

Lorsqu’on a une série alternée, la premiére chose & vérifier est sa convergence absolue.
On considére donc la valeur absolue du terme général (ce qui nous raméne & une série
a termes positifs) :

="

n—1

= ~ —,

. 1 .. . . .
Or la série de terme général — diverge (c’est la série harmonique), donc par comparaison
n

—1)"
X

n>2

cela signifie que la série :

ne converge pas absolument.

Comme la série alternée ne converge pas absolument, on doit alors utiliser soit le critére
spécial des séries alternées, soit la régle d’Abel.
Essayons d’appliquer le critére spécial des séries alternées.

On pose pour tout n > 2 :
1

n—1

Ay =

Pour que le critére spécial des séries alternées s’applique, il faut montrer que la suite
(an)rn est une suite de réels positifs, décroissante et convergeant vers 0.



— Pour tout n > 2, 0n a:
n—1>2-1=12>0,

donc pour tout n > 2 :
1
= > 0.
Qnp n—1-

Donc la suite (o), est bien & termes positifs.
— Pour tout n > 2, on a :

1 1< 1
« = = — =
ntl n+1-—1 n-_n-—1

donc la suite () est bien décroissante.

— Enfin :
1

lim «, = lim =0
n—-4oo n—-4oo n — 1

Donc la suite (o, ), converge bien vers 0.

On vient de vérifier toutes les hypothéses du critére spécial des séries alternées, donc
d’apreés ce critére la série :

converge.

4. Déterminons la nature de la série :

2n+5
Z (n2+1)(v/n+2)

n>0

(a) Tout d’abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +oo.
On a:

. 2n+5 I 2n+5
im = lim
n—+oo (N2 +1)(y/n+2) n—+oon2y/n+2n2+/n+2’

5
n(2+—)
n
2 1 2\
2 1 _ _ -
”ﬁ< *ﬁ*n“vﬂﬁ)

5
24 =
n

lim
n—-4oo

= 1.
n—lgloo n\/ﬁ 1+

2 n 1 n 2
vnoon?2  n2yn
=0.

Donc la série ne diverge pas grossiérement.

(b) Ensuite, on regarde si la série est & termes positifs.
Pour tout n > 0, on a :

2n+52>52>0,
et :

n2+1>1>0,
et :

Vn+2>2>0,
Donc :

(n*+1)(vVn+2) > 0.

Donc pour tout n > 0 :

2n+5
(n2+1)(V/n+2) = 0.

Donc la série est a termes positifs, on peut donc utiliser les théorémes de comparaison.



(¢) Pour tout n > 0, on a :

2n+5 2n 2 2 2

(n2+1)(vn+2) ~ n2y/n B ny/n T anl2 T pd

2 3
Or la série de terme général —3 /5 converge d’aprés le critére de Riemann (car o = 3 > 1),
n

donc par comparaison des séries & termes positifs, la série :

Z (/i +2)

converge.

De plus, elle converge également absolument puisque la valeur absolue de son terme
général est égale A son terme général (puisque la série est & termes positifs).

5. Déterminons la nature de la série :
2
S (n)
2n n
n>1
(a) Tout d’abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +oo.

A priori, la limite du terme général ne semble pas facile & calculer & cause de la puissance
n?, on va donc utiliser la régle de Cauchy pour déterminer la nature de cette série.

On a:
2,1/n 1
1 1\" ) 1 1\" . 1 nlof1+—
— 1+ = = lim |=(1+— = lim -=e nj;,.
n n 2 n

n—-4oo

Donc la limite :

1
(&
(5 = 1.36).

Par conséquent d’apreés la régle de Cauchy, la série :
1 "
—(1+=
> (1+7)
n>1

diverge grossiérement.

6. Déterminons la nature de la série :

;(%m(H%))

(a) Tout d’abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +o0.
Ona:

lim lln<1+l> =0+1In(1) =0.
n

n—-+4oon
Par conséquent la série ne diverge pas grossiérement.

(b) Ensuite, on regarde si la série est & termes positifs.
Pour tout n > 1, on a :

> 0.

S|

et :

In <1+

S
~—
%
o



1
—1n(1+—) <0.
n

1
Pour déterminer le signe du terme général, on a donc besoin de comparer In (1 + —)
n

1
et —.

n
Or on sait que la fonction In a la propriété suivante :

In(1+2z) <=z,

1
donc si on applique cette propriété en x = —, on trouve :
n

1 1
ln<1+—) < -,
n n

Donc la série est a termes positifs, on peut donc utiliser les théorémes de comparaison.

(c) Effectuons le développement limité de la fonction In(1 + ) :

In(1+z) = i %xk + 2™e(z),
k=1

avec €(x) — 0 quand © — 0.

1
Ici on souhaite appliquer ce développement limité en x = —, on peut le faire puisque
n

1
— — 0 quand n — o0, donc :
n

1 Do 1\ 1\ /1
Infl1+—|= AR = ).
n( * n) Z k n * n ¢ n
k=1
Si on considére ce développement & ’ordre 1, on obtient :
1 1 1
n{l+—-)==-+0(—=]-
n n n
Ainsi le terme général de la série s’écrit, sous la forme :
1 1 1 1 1 1
——ln(l+—)=——-(=40(=]|)=0(=).
n n n n n2 n?

. 1 . .
Or la série de terme général — converge d’apres le critére de Riemann, donc par com-
n

1 1
Z (—ln<1+—)>
n n
n>1
converge.

De plus, elle converge également absolument puisque la valeur absolue de son terme
général est égale A son terme général (puisque la série est & termes positifs).

paraison la série :

7. Déterminons la nature de la série :

> sin <1+ %)

n>1



(a) Tout d’abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +oo.
lim  sin (14— in(1) # 0
1m Sin — = Sin .

n—-4oo n
Donc la série : .
> (1+2)
n
n>1
diverge grossiérement.
8. Déterminons la nature de la série :
3 (=1)"In(n)
nZ+n

n>1

(a) Tout d’abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +oo.
On peut encadrer le terme général de cette série de la maniére suivante pour tout n > 1 :

In(n) < (=)™ 1n(n) < In(n)

n2+n-" n24+n T nZ4+n’

Ainsi si on passe a la limite, d’aprés le théoréme des Gendarmes, on a :

L (D)
n—>+40o n2 +n

Donc la série ne diverge pas grossiérement.

(b) Ensuite, on regarde si la série est & termes positifs.
Ici on reconnait une série alternée, par conséquent cette série n’est pas & termes positifs,
on doit donc utiliser les résultats propres aux séries alternées.

(c) Lorsqu’on a une série alternée, la premiére chose & vérifier est sa convergence absolue.
On considére donc la valeur absolue du terme général (ce qui nous raméne a une série
a termes positifs) :

(=)™ 1n(n) In(n)
n2+n T n24n
On va comparer les suites :
_In(n) 1
T TR
On a:
In(n)
B} 3/2] 3/2]
lm U= g PPER gy POO) g VTG g )
n—s+00 Up, n—s-+oo 1 n—s—+oo 77,2 +n n—s-+oo 9 1 n—s—+oo 1/2 1
32 ne 1+ - n 1+ -

1 3
Or la série de terme général —375 converge d’aprés le critére de Riemann (car o = 3 > 1),
n
(=1)"In(n)

donc par comparaison la série de terme général o
n?+n

converge.

Ce qui signifie que la série :
3 (=1)"In(n)
2
1 n“+n
converge absolument (donc en particulier elle converge, puisque la convergence absolue
implique la convergence).

9. Déterminons la nature de la série :

2n + 3"
Z n!

n>0



(a) Tout d’abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +oo.
Pour cela, on va tout d’abord déterminer un équivalent du terme général afin que la
limite soit plus simple & calculer.

2n + 3" 3"
n! T

Donc :
. 2n + 3™
llm — =

n<—-+oo n!

0.

Donc la série ne diverge pas grossiérement.

b) Ensuite, on regarde si la série est & termes positifs.
g
Pour tout n > 0, on a :
n!l>0=1>0,

et
2n+3">1>0.
Donc : 5 qn
n+3" > 0.
n! -

Donc la série est a termes positifs, on peut donc utiliser les théorémes de comparaison.
(c) A I’étape (a), on a déterminé un équivalent du terme général :
2n+3" 3"
n! n!’

n
Or la série de terme général — est convergente (on reconnait le terme général de la
n

série exponentielle), donc par comparaison la série :
n!
n>0
converge.

De plus, elle converge également absolument puisque la valeur absolue de son terme
général est égale A son terme général (puisque la série est & termes positifs).

10. Déterminons la nature de la série :
einfr/ll

= n-+1

(a) On reconnait une série trigonométrique, on souhaite donc appliquer le résultat du cours
sur ce type de série.

On pose alors :
1

n+1

Ay =

On souhaite montrer que la suite («), est & termes positifs, décroissante et convergeant
vers 0.
— Pour tout n > 0, on a :

1

>0
n+1-""

ay =

donc la suite (o, ), est bien & termes positifs.
— Pour tout n >0 :

1 1
=< =
BRI T R
donc la suite (a,), est bien décroissante.
-~ Ona:
. . 1
lim o, = lim =
n—s-+o0o n—4oo N + 1

Donc la suite (o), est bien décroissante.



Par conséquent, nous sommes en mesure d’appliquer le résultat sur les séries trigonométriques
) )
qui nous dit que la série de terme général o, e’ converge pour ¢ € R\ 27Z.

Ici t = % € R\ 27Z, donc la série :

einﬂ'/ll

n+1

converge.
On peut remarquer qu’elle ne converge pas absolument puisque la valeur absolue de son

terme général vaut 1 qui est équivalent & — (le terme général de la série harmonique
n
qui diverge).
11. Déterminons la nature de la série :

Z(—l)" sin %

n>1

(a) Tout d’abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +oo.
On peut encadrer le terme général de la série par :

1 1 1
—sin— < (—1)"sin — <sin—.
n n n

Donc d’aprés le théoréme des gendarmes, on a :

1
lim (—1)"sin— =0.
n—-4oo n

Donc la série ne diverge pas grossiérement.

(b) Ensuite, on regarde si la série est & termes positifs.
Ici on reconnait une série alternée, par conséquent cette série n’est pas a termes positifs,
on doit donc utiliser les résultats propres aux séries alternées.

(c) Lorsqu’on a une série alternée, la premiére chose & vérifier est sa convergence absolue.
On considére donc la valeur absolue du terme général (ce qui nous raméne a une série
a termes positifs) :

1
—1)" sin —
’( ) sin

Utilisons le développement limité de sin au voisinage de 0 afin de déterminer un équiv-
alent de sin —.

. n
On sait que :

)

: ~ (=D
sin(x) = : mx%-{-l + 2% 3 ¢(z)
=0

avec €(x) — 0 quand x — 0.

1 1
On peut appliquer ce développement en x = — car — — 0 quand n —> oo, ainsi, on
n n

obtient ’équivalent suivant :
1 1

sin — ~ —.
non

Par conséquent, si on considére la valeur absolue du terme général de la série :

ne converge pas absolument.



(d) Comme la série alternée ne converge pas absolument, on doit alors utiliser soit le critére
spécial des séries alternées, soit la régle d’Abel.
Essayons d’appliquer le critére spécial des séries alternées.
On pose pour tout n > 1 :
o, = sin —.
n
Pour que le critére spécial des séries alternées s’applique, il faut montrer que la suite
(an)rn est une suite de réels positifs, décroissante et convergeant vers 0.
— Pour tout n > 1, 0n a:

1
a, =sin— >0,
n
car la fonction sinus est positive sur [0, 1].

Donc la suite (o, ), est bien & termes positifs.
— Pour déterminer la décroissance de la suite (a,)n, étudions la fonction sin sur [0, 1]

1
(car 0 < = <1).
n
La fonction sin est dérivable sur [0,1] et de dérivée valant :
[/ (z) = cosz.

Or sur [0, 1] la fonction cosinus est positive donc la fonction sin est croissante.
Le fait que cette fonction soit croissante signifie que pour z < y, on a :

flx) < fy).
Par conséquent, comme :
1 1
< )
n+l " n
alors : ) . . .
=gin—— < Z ) =sin=.
f <n+1) Smn—l—l _f<n> sin —
Donc : 1
Qp41 = sin <sin — = ay,.
n n
Donc la suite («,) est bien décroissante.
— Enfin :
lim «, = lim sin— =0.
n—-4oo n—-4oo n

Donc la suite (o, ) converge bien vers 0.
On vient de vérifier toutes les hypothéses du critére spécial des séries alternées, donc
d’apreés ce critére la série :

converge.

12. Déterminons la nature de la série :
nln(n)

2 WGy

(a) Tout d’abord, on regarde si le terme général de la série tend vers 0 en +oo.
A priori, la limite du terme général ne semble pas facile & calculer & cause des puissances
In(n) et n, on va donc utiliser la régle de Cauchy pour déterminer la nature de cette
série.
On a:

1/n

= 1.
5o In(n)

nln(n)

In(n)/n
In(n)” " ’

lim
n—-+oo




Par conséquent d’apreés la régle de Cauchy, la série :
Z nln(n)
2 ()"

converge.
De plus, elle converge également absolument puisque la valeur absolue de son terme
général est égale A son terme général (puisque la série est & termes positifs).
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