
Corre
tion de l'exer
i
e 2.6, a)

Énon
é :

On 
onsidère la série entière réelle :

∑

n≥0

(n2 + n+ 1)xn.

1. Déterminer le rayon de 
onvergen
e de 
ette série.

2. Cal
uler la somme de 
ette série dans son intervalle de 
onvergen
e.

Corrigé

1. On utilise le 
ritère de d'Alembert, on 
al
ule don
 :
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Don
 le rayon de 
onvergen
e de la série vaut :

R =
1

ρ
= 1.

2. Déterminons la somme de 
ette série entière pour tout x ∈ I =]− 1, 1[ l(intervalle de 
onver-

gen
e.

Tout d'abord, on peut dé
ouper 
ette somme en trois :

∞
∑

n=0

(n2 + n+ 1)xn =

∞
∑

n=0

n2xn +

∞
∑

n=0

nxn +

∞
∑

n=0

xn.

Pour le dernier terme, on re
onnaît une série géométrique de raison x don
 :

∞
∑

n=0

xn =
1

1− x
.

Déterminons maintenant la somme du se
ond terme. Ce se
ond terme ressemble à une série

géométrique, 
ependant on a en plus le terme n devant xn
.

1



Dérivons la série géométrique :

(

∞
∑

n=0

xn

)′

=

∞
∑

n=1

nxn−1.

De plus :

(

1

1− x

)′

= −
−1

(1− x)2
=

1

(1 − x)2
.

Et 
omme :

∞
∑

n=0

xn =
1

1− x
,

alors leurs dérivées sont égales, don
 :

1

(1− x)2
=

∞
∑

n=1

nxn−1.

Ainsi, si on 
onsidère le se
ond terme de la somme re
her
hée, on a :

∞
∑

n=0

nxn = 0 +
∞
∑

n=1

nxn,

=

∞
∑

n=1

nxn
x

x
,

= x

∞
∑

n=1

nxn−1,

=
x

(1− x)2
.

d'après l'égalité 
i-dessus.

Déterminons maintenant la somme du premier terme, ie :

∞
∑

n=0

n2xn.

Pour faire apparaître un n2
, on peut dériver la série :

∞
∑

n=0

nxn.

On obtient :

(

∞
∑

n=0

nxn

)′

=

∞
∑

n=1

n2xn−1.

Or d'après le 
al
ul qu'on a e�e
tué pré
édemment, on sait que :

∞
∑

n=0

nxn =
x

(1 − x)2
.

Don
 :

∞
∑

n=1

n2xn−1 =

(

x

(1− x)2

)′

=
1(1− x)2 − x2(−1)(1− x)

(1− x)4
=

(1− x) + 2x

(1 − x)3
=

1 + x

(1− x)3
.
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Par 
onséquent pour le premier terme, on a :

∞
∑

n=0

n2xn = 0 +

∞
∑

n=1

n2xn,

=

∞
∑

n=1

n2xn
x

x
,

= x

∞
∑

n=1

n2xn−1,

=
x(1 + x)

(1− x)3
.

Au �nal, si on ajoute tous les termes, on obtient pour x ∈ I :

∞
∑

n=0

(n2 + n+ 1)xn =
x(1 + x)

(1− x)3
+

x

(1 − x)2
+

1

1− x
,

=
x(1 + x) + x(1− x) + (1 − x)2

(1− x)3
,

=
x+ x2 + x− x2 + 1 + x2

− 2x

(1− x)3
,

=
x2 + 1

(1− x)3

Ainsi, pour tout x ∈ I, la somme de la série entière vaut :

∞
∑

n=0

(n2 + n+ 1)xn =
x2 + 1

(1− x)3
.
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