Correction de I'exercice 2.6, a)

2

Enoncé :

On considére la série entiére réelle :

z:(n2 +n+1)z".

n>0

1. Déterminer le rayon de convergence de cette série.

2. Calculer la somme de cette série dans son intervalle de convergence.

Corrigé

1. On utilise le critére de d’Alembert, on calcule donc :
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Donc le rayon de convergence de la série vaut :
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2. Déterminons la somme de cette série entiére pour tout x € I =] — 1, 1] I(intervalle de conver-

gence.
Tout d’abord, on peut découper cette somme en trois :

io:(n2 +n+1)z" = in%ﬁ” + inm" + ix”
n=0 n=0 n=0 n=0

Pour le dernier terme, on reconnait une série géométrique de raison x donc :

Déterminons maintenant la somme du second terme. Ce second terme ressemble & une série
géométrique, cependant on a en plus le terme n devant z™.



Dérivons la série géométrique :
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De plus :
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alors leurs dérivées sont égales, donc :
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Ainsi, si on consideére le second terme de la somme recherchée, on a :
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d’aprés l'égalité ci-dessus.
Déterminons maintenant la somme du premier terme, ie :
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2, on peut dériver la série :

Pour faire apparaitre un n

On obtient :

nz:;)nxn:(lfx)?
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Par conséquent pour le premier terme, on a :
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Au final, si on ajoute tous les termes, on obtient pour z € I :

oo

9 n T4z T 1
2 (n* +nt lat = (1(—+x)3+(1—$)2+1—x’

n=0

r(l+z)+z(1—2)+ (1 —x)?

(1—=) ’

r+al+r—a?+1+2% -2

- (1—a) ’
22 +1
IR

Ainsi, pour tout z € I, la somme de la série entiére vaut :
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