
Corretion de l'exerie 2.7

Énoné :

1. Trouver le développement en série entière en 0 de f(x) = (1 + x)−2
:

(a) en dérivant le développement en série entière de (1 + x)−1
;

(b) en multipliant le développement en série entière de (1 + x)−1
par lui-même ;

() en utilisant le développement en série entière de (1 + x)α pour α = −2.

2. Déterminer l'intervalle sur lequel e développement est valable.

3. En déduire les valeurs des dérivées suessives de f en 0. Le véri�er par le alul.

Corrigé

1. (a) Le développement en série entière de la série géométrique de raison x est :

∞
∑

n=0

xn =
1

1− x
.

Par onséquent, le développement en série entière de (1 + x)−1
est donné par :

(1 + x)−1 =
1

1 + x
=

∞
∑

n=0

(−x)n.

(il su�t de faire remplaer x par −x dans le développement en série entière de la série

géométrique).

Dérivons maintenant e développement en série entière :

(

∞
∑

n=0

(−x)n

)

′

=

∞
∑

n=1

n(−1)(−x)n−1.

Dérivons maintenant (1 + x)−1
:

(

1

1 + x

)

′

=
−1

(1 + x)2
.

Par onséquent, omme :

1

1 + x
=

∞
∑

n=0

(−x)n.

Alors leurs dérivées sont égales, e qui signi�e :

−1

(1 + x)2
=

∞
∑

n=1

n(−1)(−x)n−1,

1

(1 + x)2
=

∞
∑

n=1

n(−x)n−1.

On a don obtenu le développement en série entière de (1 + x)−2
.
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(b) Multiplions le développement en série entière de (1 + x)−1
par lui-même.

On sait que :

(1 + x)−1 =
1

1 + x
=

∞
∑

n=0

(−x)n.

E�etuons le produit :

1

1 + x
×

1

1 + x
=

∞
∑

n=0

(−x)n ×

∞
∑

n=0

(−x)n,

=
∞
∑

n=0

(−1)nxn ×
∞
∑

n=0

(−1)nxn,

=

∞
∑

n=0

(

n
∑

p=0

(−1)p(−1)n−p

)

xn
en utilisant la formule du produit de Cauhy de deux séries,

=

∞
∑

n=0

(

n
∑

p=0

(−1)n

)

xn,

=
∞
∑

n=0

(−1)n

(

n
∑

p=0

1

)

xn,

=

∞
∑

n=0

(−1)n(n+ 1)xn,

=

∞
∑

n=0

(n+ 1)(−x)n.

On e�etue maintenant un hangement d'indie, on pose :

j = n+ 1, don n = j − 1,

Comme 0 ≤ n ≤ +∞, alors 0 ≤ j − 1 ≤ +∞, don 1 ≤ j ≤ +∞ don :

∞
∑

n=0

(n+ 1)(−x)n =
∞
∑

j=1

j(−x)j−1.

Ainsi, on retrouve bien que :

1

(1 + x)2
=

∞
∑

n=1

n(−x)n−1.

() Le développement en série entière de (1 + x)α est :

(1 + x)α = 1 +
∞
∑

n=1

1

n!





n−1
∏

j=0

(α− j)



 xn.
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Ainsi, en prenant α = −2, on obtient :

(1 + x)−2 =
1

(1 + x)2
,

= 1 +
∞
∑

n=1

1

n!





n−1
∏

j=0

(−2− j)



 xn,

= 1 +
∞
∑

n=1

1

n!





n−1
∏

j=0

(−1)(2 + j)



 xn,

= 1 +
∞
∑

n=1

1

n!
(−1)n





n−1
∏

j=0

(2 + j)



 xn,

= 1 +
∞
∑

n=1

1

n!
(−1)n(2 + n− 1)!xn,

= 1 +

∞
∑

n=1

1

n!
(−1)n(n+ 1)!xn,

= 1 +

∞
∑

n=1

(n+ 1)(−1)nxn
ar (n+ 1)! = (n+ 1)× n!.

On e�etue un hangement d'indie, on pose :

j = n+ 1, don n = j − 1.

Comme 1 ≤ n ≤ ∞, alors 1 ≤ j − 1 ≤ ∞ et don 2 ≤ j ≤ ∞ don :

1

(1 + x)2
= 1 +

∞
∑

j=2

j(−x)j−1 =

∞
∑

j=1

j(−x)j−1.

(ar 1× (−x)0 = 1).

2. Déterminons l'intervalle sur lequel e développement est valable.

Comme le développement en série entière de (1 + x)−1
est valable pour tout x ∈ R tel que

|x| < 1 et omme on a obtenu le développement en série entière de la fontion f à partir de

la dérivée du développement en série entière de (1 + x)−1
, alors le développement en série

entière de f est valable pour x tel que |x| < 1 don l'intervalle de onvergene est :

I =]− 1, 1[.

3. D'après la formule de Taylor appliquée à la fontion f en 0, on a :

f(x) =

∞
∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn.

Or d'après la question préédente, on sait que la série entière en 0 de f vaut :

∞
∑

n=1

n(−x)n−1 =
∞
∑

n=0

(n+ 1)(−x)n =
∞
∑

n=0

(n+ 1)(−1)nxn.

Par onséquent, on peut identi�er les deux développements et on obtient ainsi que pour tout

n ≥ 0 :

f (n)(0)

n!
= (n+ 1)(−1)n.

Don pour tout n ≥ 0, on a :

f (n)(0) = (n+ 1)!(−1)n.

E�etuons maintenant la véri�ation par le alul.

On a :

f(x) =
1

(1 + x)2
,
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don :

f(0) = 1 = (0 + 1)!(−1)0 = f (0)(0).

Don la formule est vraie à l'ordre 0.
On a :

f ′(x) =
−2

(1 + x)3
,

don :

f ′(0) = −2 = 2!(−1)1 = f (1)(0).

Don la formule est vraie au premier ordre.

Ensuite :

f ′′(x) = (−2)(−3)
1

(1 + x)4
,

don :

f ′′(0) = (−2)(−3) = (−1)23! = f (2)(0).

Don la formule est vraie à l'ordre 2.
Par réurrene, on peut montrer que pour tout k ≥ 1 :

f (k)(x) = (−2)(−3) . . . (−(k + 1))
1

(1 + x)k+2
,

don :

f (k)(0) = (−2) . . . (−(k + 1)) = (−1)k(k + 1)!

Ainsi, on obtient bien le résultat voulu.
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