Correction de 'exercice 2.9

1. Trouver, sous forme de séries entiéres, des solutions de I’équation différentielle :

(1—2%)y —ay=0.
Donner le rayon de convergence de ces solutions. A-t-on obtenu toutes les solutions ?

2. Résoudre I'équation différentielle de maniére classique et vérifier le calcul fait dans la premiére
question en développant en série entiére en 0 les solutions obtenues.

Corrigé

1. On pose :
o0
v=3 o
n=0

Si on dérive cette série entiére, on obtient :

oo ! oo
= g az” | = g nap,z™ !
n=0 n=1

Par conséquent, si on considére I’équation différentielle et qu’on remplace y et 3’ par leurs
développements en séries entiéres, on a, :

o0 o0
(1—2%)y —ay=(1—2? Z napz" ! —x Z anx™,
n=0

n=1

oo o o
= g napz" "t — E nanz" Tt — E anpz"
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On effectue trois changements d’indice (un sur chaque somme) afin de se ramener a une série
en z".

Pour la premiére série, on pose j = n—1,ien = j+ 1. Comme 1 < n < +o0, alors
1<j+1< 400, donc0 < j < +oo.

Pour la deuxiéme somme, on pose k = n+ 1,ie n = k — 1. Comme 1 < n < 400, alors
1<k—-1< 400, donc 2 <k < +o0.

Pour la troisiéme série, on pose [ = n+ 1, doncn = [ — 1. Comme 0 < n < +o0, alors
0<l—1<+o00,donc 1< < +c0.

Ainsi, on obtient :

(1 -2y —ay = Z(g +Dajp2f — Z(k — Dag_12" Zal 12t
§=0 k=2
= Z(n + Dapri12"™ — Z(n —1Dap—12" Z 1"
n=0 n=2
= (0+ Dagr12° + (1 + Vayp12t + Z(n + Dapy12"™ — Z(n —Danp_12™ —aj_12' — Z ap_12",
n=2 n=2 =

= a1 + 2a02 — agx + Z ((n+ Dapy1 — (n— Dap—1 — ap—1) z",
n=2

= a1 + (2a2 — ag)r + Z ((n+ Dapt1 — nap—1)x
n=2



Comme on sait que :
(1 -2y —ay =0,

alors on doit avoir :

a1+ (2a2 — ag)x + Z ((n 4+ 1ap+1 — nap—1)z™ = 0.

n=2

0 on obtient comme condition :

Ainsi, si on considére le terme en x
ap = 0.
Si on considére le terme en !, on obtient :
2(12 —apg = 0.
Et si on considére pour n > 2, le terme en ", on obtient :
(n+1)ant1 — nanp—1 = 0.
Ces conditions se réécrivent sous la forme :

a; = O,
2(12 = ao,
(n+ Dap+1 =nap—1 Vn > 2.

On remarque que comme a1 = 0, si on regarde la condition quand n = 2, elle nous donne :
3ag = 2a1 = 0.
Si on considére la condition quand n = 4, on trouve :
5a5 = 4az = 0.
On peut alors montrer que pour tout n impair, on a :
a, = 0.

Ensuite, si on considére la condition pour n = 3, on trouve :

3
dag = 3as = 5(10.

Donc :
3
“= et
Pour n = 5, on trouve :
6 5 5% 3
ag = bay = ao.
6 1= o
Donc :
. 9x3
6= g xax2™

On peut montrer que pour tout p > 1, on a :

2p+1)x(2p—1)x(2p—3)x...x3
(2p+2)x2px...x2

A2p42 = agp-



On souhaite maintenant simplifier cette fraction en faisant apparaitre des factoriels. Si on la
multiplie et on la divise par son dénominateur, on a :

2p+1)x(2p—1)x(2p—3) x...x3
(2p+2)x2pXx...%x2
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2p+2) X 2p X ... %2 2p+2)x2px ... x2

2p+2)2p+1D(2p)(2p—1) x...3x2

B (2p+2)x2px...x2)*

_ (2p+2)!

C((2p+2)x2px ... %x2)

B (2p+2)!

TR+ ) xR 2p—Dx. x2x 12

 (2p+2)!

T

A2pt+2 = ao,

ag,
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Ainsi pour tout j > 0, on a (en effectuant le changement d’indice 2j = 2p+2,ie j=p+1) :

)
J .
(27(5)1?
Par conséquent, les solutions sous forme de séries sont de la forme :
_ - 2p __ - (2p) 2p __ - (2p)' 2p
Yy = AnT a2px sapx™" = agp ——— .
7;) Z Z 5 (27(p)))? ,,ZZO (2r(p)!)

Déterminons le rayon de convergence de cette série entiére. On utilise la régle de d’Alembert
(comme on a une série lacunaire, on doit inclure dans la régle de d’Alembert les termes en
puissances de z) :
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Par ocnséquent, on sait que cette série converge lorsque :
2?<1 donc —1l<z<l.
Ainsi le rayon de convergence de cette série entiére est, :

R=1



On a donc obtenu les solutions de ’équation différentielle qui sont développables en séries
entiéres. On n’a donc pas obtenu toutes les solutions a priori, puisqu’on pourrait avoir des
solutions non développables en séries entiéres.
. Résolvons I’équation différentielle de maniére directe. L’équation différentielle se réécrit sous
la forme : ,
Y x
L =" VzeR\{-1,1}.
i VL)
e [0

Intégrons cette équation entre [0, 2] :

In(y(2)) = 5+ In(1 ~ ) + In(y(0),
In(y(=)) = In (1 = %) 7/2) + In(y(0)),
In(y()) = In (1= 2272 x y(0))
y(z) = (1= 2572 x y(0),
1
)1/231(0),

1—22
1

y(2) = ﬁy(

Par conséquent, en résolvant de maniére directe ’équation différentielle, on trouve des solu-
tions de la formes :

y(z) = (

0).

1
y(x) = \/T—z?y(o)'

Or le développement en série entiére de (1 + x)® pour a € R s’écrit sous la forme :

“ala—1)x..x(a—n+1
(g =1 30 e ) o
n=1 :



Donc :

:1+§%(—% (—%—1) I (———n+1))(—$2)”,
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= T
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Donc les solutions de ’équation différentielle sont de la forme :

y(@) = () S 2L pon,

“— (2mn!)?

Ce qui correspond bien & ce qu’on a trouvé a la premiére question (puisque ag = y(0)).



