
Corre
tion de l'exer
i
e 2.9

Énon
é :

1. Trouver, sous forme de séries entières, des solutions de l'équation di�érentielle :

(1 − x2)y′ − xy = 0.

Donner le rayon de 
onvergen
e de 
es solutions. A-t-on obtenu toutes les solutions ?

2. Résoudre l'équation di�érentielle de manière 
lassique et véri�er le 
al
ul fait dans la première

question en développant en série entière en 0 les solutions obtenues.

Corrigé

1. On pose :

y =

∞
∑

n=0

anx
n.

Si on dérive 
ette série entière, on obtient :

y′ =

(

∞
∑

n=0

anx
n

)

′

=

∞
∑

n=1

nanx
n−1.

Par 
onséquent, si on 
onsidère l'équation di�érentielle et qu'on rempla
e y et y′ par leurs

développements en séries entières, on a :

(1 − x2)y′ − xy = (1− x2)

∞
∑

n=1

nanx
n−1 − x

∞
∑

n=0

anx
n,

=

∞
∑

n=1

nanx
n−1 −

∞
∑

n=1

nanx
n+1 −

∞
∑

n=0

anx
n+1.

On e�e
tue trois 
hangements d'indi
e (un sur 
haque somme) a�n de se ramener à une série

en xn
.

Pour la première série, on pose j = n − 1, ie n = j + 1. Comme 1 ≤ n ≤ +∞, alors

1 ≤ j + 1 ≤ +∞, don
 0 ≤ j ≤ +∞.

Pour la deuxième somme, on pose k = n + 1, ie n = k − 1. Comme 1 ≤ n ≤ +∞, alors

1 ≤ k − 1 ≤ +∞, don
 2 ≤ k ≤ +∞.

Pour la troisième série, on pose l = n + 1, don
 n = l − 1. Comme 0 ≤ n ≤ +∞, alors

0 ≤ l − 1 ≤ +∞, don
 1 ≤ l ≤ +∞.

Ainsi, on obtient :

(1− x2)y′ − xy =

∞
∑

j=0

(j + 1)aj+1x
j −

∞
∑

k=2

(k − 1)ak−1x
k −

∞
∑

l=1

al−1x
l,

=

∞
∑

n=0

(n+ 1)an+1x
n −

∞
∑

n=2

(n− 1)an−1x
n −

∞
∑

n=1

an−1x
n,

= (0 + 1)a0+1x
0 + (1 + 1)a1+1x

1 +

∞
∑

n=2

(n+ 1)an+1x
n −

∞
∑

n=2

(n− 1)an−1x
n − a1−1x

1 −
∞
∑

n=2

an−1x
n,

= a1 + 2a2x− a0x+

∞
∑

n=2

((n+ 1)an+1 − (n− 1)an−1 − an−1)x
n,

= a1 + (2a2 − a0)x+

∞
∑

n=2

((n+ 1)an+1 − nan−1)x
n.
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Comme on sait que :

(1 − x2)y′ − xy = 0,

alors on doit avoir :

a1 + (2a2 − a0)x+

∞
∑

n=2

((n+ 1)an+1 − nan−1)x
n = 0.

Ainsi, si on 
onsidère le terme en x0
, on obtient 
omme 
ondition :

a1 = 0.

Si on 
onsidère le terme en x1
, on obtient :

2a2 − a0 = 0.

Et si on 
onsidère pour n ≥ 2, le terme en xn
, on obtient :

(n+ 1)an+1 − nan−1 = 0.

Ces 
onditions se réé
rivent sous la forme :











a1 = 0,

2a2 = a0,

(n+ 1)an+1 = nan−1 ∀n ≥ 2.

On remarque que 
omme a1 = 0, si on regarde la 
ondition quand n = 2, elle nous donne :

3a3 = 2a1 = 0.

Si on 
onsidère la 
ondition quand n = 4, on trouve :

5a5 = 4a3 = 0.

On peut alors montrer que pour tout n impair, on a :

an = 0.

Ensuite, si on 
onsidère la 
ondition pour n = 3, on trouve :

4a4 = 3a2 =
3

2
a0.

Don
 :

a4 =
3

4× 2
a0.

Pour n = 5, on trouve :

6a6 = 5a4 =
5× 3

4× 2
a0.

Don
 :

a6 =
5× 3

6× 4× 2
a0.

On peut montrer que pour tout p ≥ 1, on a :

a2p+2 =
(2p+ 1)× (2p− 1)× (2p− 3)× . . .× 3

(2p+ 2)× 2p× . . .× 2
a0.
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On souhaite maintenant simpli�er 
ette fra
tion en faisant apparaître des fa
toriels. Si on la

multiplie et on la divise par son dénominateur, on a :

a2p+2 =
(2p+ 1)× (2p− 1)× (2p− 3)× . . .× 3

(2p+ 2)× 2p× . . .× 2
a0,

=
(2p+ 1)× (2p− 1)× (2p− 3)× . . .× 3

(2p+ 2)× 2p× . . .× 2
a0 ×

(2p+ 2)× 2p× . . .× 2

(2p+ 2)× 2p× . . .× 2
,

=
(2p+ 2)(2p+ 1)(2p)(2p− 1)× . . . 3× 2

((2p+ 2)× 2p× . . .× 2)
2

a0,

=
(2p+ 2)!

((2p+ 2)× 2p× . . .× 2)2
a0,

=
(2p+ 2)!

(2(p+ 1)× 2p× 2(p− 1)× . . .× 2× 1)
2
a0,

=
(2p+ 2)!

(2p+1(p+ 1)!)2
a0.

Ainsi pour tout j ≥ 0, on a (en e�e
tuant le 
hangement d'indi
e 2j = 2p+2, ie j = p+1) :

a2j =
(2j)!

(2j(j)!)
2
a0.

Par 
onséquent, les solutions sous forme de séries sont de la forme :

y =

∞
∑

n=0

anx
n =

∞
∑

p=0

a2px
2p =

∞
∑

p=0

(2p)!

(2p(p)!)
2
a0x

2p = a0

∞
∑

p=0

(2p)!

(2p(p)!)
2
x2p.

Déterminons le rayon de 
onvergen
e de 
ette série entière. On utilise la règle de d'Alembert

(
omme on a une série la
unaire, on doit in
lure dans la règle de d'Alembert les termes en

puissan
es de x) :

ρ = lim
p−→+∞

∣

∣

∣

∣

∣

x2p+2(2p+ 2)!

(2p+1(p+ 1)!)
2

(2p(p)!)
2

x2p(2p)!

∣

∣

∣

∣

∣

,

= lim
p−→+∞

∣

∣

∣

∣

x2(2p+ 2)(2p+ 1)
22p(p!)2

22p+2((p+ 1)!)2

∣

∣

∣

∣

,

= lim
p−→+∞

∣

∣

∣

∣

∣

x2(2p+ 2)(2p+ 1)
1

22

(

p!

(p+ 1)!

)2
∣

∣

∣

∣

∣

,

= lim
p−→+∞

∣

∣

∣

∣

x2(2p+ 2)(2p+ 1)

4(p+ 1)2

∣

∣

∣

∣

,

= lim
p−→+∞

∣

∣

∣

∣

x2 4p
2 + 6p+ 2

4p2 + 8p+ 4

∣

∣

∣

∣

,

= lim
p−→+∞

∣

∣x2
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

p2
(

4 +
4

p
+

2

p2

)

p2
(

4 +
8

p
+

4

p2

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

= |x2|,
= x2

Par o
nséquent, on sait que 
ette série 
onverge lorsque :

x2 < 1 don
 − 1 < x < 1.

Ainsi le rayon de 
onvergen
e de 
ette série entière est :

R = 1.
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On a don
 obtenu les solutions de l'équation di�érentielle qui sont développables en séries

entières. On n'a don
 pas obtenu toutes les solutions a priori, puisqu'on pourrait avoir des

solutions non développables en séries entières.

2. Résolvons l'équation di�érentielle de manière dire
te. L'équation di�érentielle se réé
rit sous

la forme :

y′

y
=

x

1− x2
∀x ∈ R \ {−1, 1}.

Intégrons 
ette équation entre [0, z] :

∫ z

0

y′(x)

y(x)
dx =

∫ z

0

x

1− x2
dx,

[ln(y(x))]
z
0
=

[

ln(1− x2)

−2

]z

0

,

ln(y(z))− ln(y(0)) =
ln(1 − z2)

−2
− ln(1− 02)

−2
,

ln(y(z)) =
ln(1 − z2)

−2
+ ln(y(0)),

ln(y(z)) =
−1

2
ln(1− z2) + ln(y(0)),

ln(y(z)) = ln
(

(1− z2)−1/2
)

+ ln(y(0)),

ln(y(z)) = ln
(

(1− z2)−1/2 × y(0)
)

,

y(z) = (1− z2)−1/2 × y(0),

y(z) =
1

(1− z2)1/2
y(0),

y(z) =
1√

1− z2
y(0).

Par 
onséquent, en résolvant de manière dire
te l'équation di�érentielle, on trouve des solu-

tions de la formes :

y(x) =
1√

1− x2
y(0).

Or le développement en série entière de (1 + x)α pour α ∈ R s'é
rit sous la forme :

(1 + x)α = 1 +

∞
∑

n=1

α(α − 1)× . . .× (α− n+ 1)

n!
xn.
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Don
 :

1√
1− x2

= (1− x2)−1/2,

= 1 +

∞
∑

n=1

1

n!

(

−1

2
×
(

−1

2
− 1

)

× . . .×
(

−1

2
− n+ 1

))

(−x2)n,

= 1 +

∞
∑

n=1

1

n!

(

−1

2

)(

−3

2

)

× . . .×
(

−2n− 1

2

)

(−1)nx2n,

= 1 +

∞
∑

n=1

1

n!

(−1)× (−3)× . . .× (−(2n− 1))

2× 2× . . .× 2
(−1)nx2n,

= 1 +

∞
∑

n=1

1

n!
(−1)n

1× 3× . . .× (2n− 1)

2n
(−1)nx2n,

= 1 +
∞
∑

n=1

1

n!

1× 3× . . .× (2n− 1)

2n
x2n,

= 1 +

∞
∑

n=1

1

n!2n
1× 2× 3× 4× . . .× 2n

2× 4× 6× . . .× 2n
x2n,

= 1 +
∞
∑

n=1

1

n!2n
(2n)!

2× 1× 2× 2× 2× 3× . . .× 2× n
x2n,

= 1 +

∞
∑

n=1

1

n!2n
(2n)!

2nn!
x2n,

= 1 +

∞
∑

n=1

(2n)!

(2nn!)
2
x2n,

=

∞
∑

n=0

(2n)!

(2nn!)
2
x2n.

Don
 les solutions de l'équation di�érentielle sont de la forme :

y(x) = y(0)
∞
∑

n=0

(2n)!

(2nn!)
2
x2n.

Ce qui 
orrespond bien à 
e qu'on a trouvé à la première question (puisque a0 = y(0)).
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