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Exer
i
e 1

Soit P ∈ Rn[X ]. Soit h ∈ R. On pose :

R(X) = P (h)−

n
∑

k=0

P (k)(X)

k!
(h−X)k

1. Cal
uler R(h), puis R′(X).

2. En déduire que ∀h ∈ R :

P (h) =

n
∑

k=0

P (k)(X)

k!
(h−X)k

Exer
i
e 2

1. Soit n ∈ N. Déterminer le reste de la division eu
lidienne de (X sin θ + cos θ)n par X2 + 1.

2. Déterminer les polyn�mes P de C[X ] dont les restes de la division eu
lidienne par X2 +1 et

X2 − 1 sont tous les deux égaux à 2X − 1.

Exer
i
e 3

Soit θ ∈ R. Soit n ∈ N.

1. Cal
uler sin 4θ et le mettre sous la forme d'un produit de sin θ par un polyn�me en cos θ.

2. Montrer dans le 
as général que sin(n + 1)θ s'é
rit en fon
tion de sin θ, cos θ et n sous la

forme : sin(n+ 1)θ = sin θ Un(cos θ) où Un désigne un polyn�me.
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Exer
i
e 1

Déterminer les polyn�mes P de C[X ] qui véri�ent P (z + 1) = P (z) pour tout z ∈ C.

Exer
i
e 2

Soit P ∈ C[X ].

1. On suppose que ∀k 6= 0, P (k)(1) = 0. Montrer que P est 
onstant.

2. On suppose que P (x) ∈ R pour tout x ∈ [−1, 1]. Montrer que les 
oe�
ients de P sont réels.

Exer
i
e 3

Soit n ∈ N. Soient (xi)0≤i≤n une famille de réels tels que x0 < x1 < . . . < xn.

1. Montrer que pour tout i tel que 0 ≤ i ≤ n, il existe un unique polyn�me Li ∈ Rn[X ] tel que :
Li(xi) = 1 et Li(xj) = 0, ∀j 6= i et 0 ≤ j ≤ n.

2. Prouver que ∀P ∈ Rn[X ] :

P =

n
∑

k=0

P (xk)Lk

En déduire les égalités suivantes :

n
∑

k=0

Lk = 1 et, ∀p ∈ {1, 2, . . . , n}

n
∑

k=0

x
p
kLk = Xp

3. On 
onsidère l'appli
ation φ dé�nie sur Rn[X ] par : φ(P ) =
∫ 1

0
P (x)dx, ∀P ∈ Rn[X ]. Montrer

qu'il existe une famille unique de nombres réels (λi)0≤i≤n telle que :

∀P ∈ Rn[X ], φ(P ) =

n
∑

i=0

λiP (xi)
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Exer
i
e 1

Soient n + 1 polyn�mes P0, . . . , Pn de C[X ] véri�ant ∀k ∈ {0, 1, . . . , n}, degPk = k. Montrer

que ∀λ0, . . . , λn ∈ C, on a :

n
∑

k=0

λkPk = 0 ⇒ λ0 = λ1 = . . . = λn = 0

Exer
i
e 2

Soient A = X2 +X + 1 et B = X2n +Xn + 1.

1. Montrer que A = (X − j)(X − j) où j = e2iπ/3.

2. Déterminer les valeurs de n pour lesquelles A divise B.

Exer
i
e 3

Soit n ∈ N. Soit θ ∈ R.

1. Montrer que cos(n+ 1)θ + cos(n− 1)θ = 2 cos θ cosnθ.

2. En déduire que pour tout n ∈ N, il existe un polyn�me Tn de degré n tel que ∀θ ∈ R,

Tn(cos θ) = cosnθ.

3. Montrer que le polyn�me Tn est l'unique polyn�me véri�ant 
ette égalité. Puis exprimer

Tn+1(X) en fon
tion de Tn(X) et Tn−1(X).

4. En prenant la partie réelle de einθ, montrer que :

Tn(X) =
∑

0≤2k≤n

(

n

2k

)

(X2 − 1)kXn−2k
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