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Exer
i
e 1

On 
onsidère l'espa
e F(R,R) des fon
tions dé�nies sur R et à valeurs dans R muni des lois

usuelles, étudier si les ensembles suivants sont des sous-espa
es ve
toriels :

1. F0 = {f ; f(0) = 0} ;

2. C1 = {f ; f 
ontinue et 
roissante} ;

3. I = {f ; f 
ontinue et

∫ 1

0
f(t)dt = 0}.

On 
onsidère l'espa
e ve
toriel F(N,R) des suites de nombres réels muni des lois usuelles. L'ensem-

ble B des suites bornées en est-il un sous-espa
e ve
toriel ?

Exer
i
e 2

On 
onsidère pour n ∈ N, le polyn�me :

Pn =
n
∏

k=0

(

1 +X2
k
)

Cal
uler les 
oe�
ients de 
e polyn�me.

Exer
i
e 3

1. Résoudre sur C l'équation : z4 + z2 + 1 = 0.

2. En déduire une fa
torisation du polyn�me P = X4 +X2 + 1 dans C[X ], puis dans R[X ].
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Exer
i
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On 
onsidère l'espa
e F(R,R) des fon
tions dé�nies sur R et à valeurs dans R muni des lois

usuelles, étudier si les ensembles suivants sont des sous-espa
es ve
toriels :

1. F0,1 = {f ; f(0) = 0 et f(1) = 0} ;

2. D2 = {f ; f deux fois dérivable et f ′′ + f = 0} ;

3. E = {f ; f 
ontinue et lim|x|→+∞ f(x) = I}, ave
 I ∈ R ∪ {+∞}.

On 
onsidère l'espa
e ve
toriel F(N,R) des suites de nombres réels muni des lois usuelles. L'ensem-

ble C0 des suites qui 
onvergent vers 0 en est-il un sous-espa
e ve
toriel ?

Exer
i
e 2

Déterminer l'unique polyn�me Pn tel que Pn − P ′
n =

1

n!
Xn

.

Exer
i
e 3

1. Résoudre dans C l'équation : z2 − 2z cos θ + 1 = 0.

2. Montrer que si n ∈ N et n ≥ 2 et zk = exp

(

2ikπ

n

)

pour k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} alors :

n−1
∏

k=0

(

z2k − 2zk cos θ + 1
)

= 2 (1− cosnθ)
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Exer
i
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On 
onsidère l'espa
e F(R,R) des fon
tions dé�nies sur R et à valeurs dans R muni des lois

usuelles, étudier si les ensembles suivants sont des sous-espa
es ve
toriels :

1. F1 = {f ; f(0) = 1} ;

2. B = {f ; f bornée}.

On 
onsidère maintenant l'espa
e R3
. L'ensemble F = {(x, y, z) ∈ R3; 2x + y − z = 0} est-il un

sous-espa
e ve
toriel de R3
?

On 
onsidère l'espa
e ve
toriel F(N,R) des suites de nombres réels muni des lois usuelles. L'ensem-

ble C des suites 
onvergentes en est-il un sous-espa
e ve
toriel ?

Exer
i
e 2

Soit P = (X + 1)7 −X7 − 1.

1. Déterminer le degré de P .

2. Montrer que P possède au moins deux ra
ines entières et donner leur ordre de multipli
ité.

3. Démontrer que P est divisible par X − j.

4. Fa
toriser P dans C[X ], puis dans R[X ].

Exer
i
e 3

1. Soit θ un nombre réel appartenant à [0, 2π[. Déterminer le module du nombre 
omplexe

α = 1 + cos θ + i sin θ.

2. Déterminer les nombres 
omplexes z tels que z, 1 + z et

1

z
aient le même module.
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