
ECS 1 Kh�lle 12 2012�2013

Exer
i
e 1

Soit E un K-espa
e ve
toriel de dimension �nie n et soit (e1, . . . , en) une famille libre de E.

La famille F = (e1 − e2, e2 − e3, e3, . . . , en−2, en−1 − en, en − e1) est-elle libre dans E ?

Exer
i
e 2

On note dans K
d
, ek = (1, 1, . . . , 1, k, 1, . . . , 1) où l'entier k se trouve à la k-ième pla
e pour

1 ≤ k ≤ d.

1. Montrer que B = (e1, . . . , ed) est une base de K
d
.

2. Soit v = (x1, . . . , xd) ∈ K
d
. Déterminer les 
omposantes de v dans la base B.

Exer
i
e 3

Soit E un K-espa
e ve
toriel. Soient F, F ′, G,H quatre sous-espa
es ve
toriels de E tels que

F ⊂ H et E = F ⊕ F ′
.

1. Montrer que H = F ⊕ (H ∩ F ′).

2. Montrer que (F +G) ∩H = F + (G ∩H).
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i
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1. Si (P1, . . . , Pn) est une famille de n polyn�mes non nuls de K[X ] é
helonnée en degré (ie

degP1 < degP2 < . . . < degPn). Montrer que 
ette famille est libre dans K[X ].

2. Si P1(X) = 1, P2(X) = X + 1, P3(X) = (X + 2)2 et P4(X) = (X + 3)3, montrer que

B = (P1, P2, P3, P4) est une base de R3[X ].

Exer
i
e 2

Montrer que toute sous-famille �nie de la famille des appli
ations fα : R −→ R dé�nies ∀α ∈ R,

∀x ∈ R par fα(x) = |x− α| est une famille libre.

Exer
i
e 3

Soient S et S′
deux systèmes de ve
teurs d'un K-espa
e ve
toriel de dimension �nie. Montrer

que :

max{rg(S), rg(S′)} ≤ rg(S ∪ S′) ≤ rg(S) + rg(S′)
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Exer
i
e 1

Montrer que si (a, b, c) est une base de R
3
alors (a+ b+ c, a+ b, 2a+ b− c) est une base de R

3
.

Exer
i
e 2

On se pla
e dans R
3
et on 
onsidère les quatre ve
teurs : v1 = (1, 1,−1), v2 = (1, 2, 4),

v3 = (3,−1, a) et v4 = (2, 3, b). Déterminer a et b de telle sorte que V ect(v1, v2) = V ect(v3, v4).

Exer
i
e 3

Soit A(R,R) l'ensemble des appli
ations de R dans R. On 
onsidère f1 : x 7−→ x2 + x − 1,
f2 : x 7−→ cosx, f3 : x 7−→ ex, f4 : x 7−→ 2x et f5 : x 7−→ x2 + 1.

1. Montrer que V ect(f1, f4, f5) = R2[x].

2. Montrer que V ect(f1, f4, f5) + V ect(f2, f3) = V ect(f1, f4, f5)⊕ V ect(f2, f3).
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