
ECS 1 Kh�lle 13 2012�2013

Exer
i
e 1

Soit :

f : R3 −→ R
3

(x, y, z) 7−→ (y − z,−3x+ 4y − 3z, y − x).

1. Montrer que f est un endomorphisme de R
3
.

2. Déterminer sa matri
e M dans la base 
anonique.

3. Véri�er que M2 − 3M + 2I3 = 0. Que peut-on en déduire ?

4. Soient e1 = (1, 1, 0), e2 = (0, 1, 1) et e3 = (1, 3, 1). Montrer que B = {e1, e2, e3} est une base

de R
3
et exprimer les f(ei) pour i = 1, 2, 3 
omme une 
ombinaison linéaire de e1, e2, e3.

Exer
i
e 2

Soit E un K-espa
e ve
toriel. Soit f ∈ L(E) tel que f ◦ f = −f .

Montrer que E = ker f ⊕ Im f .

Exer
i
e 3

Soit E un K-espa
e ve
toriel. On 
onsidère deux systèmes de ve
teurs S = (u1, u2, . . . , un) et
S′ = (u1, u2, . . . , up) extrait de S.

En utilisant le théorème de la base in
omplète, montrer que si rg(S) = r alors rg(S′) ≥ r + p− n.
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Exer
i
e 1

Soit :

f : R3 −→ R
3

(x, y, z) 7−→ (y − z, x+ y − 2z, y − x).

1. Montrer que f est un endomorphisme de R
3
.

2. Déterminer sa matri
e M dans la base 
anonique et véri�er que M3 = aM2+ bM où a, b ∈ R

sont à pré
iser. Que peut-on en déduire ?

3. Déterminer le noyau et l'image de f .

Exer
i
e 2

Soient f, g deux endomorphismes d'un espa
e ve
toriel E tels que f ◦ g = g ◦ f .
Montrer que ker f et Im f sont stables par g.

Exer
i
e 3

Soit E un K-espa
e ve
toriel de dimension n ave
 n ∈ N
∗
. Soient u, v ∈ L(E).

1. Montrer que :

(a) rg(u ◦ v) = rg v − dim(Im v ∩ keru) ;

(b) rg(u ◦ v) = rgu− dimE + dim(Im v + keru).

2. En déduire que :

rgu+ rg v − dimE ≤ rg(u ◦ v) ≤ inf(rgu, rgv).
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Exer
i
e 1

On 
onsidère e1 = (−1, 1, 1, 1), e2 = (1,−1, 1, 1) et e3 = (1, 1,−1, 1).

1. Déterminer l'unique appli
ation linéaire de R
3
dans R

4
telle que f(i) = e1, f(j) = e2 et

f(k) = e3 où (i, j, k) est la base 
anonique de R
3
.

2. Déterminer le rang de f et 
ara
tériser les ve
teurs de l'image de f .

3. f est-elle inje
tive ?

Exer
i
e 2

Soient f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,G).

1. Montrer que ker f ⊂ ker(f ◦ g).

2. Montrer que Im(g ◦ f) ⊂ Im g.

Exer
i
e 3

Soit E un K-espa
e ve
toriel de dimension (p+1)n ave
 n, p ∈ N
∗
et p ≥ 2. Soit f ∈ L(E) telle

que f3 = 0 et rgf = pn.

Montrer que rg(f2) = n.
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