ECS 1 Kholle 13 2012-2013

Exercice 1

Soit, :
f:R® —R3
(ZC,y,Z) — (y—z,—3$+4y—32:,y—:13).
1. Montrer que f est un endomorphisme de R3.
2. Déterminer sa matrice M dans la base canonique.
3. Vérifier que M? — 3M + 2I3 = 0. Que peut-on en déduire ?
4. Soient e; = (1,1,0), ea = (0,1,1) et e3 = (1,3,1). Montrer que B = {e1, e2, e3} est une base

de R? et exprimer les f(e;) pour i = 1,2, 3 comme une combinaison linéaire de e1, ez, e3.

Exercice 2

Soit E un K-espace vectoriel. Soit f € L(FE) tel que fo f=—F.
Montrer que E = ker f @ Im f.

Exercice 3

Soit F un K-espace vectoriel. On considére deux systémes de vecteurs S = (uy,usg,...,u,) et
S" = (u1,ug,...,up) extrait de S.
En utilisant le théoréme de la base incompléte, montrer que si rg(S) = r alors rg(S’) > r +p — n.
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Exercice 1
Soit :

f:R3 — RS
(:E,y,z)»—>(y—z,x—i—y—Qz,y—:E).

1. Montrer que f est un endomorphisme de R3.

2. Déterminer sa matrice M dans la base canonique et vérifier que M3 = aM?4+bM ot a,b € R
sont & préciser. Que peut-on en déduire ?

3. Déterminer le noyau et 'image de f.

Exercice 2

Soient f, g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E tels que fog=go f.
Montrer que ker f et Im f sont stables par g.

Exercice 3

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n avec n € N*. Soient u,v € L(E).
1. Montrer que :

(a) rg(uowv) =rgv —dim(Imv Nkeru);

(b) rg(uov) =rgu—dim E + dim(Im v + ker ).

2. En déduire que :
rgu+rgv — dim F < rg(uov) <inf(rgu,rgv).
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Exercice 1
On considére e; = (—1,1,1,1), ea = (1,—1,1,1) et e = (1,1, —1,1).

1. Déterminer 1'unique application linéaire de R® dans R* telle que f(i) = e, f(j) = ez et
f(k) = e ot (i, j, k) est la base canonique de R3.

2. Déterminer le rang de f et caractériser les vecteurs de l'image de f.

3. f est-elle injective ?

Exercice 2

Soient f € L(E,F) et g € L(F,G).
1. Montrer que ker f C ker(f o g).
2. Montrer que Im(go f) C Img.

Exercice 3

Soit E un K-espace vectoriel de dimension (p+ 1)n avec n,p € N* et p > 2. Soit f € L(F) telle
que f3=0etrgf =pn.
Montrer que rg(f?) = n.
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