
ECS 1 Kh�lle 15, type onours 2012�2013

Les exeries sont à traiter dans l'ordre.

Exerie 1 Question de ours

Énoner le théorème de la bijetion.

Exerie 2

Soit λ ∈ R+. On onsidère le polyn�me Pλ = X3 + λX − 1.

1. Montrer que e polyn�me admet un unique zéro réel, noté u(λ).

2. Montrer que la fontion u : λ −→ u(λ) est déroissante pour tout λ ∈ R+.

3. Montrer que ∀λ > 0, on a : u(λ) ≤
1

λ
et en déduire que :

lim
λ−→+∞

u(λ) = 0.

4. (a) Montrer que u est bornée.

(b) Montrer que pour λ, λ0 ∈ R+, on a :

(u(λ)− u(λ0))
(

u(λ)2 + u(λ)u(λ0) + u(λ0)
2 + λ

)

+ (λ− λ0)u(λ0) = 0.

() Montrer que u est ontinue sur R+.

5. Montrer que u est dérivable sur R+ et exprimer u′(λ) en fontion de u(λ).

6. Montrer que u est une bijetion de R+ dans ]0, 1].
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Les exeries sont à traiter dans l'ordre.

Exerie 1 Question de ours

Rappeler la méthode d'étude d'une suite réurrente.

Exerie 2

On onsidère la suite (vn)n∈N dé�nie par :











v0 = 0;

vn+1 =

√

vn +
1

2n
, ∀n ∈ N.

1. Montrer que la suite (vn)n≥0 est bien dé�nie et à termes positifs.

2. (a) Étudier la fontion fn dé�nie sur R+ par pour tout n ∈ N :

fn(x) = x2 − x−
1

2n
.

(b) Montrer que l'équation x2 −x−
1

2n
= 0 possède sur R+ une unique solution qu'on note

αn.

3. (a) Étudier le signe de fn(x)− fn+1(x).

(b) En déduire que la suite (αn)n∈N est déroissante.

() Établir, pour tout n ≥ 2, l'inégalité suivante : vn ≥ αn.

4. (a) Montrer que la suite (vn)n≥0 onverge.

(b) Déterminer la valeur de sa limite.
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Les exeries sont à traiter dans l'ordre.

Exerie 1 Question de ours

Énoner le théorème d'intégration par parties.

Exerie 2

On onsidère une fontion f dé�nie et ontinue sur [0, π] et l'intégrale :

In =

∫

π

0

f(t) sin(nt)dt.

1. On suppose que f est de lasse C1
sur [0, π]. Montrer que la suite In est onvergente de limite

nulle.

2. On suppose ii que f est seulement de lasse C0
sur [0, π]. On veut démontrer que le résultat

préédent est enore valable.

(a) Soit n ∈ N
∗
. Soit F la fontion de R

n
dans R qui à tout n-uplet de réels (a1, . . . , an)

assoie le nombre :

2

π

∫ π

0

(

f(t)−

n
∑

k=1

ak sin(kt)

)2

dt.

Pour tout k ∈ N
∗
, on pose :

bk(f) =
2

π

∫ π

0

f(t) sin(kt)dt.

En�n, on rappelle que pour tous a, b ∈ R, on a :

sin(a) sin(b) =
1

2
(cos(a− b)− cos(a+ b)).

Caluler pour tous k, l ∈ N
∗
, l'intégrale :

∫

π

0

sin(kt) sin(lt)dt.

En déduire que pour tout (a1, . . . , an) ∈ R
n
:

F (a1, . . . , an) =

n
∑

k=1

a2k − 2

n
∑

k=1

akbk(f) +
2

π

∫ π

0

f(t)2dt.

(b) Montrer que F admet un minimum global au point (b1(f), . . . , bn(f)). Quelle est la

valeur de e minimum?

() Montrer que la série

∑

bk(f)
2
est onvergente et donner un majorant de sa somme.

(d) Conlure.
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