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Théorème 0.1 (de Bana
h-Steinhaus) Soit E un espa
e de Bana
h. Soit F un espa
e ve
toriel

normé. On note Lc(E,F ) l'espa
e ve
toriel des appli
ations linéaires 
ontinues de E dans F muni

de la norme ‖|f‖| = sup‖x‖=1 ‖f(x)‖.
Soit H ⊂ Lc(E,F ), alors :

� soit (‖|f‖|)f∈H est borné ;

� soit il existe x ∈ E tel que supf∈H ‖f(x)‖ = +∞.

Démonstration Pour tout k ∈ N, on pose Ωk = {x ∈ E, supf∈H ‖f(x)‖ > k}.
 L'ensemble Ωk est ouvert. En e�et, si x0 ∈ Ωk alors il existe f ∈ H tel que ‖f(x0)‖ > k.

Comme f est 
ontinue alors ∃ρ > 0 tel que ‖f(x)‖ > k pour ‖x− x0‖ < ρ. Don
 la boule B(x0, ρ)
est 
ontenue dans 
haque Ωk.

 Si 
haque Ωk est dense dans E, alors E étant 
omplet, le théorème de Baire assure que ∩k∈NΩk

est dense dans E, en parti
ulier non vide.

Ainsi si on 
hoisit x ∈ ∩kΩk, on a alors supf∈H ‖f(x)‖ = +∞.

 Sinon, il existe k ∈ N tel que Ωk ne soit pas dense dans E. En d'autres termes : il existe x0 ∈ E,

∃ρ > 0 ; B(x0, ρ) ∩ Ωk = ∅ ; de sorte que ∀x ∈ B(x0, ρ), supf∈H ‖f(x)‖ ≤ k.

On en déduit que ∀x ∈ B(0, ρ), ∀f ∈ H :

‖f(x)‖ = ‖f(x+ x0)− f(x0)‖ ≤ ‖f(x+ x0)‖+ ‖f(x0)‖ ≤ 2k


ar x0 ∈ B(x0, ρ) et x+ x0 ∈ B(x0, ρ) (
ar ‖x+ x0 − x0‖ = ‖x‖ ≤ ρ 
ar x ∈ B(0, ρ)).
Par 
ontinuité de 
haque f ∈ H , 
ette inégalité reste vraie sur la boule fermée Bf (0, ρ).
Ainsi ∀f ∈ H , ∀x ∈ E ; ‖x‖ = 1, on a :

‖f(x)‖ =
1

ρ
‖f(ρx)‖ ≤

2k

ρ

don
 ∀f ∈ H , ‖|f‖| ≤
2k

ρ
. D'où le résultat.

Corollaire 0.1.1 (Appli
ation aux séries de Fourier) Il existe des fon
tions 
ontinues dif-

férentes de leur série de Fourier.

On note C0
2π l'ensemble des fon
tions de R dans C 2π-périodique et 
ontinue.

Pour tout f ∈ C0
2π , on note ∀p ∈ Z :

cp(f) =
1

2π

∫ π

−π

f(t)e−iptdt

les 
oe�
ients de Fourier de f .

Pour tout n ∈ N∗
, on 
onsidère l'appli
ation :

ln : C0
2π −→ C

f 7−→
n
∑

p=−n

cp(f)

On munit C0
2π de la norme ‖f‖∞ = sup−π≤t≤π ‖f(t)‖.

Montrons que ln est une appli
ation linéaire 
ontinue et déterminons sa norme, puis 
on
luons en

utilisant le théorème de Bana
h-Steinhaus.
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Démonstration  Montrons que ln est linéaire.

Soient f, g ∈ C0
2π, soit λ ∈ C,

ln(λf + g) =

n
∑

p=−n

cp(λf + g)

=

n
∑

p=−n

1

2π

∫ 2π

0

(λf(t) + g(t))e−iptdt

= λcp(f) + cp(g)

par linéarité de l'intégrale.

 On rappelle que :

n
∑

p=−n

eipt =
sin((2n+ 1) t2 )

sin t
2

= Dn(t)

 Montrons que f est 
ontinue.

On a par dé�nition et par interversion somme �nie, intégrale sur un segment :

ln(f) =
1

2π

∫ π

−π

Dn(t)f(t)dt

Don
 :

|ln(f)| ≤
1

2π
‖f‖∞

∫ π

−π

|Dn(t)|dt

Don
 ln est bien 
ontinue et on sait même que sa norme véri�e l'inégalité :

‖|ln‖| ≤
1

2π

∫ π

−π

|Dn(t)|dt

 Déterminons la norme de ln.

Soit ǫ > 0, on dé�nit une fon
tion de C0
2π par :

fǫ : R −→ C

t 7−→
Dn(t)

|Dn(t)|+ ǫ

On a ‖fǫ‖ ≤ 1 par dé�nition de fǫ et grâ
e au théorème de 
onvergen
e dominée, on obtient :

lim
ǫ−→0,ǫ>0

|ln(fǫ)| =
1

2π

∫ π

−π

|Dn(t)|dt

Ainsi :

‖|ln‖| =
1

2π

∫ π

−π

|Dn(t)|dt

 Con
lusion

On sait que ∀t ∈ R, on a | sin t
2 | ≤ | t2 | don
 pour tout n ∈ N∗

:

‖|ln‖| ≥
1

π

∫ π

0

∣

∣

∣

∣

sin((2n+ 1) t2 )

sin t
2

∣

∣

∣

∣

dt ≥
2

π

∫ (2n+1)π

2

0

∣

∣

∣

∣

sin t

t

∣

∣

∣

∣

dt

via le 
hangement de variable t 7−→
2t

2n+ 1
et par parité de Dn.

Or

∫ +∞

0 | sin t
t
|dt diverge, 
ar :

∫ nπ

(n−1)π

∣

∣

∣

∣

sin t

t

∣

∣

∣

∣

dt ≥
1

nπ

∫ nπ

(n−1)π

| sin t|dt =
2

nπ

et en sommant 
ette relation sur n, on trouve la divergen
e 
ar on retrouve la série harmonique !

On en déduit don
 que ‖|ln‖| −→ +∞.

De plus, l'espa
e C0
2π est 
omplet (
ar fermé de l'espa
e ve
toriel des fon
tions bornées de R dans

C qui est 
omplet) et on peut don
 lui appliquer le théorème de Bana
h-Steinhaus qui entraîne

qu'il existe une fon
tion f ∈ C0
2π telle que supn∈N |ln(f)| = +∞.

Autrement dit, la série de Fourier de f en 0 diverge. La fon
tion f est don
 di�érente de sa série

de Fourier.
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Lemmes utilisés

Dé�nition 0.1 (Espa
e de Baire) On dit qu'un espa
e métrique (E, d) est un espa
e de Baire

si toute interse
tion dénombrable d'ouverts denses dans E est dense dans E, ie si pour toute suite

d'ouverts (On)n∈N telle que ∀n ∈ N, On = E, on a ∩nOn = E.

Théorème 0.2 (de Baire) Tout espa
e métrique 
omplet est un espa
e de Baire.

Démonstration Soit (E, d) un espa
e métrique 
omplet. Soit (On)n une suite d'ouverts

denses dans E. Pour montrer que ∩nOn est dense dans E, il faut montrer que pour tout ouvert V

non vide de E,

V ∩ (∩nOn) 6= ∅

Donnons-nous don
 un ouvert non vide V de E.

Par ré
urren
e, on va 
onstruire une suite Bn de boules fermées de E telles que :

1. ∀n ∈ N, Bn est une boule fermée de rayon non nul et inférieur à

1

2n
;

2. B0 ⊂ O0 ∩ V et ∀n ∈ N, Bn+1 ⊂ On+1∩
◦

Bn.

L'ouvert O0 est dense dans E, don
 O0 ∩V 6= ∅. Or O0 ∩V est un ouvert, il existe don
 une boule

ouverte B(x0, r) in
luse dans O0 ∩ V . Si B0 est la boule fermée de 
entre x0 et de rayon inf{
r

2
, 1},

on a B0 ⊂ O0 ∩ V .

Supposons les boules B0, . . . , Bn 
onstruites et véri�ant (1) et (2). L'ouvert On+1 est dense dans

E, don
 On+1∩
◦

Bn est un ouvert non vide. Il existe don
 une boule ouverte B(x, r) in
luse dans

On+1∩
◦

Bn. Si Bn+1 désigne la boule fermée de 
entre x et de rayon inf{
r

2
,

1

2n+1
}, on a bien

Bn+1 ⊂ On+1∩
◦

Bn. D'où Bn+1 véri�e (1) et (2).
Par 
onstru
tion, (Bn)n∈N est une suite dé
roissante de fermés non vides de E dont le diamètre

tend vers 0.
De plus E est 
omplet, il existe don
 x ∈ E tel que ∩nBn = {x} (
f le lemme qui suit).

Or B0 ⊂ V , don
 x ∈ V . Et d'après la 
ondition (2), on a aussi Bn ⊂ On pour tout n, don
 x ∈ On

pour tout n.

Ainsi x ∈ ∩nOn. Finalement, on a prouvé que V et ∩nOn ont au moins un point 
ommun, d'où le

résultat.

Lemme 0.1 Soit (E, d) un espa
e métrique 
omplet. Soit (Fn)n∈N une suite dé
roissante de fermés

non vides de E telle que le diamètre de Fn tend vers 0 quand n −→ +∞. Alors il existe x ∈ E tel

que ∩nFn = {x}.

Démonstration Notons Γ = ∩nFn.

 Γ 6= ∅. En e�et, 
hoisissons pour tout n ∈ N un point xn dans Fn. Le fait que le diamètre de Fn

tende vers 0 entraîne que la suite (xn)n est de Cau
hy (en e�et si ǫ > 0, si N est 
hoisi tel que le

diamètre de FN soit inférieur stri
t à ǫ, alors pour tout p, q > N , d(xp, xq) < ǫ 
ar xp, xq ∈ FN ),

don
 
onverge dans E puisque E est 
omplet.

Comme les Fp sont fermés et que xn ∈ Fp lorsque n ≥ p, la limite l de (xn) appartient à Fp pour

tout p, don
 à Γ.
 En�n, le fait que le diamètre de Fn tende vers 0 montre que Γ a au plus un élément d'où le

résultat.
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