Théoréme de Brouwer en dimension 2

Références : | | p-22-23, | | p-175-178 ([ D-

Soit D! la boule unité fermée de R? (ie le disque unité). Soit S! la sphére unité de R? (ie le
cercle unité). On identifie R? et C.

Théoréme 0.1 (de Brouwer en dimension 2) Toute application de D' dans D' admet au moins
un point fixe.

Démonstration

Etape 1 : Lemme de non-rétraction de Brouwer

Lemme 0.1 (de non-rétraction de Brouwer) Il n'eziste pas de fonction continue de D dans
St dont la restriction a S' soit Uidentité.

Nous allons montrer mieux que cela : Soit f : D! — C une fonction continue dont la restriction &
S! est impaire.
~+ Montrons que f s’annule dans D'.
Par l’absurde, supposons que f ne s’annule pas dans D'.
e Comme D! est étoilé (par rapport & son centre 0 par exemple) et est un compact non vide de C,
alors d’aprés le lemme qui suit, on sait que les ensembles :
— COpr le groupe multiplicatif des fonctions continues de D' dans C et
— Eps le sous-groupe des exponentielles de fonctions continues de D' dans C*
sont égaux.
Ainsi il existe g : D' — C une fonction continue telle que f = e9.
e Comme la restriction de f & S' est impaire, alors pour tout z € S', on a :
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e La connexité de S! garantit alors I'existence de k € Z tel que pour tout z € S!, on a :
9(2) —g(=2) = (2k + 1)ir

En effet, si on résout ’équation e* = —1 avec z € C, on a qu'il existe z,y € R tels que z = = + iy,
donc I’équation se réécrit : e¥e'¥ = —1. Maintenant en étudiant le module et 'argument de chaque
membre de ’équation, on en déduit que :

=== 1=1
arg(e®) =y =arg(—1) = 2k +1)r aveck € Z

Dot 2 =0 et y = (2k + 1)7, ainsi z = (2k 4+ 1)i7.
e Or la fonction ¢ : z € S' — g(2) — g(—=2) est impaire, en effet :

—¢(=2) = —(9(=2) — 9(2)) = —g(=2) + 9(2) = é(2)

Et I'imparité de cette fonction contredit I'égalité g(2) — g(—z) = (2k + 1)im pour tout z € S, donc
on aboutit & une contradiction, ainsi la fonction f s’annule dans D!.
e On en déduit le lemme de non-rétraction de Brouwer, car s’il existait une fonction continue de



D! dans S! dont la restriction & S! serait ’identité, alors cette fonction restreinte & S' est en
particulier impaire, par conséquent d’aprés ce qu’on vient de montrer elle s’annule dans D! et ceci
est impossible car f est a valeurs dans S! (qui est le cercle unité, donc il n’y pas 0 dessus!).

~~» Montrons le lemme que nous venons d’utiliser.

Lemme 0.2 Soit K un compact non vide de C. Alors :
1. Ex est un ouvert de Ci ;
2. Ex est la composante conneze de la fonction constante égale o 1 dans C ;
3. Si K est étoilé, alors Ex = Ck .
(1) Soit f =eY € Ek, ie g : K — C continue. B
Soit f une fonction de Ck appartenant a la boule de centre f et de rayon inf g | f(2)], ie f € B(f,infx | f(2)]),
alors :

IF = flloo < inf | £(2)]

D’ou : ~
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d’ou § = e (car d’aprés I'inégalité ci-dessus I € D(1,1) le disque de centre 1 et de rayon 1,

ie € C\ R_, donc on peut considérer le logarithme de cette quantité, ie h = L (;)) et donc

f=el9 e Ex, don Ex ouvert.
¢(2) Montrons que Ef est un fermé.
Comme Ef est un sous-groupe de Cg, alors on peut considérer la relation d’équivalence f ~ g < fg~!' € Ex
et on sait que les classes de conjugaison de cette relation d’équivalence forment une partition de
Ck, d’ou :
Ck= |J fBxk=Exu |J fEx
{feCxk} {feCk, f#id}
Ainsi :
Ck \ Ex = U fEK
{feCk, f#id}
Or si on considére application pour f € Ex et f # id :

g—fg

c’est un homéomorphisme, donc E est un ouvert car image réciproque par qﬁf de Fi.
Donc Ck \ Ek est un ouvert car réunion d’ouverts, d’ou Ex fermé.
e Montrons que Ex est connexe par arcs (donc connexe).
On considére le chemin v : ¢ € [0,1] — e/, c’est un chemin reliant 1 4 ¢/ dans Cx donc Ex est
connexe par arcs.
e Montrons que Ek est la composante connexe de la fonction constante égale & 1.
— Eg est connexe et Ex contient la fonction constante égale 4 1 (car 1 = €°), donc Ex est
inclus dans la composante connexe de la fonction constante égale a 1;
— Ek est contenu dans la composante connexe de la fonction constante égale & 1 et Fy est
ouvert et fermé, donc Ex est la composante connexe de la fonction constante égale a 1.
¢(3) Supposons Ek étoilé et montrons qu’alors Ex = Ck.
On peut supposer que K est étoilé en 0 pour simplifier la suite.
Soit f € Ckx. Montrons que f € Ex (on sait dé¢ja que Fx C Ck).
Pour 0 <t <1, soit :

ft K — C*
z— f(tz)
Alors la fonction : ¢t € [0,1] — f; est un chemin reliant z — f(0) & f dans Ck. La connexité
de C* garantit alors ’existence d’un chemin de C* (qui est homéomorphe & ’espace des fonctions

constantes non nulles) reliant 1 et f(0), donc comme F est la composante connexe de la fonction
constante égale & 1, alors f € Fi car il est relié & cette fonction constante égale & 1.



Etape 2 : corps de la démonstration Par labsurde, soit ¢ : D' — D! une fonction
continue et sans point fixe.
A tout z € D!, on associe r(z) le point d’intersection de S' et de la demi-droite d’origine ¢(z) et
passant par z. r(z) s’obtient alors en résolvant le systéme :

r(z) =Mz — ¢(2)) + ¢(z) = Az + (1 — N)¢(z) pour A >0;
Ir(2)II* =1

ie
IA(z = ¢(2)) +8(2) > =1=0
Développons la norme pour trouver une équation de degré 2 en A :

Nz = ¢(2)|* + 2X < z = ¢(2), $(2) > +l|¢(2)[[* =1 =0

Son discriminant vaut :

A=4(<z-(2),0(z) >)* = 4lz = $(2) I (I6(2)]° — 1)

Or pour z € D!, on a ¢(z) € D!, donc le discriminant est strictement positif. Ainsi \ est la racine
positive de cette équation du second degré, elle s’écrit, :

e = < z—¢(2),6(2) > +VA
2]z — ¢(2)I12

Ainsi la fonction z — A(z) est continue, donc la fonction z — r(z) aussi.

De plus, la restriction de r & S est I'identité, donc d’aprés le lemme de non-rétraction de Brouwer,
on aboutit & une contradiction quand & l’existence de la fonction r, donc ¢ admet au moins un
point fixe.

Trucs utilisés

Définition 0.1 (Partie étoilée) Soit E un K-espace vectoriel normé. Une partie A de E est dite
étoilée s’il existe P € A tel que pour tout M € A, le segment [P, M] C A (on dit alors que A est
étoilée par rapport o P). Un tel point P s’appelle un centre de A.

Proposition 0.2 Toute partie étoilée est conneze.

Démonstration Par définition de la connexité.
Proposition 0.3 Une partie ouverte et fermée et contenue dans une composante conneze est la
composante conneze elle-méme.
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