
Théorème de Weierstrass

Référen
e : [QZ06℄ p.518-519.

Théorème 0.1 Soit f : [0, 1] −→ C une fon
tion 
ontinue. Soit ω son module de 
ontinuité

uniforme, ie :

ω(h) = sup{|f(u)− f(v)|; |u− v| ≤ h}
Pour n ≥ 1, on 
onsidère le polyn�me :

Bn(f, x) = Bn(x) =
n
∑

k=0

Ck
nx

k(1 − x)n−kf

(

k

n

)

le n-ième polyn�me de Bernstein de f . Alors :

1. Bn 
onverge vers f uniformément sur [0, 1] ;

2. Plus pré
isément, on a :

‖f −Bn‖∞ ≤ Cω

(

1√
n

)

où C est une 
onstante numérique ;

3. L'estimation (2) est optimale, ie il existe une fon
tion lips
hitzienne f pour laquelle :

‖f −Bn‖ ≥ δ√
n

où δ est une 
onstante numérique.

Démonstration

Première assertion

 Soit x ∈ [0, 1]. Soit X une loi de Bernoulli de paramètre x, ie X ∼ B(1, x). Soient X1, . . . , Xn

un é
hantillon de X . Soit Sn = X1 + . . .+Xn.

On remarque tout d'abord que :

E

(

f

(

Sn

n

))

=

n
∑

k=0

Ck
nx

k(1− x)n−kf

(

k

n

)

= Bn(x)


ar Sn suit une loi binomiale de paramètres n et x, ie Sn ∼ B(n, x), 
ar elle est la somme de n

variables de Bernoulli de paramètre x.

Or d'après la loi faible des grands nombres, on sait que

Sn

n

onverge en probabilités vers E(X) = x,

don
 :

E(f(x)) = f(x) = lim
n−→+∞

E

(

f

(

Sn

n

))

= lim
n−→+∞

Bn(x)

 Nous allons maintenant pré
iser 
ette 
onvergen
e.

Fixons δ ∈]0, 1[ et désignons par ‖.‖∞ la norme sup sur [0, 1]. On a :

f(x)−Bn(x) = E

(

f(x)− f

(

Sn

n

))

D'où :

|f(x)−Bn(x)| ≤ E

(∣

∣

∣

∣

f(x)− f

(

Sn

n

)∣

∣

∣

∣

)

≤ E

(

ω

(∣

∣

∣

∣

x− Sn

n

∣

∣

∣

∣

))
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par dé�nition du module de 
ontinuité ω.

De plus, d'après une propriété des modules de 
ontinuité, on sait que si h, λh ∈ [0, 1], on a :

ω(λh) ≤ (1 + λ)ω(h)

En parti
ulier, 
ela nous donne :

ω

(∣

∣

∣

∣

x− Sn

n

∣

∣

∣

∣

)

= ω

(

1√
n

∣

∣

∣

∣

√
nx− Sn√

n

∣

∣

∣

∣

)

≤
(√

n

∣

∣

∣

∣

x− Sn

n

∣

∣

∣

∣

+ 1

)

ω

(

1√
n

)


ar 
omme n ≥ 1, alors
1√
n

∈ [0, 1] et 
omme x ∈ [0, 1] et Sn ∈ [0, n], alors
Sn

n
∈ [0, 1] et don


∣

∣

∣

∣

x− Sn

n

∣

∣

∣

∣

∈ [0, 1].

Il en résulte que :

|f(x)−Bn(x)| ≤ E

(

ω

(∣

∣

∣

∣

x− Sn

n

∣

∣

∣

∣

))

≤ ω

(

1√
n

)

E

(√
n

(∣

∣

∣

∣

x− Sn

n

∣

∣

∣

∣

+ 1

))

≤ ω

(

1√
n

)(

1 +
√
n

∥

∥

∥

∥

x− Sn

n

∥

∥

∥

∥

1

)

par dé�nition de la norme ‖.‖1 ;

≤ ω

(

1√
n

)(

1 +
√
n

∥

∥

∥

∥

x− Sn

n

∥

∥

∥

∥

2

)

par dé�nition de ‖.‖2 et l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz ;

= ω

(

1√
n

)

(

1 +
√
n
)

= ω

(

1√
n

)

(

1 +
√
n

√

x(1 − x)

n

)

≤ 3

2
ω

(

1√
n

)


ar :

∥

∥

∥

∥

x− Sn

n

∥

∥

∥

∥

2

=

(

E

(

∣

∣

∣

∣

x− Sn

n

∣

∣

∣

∣

2
))

1

2

=

(

n
∑

k=0

Ck
nx

k(1− x)n−k

∣

∣

∣

∣

x− k

n

∣

∣

∣

∣

2
)

1

2

=

(

n
∑

k=0

Ck
nx

k(1− x)n−k

(

x2 +
k2

n2
− 2x

k

n

)

)
1

2

=

(

x2
n
∑

k=0

Ck
nx

k(1 − x)n−k +
1

n2

n
∑

k=0

Ck
nx

k(1− x)n−kk2 − 2x

n

n
∑

k=0

Ck
nx

k(1− x)n−kk

)
1

2

=

(

x2(x+ (1− x)) +
1

n2
E(S2

n)−
2x

n
E(Sn)

)
1

2

E�e
tuons quelques 
al
uls intermédiaires :

E(Sn) = E(
n
∑

i=1

Xi) =
n
∑

i=1

E(Xi) =
n
∑

i=1

x = nx

V ar(Sn) = V ar(

n
∑

i=1

Xi) =

n
∑

i=1

V ar(Xi) =

n
∑

i=1

x(1 − x) = nx(1 − x)

2



E(S2
n) = V ar(Sn) + E(Sn)

2 = nx(1 − x) + n2x2

Ainsi, on trouve :

∥

∥

∥

∥

x− Sn

n

∥

∥

∥

∥

2

=

(

x2 +
x(1 − x)

n
+ x2 − 2x2

)
1

2

=

√

x(1 − x)

n

De plus, 
omme x ∈ [0, 1], alors x(1 − x) ≤ 1

4
d'où 1 +

√

x(1 − x) ≤ 1 +
1

2
=

3

2
.

Par 
onséquent :

‖f −Bn‖∞ ≤ 3

2
ω

(

1√
n

)

D'où l'assertion (1) ave
 C =
3

2
.

Deuxième assertion

Considérons la fon
tion f(x) =

∣

∣

∣

∣

x− 1

2

∣

∣

∣

∣

, alors on observe que :

|f(u)− f(v)| =
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u− 1

2

∣

∣

∣

∣

−
∣

∣

∣

∣

v − 1

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ |u− v| d'après l'inégalité de Minkowski ;

don
 par dé�nition de ω, on a ω(h) ≤ h.

On a également :

‖f −Bn‖∞ ≥
∣

∣

∣

∣

f

(

1

2

)

−Bn

(

1

2

)∣

∣

∣

∣

par dé�nition de ‖.‖∞ ;

=

∣

∣

∣

∣

Bn

(

1

2

)∣

∣

∣

∣

par dé�nition de f ;

= E

∣

∣

∣

∣

Sn

n
− 1

2

∣

∣

∣

∣

par dé�nition de Bn ;

=
1

2n
E|2Sn − n|

=
1

2n
E|ǫ1 + . . .+ ǫn|

où Sn = δ1+ . . .+ δn ave
 les (δj) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement

distribuées selon une variable de Bernoulli de paramètre

1

2
et (ǫj)j ave
 ǫj = 2δj−1 étant don
 une

suite de variables indépendantes et identiquement distribuées selon une variable de Radema
her.

Ainsi d'après l'inégalité de Kint
hine, on obtient :

‖f −Bn‖∞ ≥ 1

2n
‖ǫ1 + . . .+ ǫn‖1 ≥

1

2n
√
e
‖ǫ1 + . . .+ ǫn‖2 =

1

2
√
e
√
n
≥ 1

2
√
e
ω

(

1√
n

)


ar :

‖ǫ1 + . . .+ ǫn‖2 = E(|ǫ1 + . . .+ ǫn|2)
1

2 =

(

n
∑

i=1

E(ǫ2i )

)
1

2

=
√
n


ar E(ǫi) = 0.

On ne peut don
 pas améliorer la vitesse de 
onvergen
e en ω

(

1√
n

)

de Bn(f) vers f .

Lemmes utilisés

Dé�nition 0.1 ( É
hantillon) Un é
hantillon d'une variable aléatoire X est une suite (Xn)n≥1

de variables aléatoires indépendantes de même loi que X (on dit aussi que les Xn sont i.i.d.).

Dé�nition 0.2 (Radema
her) Soit (Ω,A,P) un espa
e de probabilité. Soit X une variable aléa-

toire. On dit que X est une variable de Radema
her si elle vaut +1 et −1 ave
 une probabilité de

1

2
, ie X ∼ 1

2
δ1 +

1

2
δ−1.
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Proposition 0.2 (Inégalité de Kint
hine) Soit (Ω,A,P) un espa
e de probabilité. Soient r1, . . . , rn
n variables aléatoires indépendantes sur (Ω,A,P) de Radema
her. Soit Fn un R-espa
e ve
toriel

de dimension n engendré par r1, . . . , rn. On dé�nit deux normes sur Fn :

‖f‖1 = E(|f |) =
∫

Ω

|f(ω)|dP(ω)

‖f‖2 = E(|f |2) 1

2 =

(∫

Ω

|f(ω)|2dP(ω)
)

1

2

Alors :

‖f‖1 ≤ ‖f‖2 ≤
√
e‖f‖1

Démonstration  L'inégalité de gau
he est évidente, elle dé
oule de l'inégalité de Cau
hy-

S
hwarz et elle est même optimale (prendre f = r1).

 Pour l'inégalité de droite, posons :

f =

n
∑

i=1

airi ∈ Fn

Par homogénéité, on peut supposer que ‖f‖2 = 1, ie
∑n

i=1 a
2
i = 1 (
ar r1, . . . , rn forment un

système orthonormé de (Ω,A,P) 
ar |rj | = 1 et E(rirj) = E(ri)E(rj) = 0 si i 6= j).

On va maintenant minorer ‖f‖1 par dualité, ie on 
her
he g ∈ L∞
, 
ar ainsi on pourra é
rire :

|E(fg)| ≤ ‖f‖1‖g‖∞

don
 si g 6= 0, on aura :

‖f‖1 ≥
|E(fg)|
‖g‖∞

Considérons :

g =

n
∏

j=1

(1 + iajrj)

Pour presque tout ω, on a :

|g(ω)| =
n
∏

j=1

√

1 + a2jr
2
j (ω)

=

n
∏

j=1

√

1 + a2j 
ar rj(ω) vaut ±1 ;

≤
n
∏

j=1

√

exp(a2j) 
ar 1 + a ≤ ea ;

= exp





1

2

n
∑

j=1

a2j



 =
√
e

Don
 ‖g‖∞ ≤ √
e.

D'autre part, si j ∈ {1, . . . , n}, l'indépendan
e des rj entraîne :

E(rjg) = E(rj(1 + iajrj)
∏

k 6=j

(1 + iakrk))

= E(rj(1 + iajrj))E(
∏

k 6=j

(1 + iakrk))

= E(rj + iajr
2
j ))
∏

k 6=j

E(1 + iakrk)

= iaj
∏

k 6=j

1 
ar E(rj) = 0 ;

= iaj
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Don
 puisque l'espéran
e est linéaire, on a :

|E(fg)| = |
n
∑

j=1

ajE(rjg)| = |i
n
∑

j=1

a2j | = 1

Ainsi :

‖f‖1 ≥
1√
e

D'où le résultat.

Dé�nition 0.3 (Module de 
ontinuité) Un module de 
ontinuité est une appli
ation non nulle

φ : R+ −→ R+ telle que :

1. φ(0) = 0 ;

2. φ est 
ontinue et 
roissante ;

3. φ est sous-additive, ie ∀t1, t2 ∈ R+ :

φ(t1 + t2) ≤ φ(t1) + φ(t2)

Proposition 0.3 Soit φ un module de 
ontinuité. Alors :

1. ∀r ∈ N et ∀t ∈ R+, φ(rt) ≤ rφ(t) ;

2. ∀λ ∈ R+ et ∀t ∈ R+, φ(λt) ≤ (λ+ 1)φ(t).

Démonstration  (1) Par ré
urren
e sur r ∈ N et en utilisant la sous-additivité, on obtient

le résultat, en e�et :

� Si r = 0, alors on a bien φ(0t) = 0 ≤ 0φ(t) pour tout t ∈ R+ ;

� Supposons que la relation soit vraie au rang r. On a :

φ((r + 1)t) = φ(rt + t) ≤ φ(rt) + φ(t) ≤ rφ(t) + φ(t) = (r + 1)φ(t)

D'où le résultat.

 (2) Soit q l'entier positif tel que q ≤ λ < q+1. La 
roissan
e de φ et l'assertion (1) nous donne :

φ(λt) ≤ φ((q + 1)t) ≤ (q + 1)φ(t) ≤ (λ+ 1)φ(t)

Théorème 0.4 (Loi faible des grands nombres) Soit X ∈ L2
. Soit (Xn)n≥1 un é
hantillon

de X. Soit Sn = X1 + . . .+Xn. Alors pour tout t > 0 :

P

(∣

∣

∣

∣

Sn

n
− E(X)

∣

∣

∣

∣

> t

)

≤ V ar(X)

nt2

En parti
ulier

Sn

n

onverge en probabilité vers la 
onstante E(X).

Démonstration D'après l'inégalité de T
heby
hev, on a :

P

(∣

∣

∣

∣

Sn

n
− E(X)

∣

∣

∣

∣

> t

)

= P

(∣

∣

∣

∣

Sn

n
− E

(

Sn

n

)∣

∣

∣

∣

> t

)

≤ 1

t2
V ar

(

Sn

n

)

=
1

n2t2

n
∑

i=1

V ar(Xi) =
V ar(X)

nt2

Remarque : Pour une variable aléatoire X de Bernoulli de paramètre p, on a : E(X) = p et

V ar(X) = p(1− p).

Proposition 0.5 (Inégalité de T
heby
hev) Soit X ∈ L2
, alors pour tout t > 0 :

P(|X − E(X)| ≥ t) ≤ V ar(X)

t2

Démonstration On utilise l'inégalité de Markov :

P(|X − E(X)| ≥ t) = P((X − E(X))2 ≥ t2) ≤ 1

t2
E((X − E(X))2) =

V ar(X)

t2

Proposition 0.6 (Inégalité de Markov) Soit X ∈ L1
. Alors pour tout t > 0 :

P(|X | ≥ t) ≤ E(X)

t
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Démonstration On observe que, en notant I la fon
tion indi
atri
e :

I[t,+∞[(X) ≤ X

t
I[t,+∞[(X) ≤ X+

t
≤ |X |

t

puis on intègre par rapport à P et on obtient le résultat (
ar X = X+ −X−
et |X | = X+ +X−

).
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