Théoréme de Weierstrass

Référence : | | p-518-519.

Théoréme 0.1 Soit f : [0,1] — C une fonction continue. Soit w son module de continuité
uniforme, ie :

w(h) = sup{|f(u) = f(v)];|u—v] < h}

Pour n > 1, on considére le polynome :
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le n-iéme polynéme de Bernstein de f. Alors :
1. B,, converge vers [ uniformément sur [0,1];

2. Plus précisément, on a :

1
— Bulleo < Cw | —=
I = Bl < 00 (=)

ot C est une constante numérique ;

3. L’estimation (2) est optimale, ie il existe une fonction lipschitzienne f pour laquelle :

)
If = Bunll = NG

ol 0 est une constante numérique.
Démonstration

Premiére assertion
~ Soit & € [0,1]. Soit X une loi de Bernoulli de paramétre z, ie X ~ B(1,x). Soient X1,..., X,
un échantillon de X. Soit S, = X1 + ...+ X,,.
On remarque tout d’abord que :

E (f (%)) - kioc’;xka kg (%) — Bu(z)

car Sy, suit une loi binomiale de paramétres n et z, ie S, ~ B(n,z), car elle est la somme de n
variables de Bernoulli de paramétre x.

S,

Or d’aprés la loi faible des grands nombres, on sait que — converge en probabilités vers E(X) = z,
n

donc :

B = o) =t B (1 (%)) = i B.(0)

n—-4oo n—--—+oo

~» Nous allons maintenant préciser cette convergence.
Fixons ¢ €]0, 1] et désignons par ||.||oo la norme sup sur [0,1]. On a :

f(@) = Ba(x) = E (f(f”) -7 (ﬁ»

n
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par définition du module de continuité w.
De plus, d’aprés une propriété des modules de continuité, on sait que si h, Ah € [0,1], on a :

w(Ah) < (14 Nw(h)
En particulier, cela nous donne :
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car comme n > 1, alors — € [0,1] et comme x € [0,1] et S,, € [0,n], alors — € [0,1] et donc
n
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€ [0,1].

Il en résulte que :
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Effectuons quelques calculs intermédiaires :



E(S?) = Var(S,) + E(S,)? = nz(1 — x) + nz?

Ainsi, on trouve :
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De plus, comme z € [0, 1], alors (1 — z) <

Par conséquent :

3
D’ou lassertion (1) avec C = o

Deuxiéme assertion

1
Considérons la fonction f(x) = ’x ~ 350 alors on observe que :

1
V-3 H < |u—wv| d’aprés 'inégalité de Minkowski ;

donc par définition de w, on a w(h) < h.
On a également :

1 1
|f = Bnlloc > ’f (5) - B, (5)’ par définition de .|| ;

1
= ’Bn (5) ’ par définition de f;

S, 1
—E ‘ L —‘ par définition de B, ;
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ou S, =d1+...4+ 0, avec les (6;) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement

1
distribuées selon une variable de Bernoulli de paramétre 3 et (¢j); avec €; = 20; — 1 étant donc une

suite de variables indépendantes et identiquement distribuées selon une variable de Rademacher.
Ainsi d’aprés I'inégalité de Kintchine, on obtient :

1 1 1 1 1
_Bn o 2 T n > n = > —
17 = Bulloe = gollen - Fenlh 2 gz llen +-Aenlle = 57207 2\/Ew(\/ﬁ)

car :

2

ller + ...+ €enll2 = E(ley +...+€n|2)% = (ZE(E?)) =/n
i=1

car E(e;) = 0.
1

On ne peut donc pas améliorer la vitesse de convergence en w <7) de B, (f) vers f.
n

Lemmes utilisés

Définition 0.1 ( Echantillon) Un échantillon d’une variable aléatoire X est une suite (X,,)n>1
de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X (on dit aussi que les X,, sont i.i.d.).

Définition 0.2 (Rademacher) Soit (£, A, P) un espace de probabilité. Soit X une variable aléa-
toire. On dit que X est une variable de Rademacher si elle vaut +1 et —1 avec une probabilité de

1 1.1
S e X ~ =0 4 =01,
97 ' 501t 501



Proposition 0.2 (Inégalité de Kintchine) Soit (2, A, P) un espace de probabilité. Soientry,. .., r,
n variables aléatoires indépendantes sur (2, A,P) de Rademacher. Soit F, un R-espace vectoriel
de dimension n engendré par ri,...,r,. On définit deux normes sur F,

wm:Ewnz/uwme

111 = B07P* = ( [ Ir)Papeo )

11l < W fll2 < Vell£llx

Alors :

Démonstration ~~ L’inégalité de gauche est évidente, elle découle de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz et elle est méme optimale (prendre f = 71).
~ Pour l'inégalité de droite, posons :

n
= Zaﬂ"i S Fn
=1

Par homogénéité, on peut supposer que ||f|2 = 1, ie >i"  a? = 1 (car 71,...,r, forment un
systéme orthonormé de (Q, A,P) car |r;| =1 et E(r;r;) = E(ry)E(r;) =0 si i # j).
On va maintenant minorer || f||; par dualité, ie on cherche g € L, car ainsi on pourra écrire :

E(f9) < [[fl1llgllo

donc si g # 0, on aura :
E(f9)|

£l =
19llo0

Considérons :
n

g=]Q+iar))

Pour presque tout w, on a :

n
Ig(w)IZH 1+ajri(w)
7
= H \/1+a; carrj(w) vaut +1;
T
Hw/exp car 1 +a <e®
1 n
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Done |gllos < V7.
D’autre part, si j € {1,...,n}, l'indépendance des r; entraine :

E(r;g) = B(r; (1 +ia;ry) [ [ (1 + daxry))
o
= B(r; (1 +ia;r)B(] [ (1 + iawrs))
ki
= E(r; +ia;r3)) [[ B(1 + iayrs)
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=ia; H 1 carE(r;) =0;
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Donc puisque ’espérance est linéaire, on a :
n n
E(f)l = 1D a;E(ryg)| = [iy_a3| =1
j=1 j=1

Ainsi : .
>
£l > 7

D’ou le résultat.

Définition 0.3 (Module de continuité) Un module de continuité est une application non nulle
o : Ry — Ry telle que :

1. ¢(0) =0;
2. ¢ est continue et croissante ;
3. ¢ est sous-additive, ie Vt1,to € Ry -

Bty +t2) < @(t1) + o(t2)

Proposition 0.3 Soit ¢ un module de continuité. Alors :
1. VreNetVt e Ry, o(rt) <ro(t);
2. VA EeR, et Vt e Ry, o(At) < (A4 1)o(2).

Démonstration ~- (1) Par récurrence sur r € N et en utilisant la sous-additivité, on obtient
le résultat, en effet :

— Sir =0, alors on a bien ¢(0t) = 0 < 0¢(t) pour tout t € Ry ;

— Supposons que la relation soit vraie au rang r. On a :

O((r+1)t) = ¢(rt +1) < ¢(rt) + ¢(t) < re(t) + o(t) = (r +1)o(t)

D’ou le résultat.
~ (2) Soit g lentier positif tel que ¢ < A < g+ 1. La croissance de ¢ et ’assertion (1) nous donne :

P(At) < o((g+1)t) < (¢ + De(t) < (A+ 1)(t)

Théoréme 0.4 (Loi faible des grands nombres) Soit X € L2. Soit (X,,)n,>1 un échantillon
de X. Soit S,, = X1 + ...+ X,,. Alors pour toutt >0 :

]P’< &E(X)’ >t> < Var(X)

n nt?
.Sy _
En particulier — converge en probabilité vers la constante E(X).
n

“(
Remarque : Pour une variable aléatoire X de Bernoulli de paramétre p, on a : E(X) = p et
Var(X) =p(1 — p).

Proposition 0.5 (Inégalité de Tchebychev) Soit X € L?, alors pour toutt >0 :

Var(X)
t2

Démonstration D’aprés 'inégalité de Tchebychev, on a :

&_E(X)‘ >t) =P(&—E(&)‘ >t) < tiQVar (&) = #i‘/ar(&-): VGT(QX)

n n n n nt

P(X -E(X)| > 1) <

Démonstration On utilise 'inégalité de Markov :

Var(X)

P(X ~ E(X)| > 1) = B((X ~ E(X) > ) < ZE((X ~ B(X))?)

Proposition 0.6 (Inégalité de Markov) Soit X € L'. Alors pour tout t >0 :

B(lx| 2 1) < 22




Démonstration On observe que, en notant I la fonction indicatrice :

]I[ta-l-oo[(X) < ?]I[t,-i-oo[(X) < T < T

puis on intégre par rapport & P et on obtient le résultat (car X = XT — X~ et |[X|=XT+ X 7).
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