
Critère de Weyl

Référen
e : [FGN09℄ p.47-49.

Théorème 0.1 Soit (un)n∈N∗
une suite de [0, 1].

Pour 0 ≤ a ≤ b ≤ 1, on pose Xn(a, b) = 
ard{k ∈ [1, n], uk ∈ [a, b]}.
Alors, on a équivalen
e entre :

1.

Xn(a, b)

n
−→ b− a pour tout 0 ≤ a ≤ b ≤ 1 ;

2. pour toute fon
tion f : [0, 1] −→ R 
ontinue,

1

n

∑n

k=1 f(uk) −→
∫ 1

0
f(t)dt ;

3. ∀p ∈ N
∗
,

1

n

∑n

k=1 e
2iπpuk −→ 0.

Démonstration

(1) ⇒ (2) Soit 0 ≤ a ≤ b ≤ 1.
� On remarque tout d'abord que :

Xn(a, b)

n
=

1

n

n
∑

k=1

χ[a,b](uk)

Et 
ette quantité d'après le (1) 
onverge vers b − a, don
 (2) est véri�ée pour les fon
tions


ara
téristiques d'un segment, 
ar

∫ 1

0
χ[a,b](t)dt = b− a.

� Soit f une fon
tion en es
alier sur [0, 1], alors f est 
ombinaison linéaire de fon
tions 
ara
-

téristiques de segments et par linéarité, (2) est alors véri�ée pour les fon
tions en es
alier.

En e�et, si f =
∑m

j=1 cjχ[aj−1,aj] ave
 cj ∈ [aj−1, aj ] et 0 = a0 < a1 < . . . < am = 1 une

subdivision de [0, 1], alors :

1

n

n
∑

k=1

f(uk) =
1

n

n
∑

k=1





m
∑

j=1

cjχ[aj−1,aj ](uk)





=
1

n

m
∑

j=1

cj

n
∑

k=1

χ[aj−1,aj ](uk)

=

m
∑

j=1

cj
1

n

n
∑

k=1

χ[aj−1,aj](uk)

−→

m
∑

j=1

cj(aj − aj−1)

d'après (1).
Or :

∫ 1

0

f(t)dt =

∫ 1

0

m
∑

j=1

cjχ[aj−1,aj ](t)dt

=

m
∑

j=1

cj

∫ 1

0

χ[aj−1,aj ](t)dt

=

m
∑

j=1

cj(aj − aj−1)

d'où (2) pour les fon
tions en es
alier.
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� Comme les fon
tions en es
aliers sur [0, 1] sont denses dans les fon
tions 
ontinues sur [0, 1]
alors si on 
onsidère une fon
tion f ∈ C0([0, 1];R), il va exister une suite (gn)n ∈ Es
([0, 1],R)
telle que ‖ gn − f ‖∞−→ 0. Ainsi :
∣

∣

∣

∣

∣

1

n

n
∑

k=1

f(uk)−

∫ 1

0

f

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

1

n

n
∑

k=1

f(uk)−
1

n

n
∑

k=1

gn(uk) +
1

n

n
∑

k=1

gn(uk)−

∫ 1

0

gn +

∫ 1

0

gn −

∫ 1

0

f

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∣

1

n

n
∑

k=1

(f(uk)− gn(uk))

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

1

n

n
∑

k=1

gn(uk)−

∫ 1

0

gn

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

(gn − f)

∣

∣

∣

∣

≤
1

n

n
∑

k=1

|f(uk)− gn(uk)|+

∣

∣

∣

∣

∣

1

n

n
∑

k=1

gn(uk)−

∫ 1

0

gn

∣

∣

∣

∣

∣

+

∫ 1

0

|gn − f |

≤‖ f − gn ‖∞
1

n

n
∑

k=1

1 +

∣

∣

∣

∣

∣

1

n

n
∑

k=1

gn(uk)−

∫ 1

0

gn

∣

∣

∣

∣

∣

+ ‖ gn − f ‖∞

∫ 1

0

1dt

≤ 2 ‖ gn − f ‖∞ +

∣

∣

∣

∣

∣

1

n

n
∑

k=1

gn(uk)−

∫ 1

0

gn

∣

∣

∣

∣

∣

Or 
omme gn ∈ Es
([0, 1];R) alors d'après le point pré
édent gn véri�e (2) don
 pour tout

ǫ > 0, ∃N ∈ N, ∀n ≥ N ,

∣

∣

∣

∣

1

n

∑n

k=1 gn(uk)−
∫ 1

0
gn

∣

∣

∣

∣

< ǫ. De plus ‖ gn − f ‖∞−→ 0, d'où le

résultat.

Remarque : (2) reste vraie pour une fon
tion 
ontinue par mor
eaux et pour une fon
tion

réglée.

(2) ⇒ (1) Soit 0 < α < β < 1. Soit f = χ[α,β]. On 
onsidère les fon
tions 
ontinues dé�nies

par :

ψp =























0 ∀x ∈ [0, α] ∪ [β, 1] ;

1 ∀x ∈ [α+
1

p
, β −

1

p
] ;

a�ne sur [α, α+
1

p
] et [β −

1

p
, β]

et

φp =























0 ∀x ∈ [0, α−
1

p
] ∪ [β +

1

p
, 1] ;

1 ∀x ∈ [α, β] ;

a�ne sur [α−
1

p
, α] et [β, β +

1

p
]

Ainsi pour tout p assez grand, on a ψp ≤ f ≤ φp. Ainsi pour n ≥ 1 :

1

n

n
∑

k=1

ψp(uk) ≤
1

n

n
∑

k=1

f(uk) ≤
1

n

n
∑

k=1

φp(uk)

1

n

n
∑

k=1

ψp(uk) ≤
1

n

n
∑

k=1

χ[α,β](uk) ≤
1

n

n
∑

k=1

φp(uk)

1

n

n
∑

k=1

ψp(uk) ≤
Xn(α, β)

n
≤

1

n

n
∑

k=1

φp(uk)

Or par hypothèse, puisque φp et ψp sont 
ontinues alors :

1

n

n
∑

k=1

ψp(uk) −→

∫ 1

0

ψp(t)dt

= (β −
1

p
− (α+

1

p
))× 1 +

(α+ 1
p
− α)× 1

2
+

(β − (β − 1
p
))× 1

2

= β − α−
1

p
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Et de même on obtient :

1

n

n
∑

k=1

φp(uk) −→

∫ 1

0

φp(t)dt = β − α+
1

p

Ainsi, soit ǫ > 0, on peut 
hoisir p tel que

1

p
< ǫ. Alors ∃N ∈ N, ∀n ≥ N ,

∣

∣

∣

∣

Xn(α, β)

n

∣

∣

∣

∣

< 2ǫ. D'où

le (1) lorsque 0 < α < β < 1.
On peut adapter 
ette démonstration lorsque α = 0 ou β = 1.

En e�et, si α = 0, il su�t de 
onsidérer ψp = 1 sur [0, β −
1

p
] et φp = 1 sur [0, β].

D'où le résultat.

(2) ⇒ (3) Il su�t d'é
rire ∀p ∈ N
∗
:

1

n

n
∑

k=1

e2iπpuk =
1

n

n
∑

k=1

cos(2πpuk) +
1

n
i

n
∑

k=1

sin(2πpuk)

Et puisque 
osinus et sinus sont des fon
tions 
ontinues sur [0, 1] alors en appliquant (2), on obtient :

1

n

n
∑

k=1

cos(2πpuk) +
1

n
i

n
∑

k=1

sin(2πpuk) −→

∫ 1

0

cos(2πpx)dx + i

∫ 1

0

sin(2πpx)dx

=

∫ 1

0

e2iπpxdx

= 0 
ar p ∈ N
∗
.

(3) ⇒ (2) Par linéarité, on a la proposition (2) pour tout polyn�me trigonométrique du type :

x 7−→ a0 +
∑n

k=1 ak cos(2πkx) +
∑n

k=1 bk sin(2πkx).
D'après le théorème de Weierstrass trigonométrique, on sait que toute fon
tion 
ontinue sur [0, 1]
telle que f(0) = f(1) est limite uniforme d'une suite de polyn�mes trigonométriques du type

pré
édent. Don
 (2) est véri�ée pour les fon
tions 
ontinues sur [0, 1] telles que f(0) = f(1). De
plus si la fon
tion f ne véri�e pas f(0) = f(1), alors on peut trouver pour tout ǫ > 0, une fon
tion

g 
ontinue sur [0, 1] telle que g(0) = g(1) et que
∫ 1

0 |f − g| < ǫ, 
e qui su�t pour montrer (2).

Démonstration des lemmes utilisés

Lemme 0.1 Les fon
tions en es
alier sur [0, 1] à valeurs dans R sont denses dans les fon
tions


ontinues sur [0, 1] à valeurs dans R.

Remarque : On peut généraliser 
e lemme aux fon
tions en es
aliers sur un intervalle [a, b] à
valeurs dans un evn de dimension �nie E.

Démonstration Soit f ∈ C0([0, 1],R). Alors d'après le théorème de Heine f est uniformé-

ment 
ontinue sur [0, 1], ie :

∀ǫ > 0, ∃α > 0, ∀x, y ∈ [0, 1], |x− y| ≤ α⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ǫ

Montrons qu'il est possible d'approximer f à ǫ près par une fon
tion en es
alier g, ie qu'il existe g

telle que ‖ f − g ‖≤ ǫ sur [0, 1].
Considérons un α asso
ié à ǫ et une subdivision quel
onque dont le pas soit inférieur à α, ie

0 = a0 < a1 < . . . am = 1 ave
 ai+1 − ai < α pour i ∈ [0,m− 1].
Choisissons un point à l'intérieur de 
haque [ai, ai+1[, par exemple le milieu mi ou ai et dé�nissons

g 
omme suit : si x = ai, g(x) = f(ai) et si x ∈]ai, ai+1[, g(x) = f(mi).
Alors en appliquant la propriété d'uniforme 
ontinuité de f sur [0, 1], on obtient dans tous les 
as

‖ f − g ‖≤ ǫ.

Ainsi pour 
onstruire une suite 
onvergeant uniformément vers f sur [0, 1], on 
hoisit gn = g


onstruite 
omme 
i-dessus ave
 ǫ =
1

n
.

Lemme 0.2 (Théorème de Weierstrass trigonométrique) Toute fon
tion 
ontinue et péri-

odique est limite uniforme d'une suite de polyn�mes trigonométriques.
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Démonstration La démonstration dé
oule du théorème de Fejer.
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