Critere de Weyl

Référence : | | p.47-49.

Théoréme 0.1 Soit (u,)nen- une suite de [0, 1].
Pour 0 <a <b<1, on pose X,(a,b) = card{k € [1,n],u;, € [a,b]}.
Alors, on a équivalence entre :

; Xn(a,b)

n

—b—a pourtout 0 <a<b<1;
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2. pour toute fonction f :[0,1] — R continue, — > ,_; f(ur) — fol f(t)dt;
n

1 .
3. VpeN* — ZZ:1 eXimPur s ().
n
Démonstration

(1)=(2) Soit0<a<b<1.
— On remarque tout d’abord que :

Xn(a,b) 1 -
~n n ;X[a,b] (ug)

Et cette quantité d’aprés le (1) converge vers b — a, donc (2) est vérifiée pour les fonctions
s ) 1
caractéristiques d’un segment, car fo X[a,b] (t)dt =b—a.

— Soit f une fonction en escalier sur [0, 1], alors f est combinaison linéaire de fonctions carac-
téristiques de segments et par linéarité, (2) est alors vérifiée pour les fonctions en escalier.
En effet, si f = ZT:1 CiX[a;_1,a;] aVeC ¢; € [aj_1,a;] et 0 =ap < a1 < ... < ay = 1 une
subdivision de [0, 1], alors :
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d’apres (1).
Or :
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d’ou (2) pour les fonctions en escalier.



— Comme les fonctions en escaliers sur [0, 1] sont denses dans les fonctions continues sur [0, 1]
alors si on considére une fonction f € C°([0, 1]; R), il va exister une suite (g, )n € Esc([0, 1], R)
telle que || gn — f |lco—> 0. Ainsi :
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Or comme g, € Esc([0,1];R) alors d’aprés le point précédent g, vérifie (2) donc pour tout
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e >0,3N €N, VnZN,} > iy gnluk) fo gn} < e. Deplus | gn — f [loo— 0, dot le

résultat.
Remarque : (2) reste vraie pour une fonction continue par morceaux et pour une fonction
réglée.

(2) = (1) Soit 0 < a < B < 1. Soit f = X[qa,p- On considére les fonctions continues définies

par :
0 Vme[O,a] 8, ];

Wy = 1 Vo ela+ - ,ﬂ——]

1 1
affine sur [a,a+ =] et [ — =, ]
p p

et

1 1
0 Vzel0,a—=JU[B+ =,1];
b p

pp=41 Vzelaf;

1 1
affine sur [a — =,a] et [3,8 + =]
P p

Ainsi pour tout p assez grand, on a ¢, < f < ¢,. Ainsi pour n > 1:
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Or par hypothése, puisque ¢, et 1, sont continues alors :
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Et de méme on obtient :
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Ainsi, soit € > 0, on peut choisir p tel que — < €. Alors AN € N, Vn > N, 'M‘
p n

le (1) lorsque 0 < v < B < 1.
On peut adapter cette démonstration lorsque a =0 ou 5 = 1.

1
En effet, si o = 0, il suffit de considérer ¢, = 1 sur [0,8 — —] et ¢, = 1 sur [0, 3].
p

D’ou le résultat.

(2) = (3) Il suffit d’écrire Vp € N* :
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1 ) 1 « 1.
hal Z e2imPuE — Z cos(2mpuy) + —i Z sin(2mpuy;)
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Et puisque cosinus et sinus sont des fonctions continues sur [0, 1] alors en appliquant (2), on obtient :
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(3) = (2) Par linéarité, on a la proposition (2) pour tout polynome trigonométrique du type :
T ag + > p_y ak cos(2mkx) + Y i by sin(2mwkz).
D’aprés le théoréme de Weierstrass trigonométrique, on sait que toute fonction continue sur [0, 1]
telle que f(0) = f(1) est limite uniforme d’une suite de polyndmes trigonométriques du type
précédent. Donc (2) est vérifiée pour les fonctions continues sur [0, 1] telles que f(0) = f(1). De
plus si la fonction f ne vérifie pas f(0) = f(1), alors on peut trouver pour tout € > 0, une fonction

g continue sur [0, 1] telle que g(0) = g(1) et que fol |f — g| <€, ce qui suffit pour montrer (2).

Démonstration des lemmes utilisés

Lemme 0.1 Les fonctions en escalier sur [0,1] & valeurs dans R sont denses dans les fonctions
continues sur [0,1] & valeurs dans R.

Remarque : On peut généraliser ce lemme aux fonctions en escaliers sur un intervalle [a,b] &
valeurs dans un evn de dimension finie E.

Démonstration Soit f € C?([0,1],R). Alors d’aprés le théoréme de Heine f est uniformé-
ment continue sur [0, 1], ie :

Ve >0,3a > 0,Vo,y € [0,1], |z —y[ <a=|f(z) - f(y)| < e

Montrons qu’il est possible d’approximer f & e prés par une fonction en escalier g, ie qu’il existe g
telle que || f — g ||< € sur [0, 1].

Considérons un « associé & e et une subdivision quelconque dont le pas soit inférieur & «, ie
0=ap<a; <...am=1aveca;+1 —a; <apouriécl[0,m-—1].

Choisissons un point & l'intérieur de chaque [a;, a;+1[, par exemple le milieu m; ou a; et définissons
g comme suit : si x = a;, g(z) = f(a;) et si z €la;, aiy1], g(x) = f(m;).

Alors en appliquant la propriété d’uniforme continuité de f sur [0, 1], on obtient dans tous les cas

I f-gl<e
Ainsi pour construire une suite convergeant uniformément vers f sur [0,1], on choisit g, = ¢

. . 1
construite comme ci-dessus avec € = —.
n

Lemme 0.2 (Théoréme de Weierstrass trigonométrique) Toute fonction continue et péri-
odique est limite uniforme d’une suite de polyndémes trigonométriques.



Démonstration La démonstration découle du théoréme de Fejer.
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