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Théorème 0.1 Soit E un C-espa
e ve
toriel de dimension n ≥ 1. Soit u un endomorphisme de

E.

Alors il existe un unique 
ouple (d, n) d'endomorphismes de E tels que :

1. u = d+ n ;

2. d et n 
ommutent ;

3. d est diagonalisable et n est nilpotent.

De plus d et n sont des polyn�mes en u.

Démonstration

Existen
e Comme u est un endomorphisme de E où E est un C-espa
e ve
toriel, alors :

χu =

r∏

i=1

(X − λi)
mi

où λi ∈ C sont deux à deux distin
tes et les entiers mi ≥ 1.
D'après le théorème de dé
omposition des noyaux et le théorème de Cayley-Hamilton, E s'é
rit


omme somme dire
te de sous-espa
es 
ara
téristiques Fi = ker(u− λiid)
mi

, ie E =
⊕r

i=1
Fi.

Soit d l'endomorphisme de E dont la restri
tion à 
haque Fi est λiid|Fi
; autrement dit d est

diagonalisable et admet 
haque sous-espa
e Fi 
omme espa
e propre pour la valeur propre λi.

On pose n = u − d. Il ne reste plus qu'à véri�er que n est nilpotent et 
ommute ave
 d. Comme


haque sous-espa
e 
ara
téristique de E est stable par u et par d (don
 aussi par n), il su�t de le

véri�er pour les restri
tions aux Fi.

On a u|Fi
= d|Fi

+n|Fi
et d|Fi

= λiid|Fi
. Par dé�nition de Fi, (u|Fi

−λiid|Fi
)mi = 0 = (n|Fi

)mi
don


n|Fi
est nilpotente et 
ommute 
lairement ave
 l'homothétie d|Fi

. D'où l'existen
e, 
ar le 
ouple

(d, n) 
onvient.

d et n sont des polyn�mes en u Véri�ons que d et n sont des polyn�mes en u. Pour 
e

faire, on utilise le fait que les proje
tions πi sur Fi parallèlement à

⊕r

j=1,j 6=i Fj sont des polyn�mes

en u. Or par 
onstru
tion :

d =

r∑

i=1

λiπi

Et n = u− d, don
 d et n sont des polyn�mes en u.

Montrons alors que les proje
tions sont bien des polyn�mes en u.

� Pour tout i = 1, . . . , r, on pose :

Qi =
∏

j 6=i

(X − λjid)
mj

Au
un fa
teur n'est 
ommun à tous les Qj, ie les Qj sont premiers entre eux dans leur

ensemble, don
 d'après le théorème de Bézout, on sait qu'il existe (U1, . . . Ur) ∈ C[X ]r tels

que :

U1Q1 + . . .+ UrQr = 1

ie :

U1(u) ◦Q1(u) + . . .+ Ur(u) ◦Qr(u) = idE
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Pour tout i = 1, . . . , r on pose Pi = UiQi et πi = Pi(u).
On a idE =

∑r

i=1
πi. Par ailleurs, ∀j 6= i, χu divise QiQj , don
 ∀j 6= i :

πi ◦ πj = QiQj(u) ◦ UiUj(u) = 0

On en déduit que ∀j, πj =
∑r

i=1
πi ◦ πj et don
 d'après l'égalité 
i-dessus que πi = πi ◦ πi.

Les πi sont don
 des proje
teurs.

� Montrons que ∀i = 1, . . . , r, ℑ(πi) = Fi = ker(u− λiid)
mi

.

Soit y = πi(x) ∈ ℑ(πi). On a :

(u − λiid)
mi(y) = (u− λiid)

mi ◦ Pi(u)(x) = Ui(u) ◦ χu(u)(x) = 0

don
 ℑ(πi) ⊂ Fi.

Soit x ∈ Fi = ker(u − λiid)
mi

. Alors d'après une formule pré
édente, on a :

x = π1(x) + . . .+ πr(x)

Or ∀j 6= i, πj(x) = Uj(u) ◦ Qj(u)(x) = 0 
ar (u − λid)mi
divise Qj, don
 �nalement

x = πi(x) ∈ ℑ(πi).
� Montrons que ∀i, ker(πi) =

⊕r

j=1,j 6=i Fj .

∀j 6= i, on a ker(u−λjid)
mj ⊂ kerπi 
ar si x ∈ ker(u−λjid)

mj
, alors πi(x) = Ui(u)◦Qi(u)(x) = 0


ar (u− λjid)
mj

divise Qi. D'où
⊕r

j=1,j 6=i Fi ⊂ ker(πi).
Soit x ∈ ker(πi). D'après une relation pré
édente, on a :

x =
∑

j 6=i

πj(x)

don
 x ∈
⊕

j 6=i Fi.

� Par 
onstru
tion, les proje
teurs πi sont don
 des polyn�mes en u.

Uni
ité Supposons l'existen
e d'un 
ouple (d′, n′) d'endomorphismes de E véri�ant les 
on-

ditions (1) à (3).
On a alors d′ − d = n− n′

.

Comme n′

ommute ave
 d′ et u′ = d′ + n′

, alors d′ 
ommute ave
 u, en e�et :

d′ ◦ u = d′ ◦ (d′ + n′) = d′ ◦ d′ + d′ ◦ n′ = d′ ◦ d′ + n′ ◦ d′ = (d′ + n′) ◦ d′ = u ◦ d′

Alors d′ 
ommute ave
 tout polyn�me en u, don
 en parti
ulier ave
 d. Ainsi d et d′ sont simul-

tanément diagonalisable et don
 d′ − d est diagonalisable (en e�et d = PDP−1
et d′ = PDP−1

,

d'où d′ − d = P (D −D)P−1
et D −D est bien une matri
e diagonale).

De même, on montre que n 
ommute ave
 n′
. Ainsi n−n′

est nilpotente (en e�et, 
omme n nilpo-

tente, ∃k ∈ N tel que nk = 0 et de même ∃l ∈ N, tel que (n′)l = 0 et 
omme n et n′

ommutent,

on peut appliquer la formule de bin�me de Newton, d'où (n− n′)k+l = 0).
En�n, le seul endomorphisme diagonalisable et nilpotent est 0, en e�et si A diagonalisable alors

A = PDP−1
et si A nilpotent, alors ∃k ∈ N tel que Ak = 0 d'où Ak = PDkP−1 = 0 don
 en

multipliant par P−1
à gau
he et par P à droite, on a Dk = 0 d'où D = 0 
ar D diagonale, d'où

A = 0.
Ainsi d = d′ et n = n′

.

Lemmes utilisés

Lemme 0.1 (Dé
omposition des noyaux) Soit f ∈ L(E). Soit P = P1 . . . Pk ∈ K[X ] ave
 les

Pi ∈ K[X ] premiers entre eux deux à deux. Alors : ker(P (f)) = ker(P1(f))⊕ . . .⊕ ker(Pk(f)).

Démonstration On pro
ède par ré
urren
e sur k ≥ 2.
� k=2 Comme P1 et P2 sont premiers entre eux alors d'après le théorème de Bézout il va

exister U, V ∈ K[X ] tels que UP1 + V P2 = 1.
Soit x ∈ ker(P1(f)) ∩ ker(P2(f)). Alors P1(f)(x) = 0 et P2(f)(x) = 0. Or d'après la re-

lation de Bézout x = (UP1 + V P2)(x) = UP1(f)(x) + V P2(f)(x) = 0 don
 x = 0. Don

ker(P1(f)) ∩ ker(P2(f)) = {0}.
Soit x ∈ ker(P (f)). On a toujours x = (UP1 + V P2)(x). Or :

P2(f)(UP1(f)(x)) = UP1P2(f)(x) = UP (f)(x) = 0
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don
 UP1(f)(x) ∈ ker(P2(f)).
De même, on montre que V P2(f)(x) ∈ ker(P1(f)) don
 x = UP1(f)(x) + V P2(f)(x) s'é
rit
somme d'un élément de ker(P1(f)) et de ker(P2(f)) d'où le résultat.

� k ≥ 2 On suppose que le résultat est vrai au rang k.

On a P = Q1Q2 ave
 Q1 = P1 . . . Pk et Q2 = Pk+1, 
omme les polyn�mes Q1 et Q2 sont

premiers entre eux, alors d'après le 
as où k = 2, on a ker(P (f)) = ker(Q1(f))⊕ ker(Q2(f)).
Or par hypothèse de ré
urren
e on sait que ker(Q1(f)) = ker(P1(f))⊕ . . .⊕ker(Pk(f)). D'où
le résultat.

Corollaire 0.1.1 E =
⊕

j ker(u− λjid)
mj

Démonstration On pose P =
∏

j(X − λj)
mj

. Comme les (X − λj)
mj

sont premiers entre

eux deux à deux (
ar les λj sont distin
ts) et 
omme u ∈ L(E), alors d'après le lemme des noyaux :

ker(P (u)) =
⊕

j

ker(u − λjid)
mj

Or u diagonalisable, don
 P (u) = 0 (d'après le théorème de Cayley-Hamilton) d'où ker(P (u)) = E,

d'où le résultat.

Lemme 0.2 (Diagonalisation simultanée) Soient u, v deux endomorphismes de E (C-espa
e

ve
toriel) tels que u ◦ v = v ◦ u.
Alors u et v sont 
o-diagonalisables.

Démonstration

� Soit λ une valeur propre de u et F = ker(u− λid) le sous-espa
e propre asso
ié à λ.

On 
onsidère v : F −→ E. Montrons que v est un endomorphisme de F .

Soit x ∈ F , alors u(x) = λx et :

u ◦ v(x) = v ◦ u(x) = v(λx) = λv(x)

d'où v(x) ∈ F .

� Montrons que v|F est diagonalisable.

Comme v est diagonalisable, alors il existe P ∈ C[X ] un polyn�me annulateur de v s
indé à

ra
ines simples, ie P (v) = 0. Or P est aussi annulateur de v|F , d'où P (v|F ) = 0. Don
 v|F
admet un polyn�me annulateur s
indé à ra
ines simples d'où v|F diagonalisable.

� Ainsi sur F sous-espa
e propre de u, on a u|F diagonalisable et v|F diagonalisable, don
 sur

E =
⊕

Eλi
, on a u et v diagonalisables.
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