Théoreme de I'élément primitif

Référence : | |

Théoréme 0.1 (de I’élément primitif) Soit K = F, C L = Fy» 0a g désigne une puissance
d’un nombre premier. Alors il existe o € L tel que :

L:M@z{%%%RQ#OGNM}

Démonstration Montrons que F7. est cyclique car alors si v est un générateur de Fp,, il est
clair que Fy(a) = Fyn.
Pour démonter cela nous allons utiliser deux lemmes.

Lemme 0.1 Tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’un corps est cyclique.

Démonstration Soit K un corps et G un sous-groupe fini de (K*, x). Soit n = |G|. Pour d
divisant n, on note :
Ag={z € G; =z dordre d}

G:UAd

Soit d|n et supposons que Ag # 0. Soit z € Ay et Hy le groupe cyclique d’ordre d engendré par z.
Alors on a : |A4| > ¢(d) car tous les générateurs de Hy sont dans Ag.

D’autre part, les éléments de Hy sont racines du polynéme X? — 1, polynéme qui a au plus d
racines et Hy a d éléments. Donc Hy est exactement ’ensemble des racines de ce polynoéme, ie
H, ~ 7Z/dZ, ie le nombre d’éléments d’ordre d est ¢(d) puisque Z/dZ est cyclique.

Ainsi si y € Ag, le groupe engendré par y est aussi Hy, donc Aq C Hyq ~ Z/dZ et donc |Aq| = ¢(d).

Posons :
{ 1 siAg#0;
€d =

On a:

0 SiAd:(D.

On a donc :

n= Z eqad(d)

d|n

puisque les Ay forment une partition de G.
De plus, on a également :
n=7_ ¢(d)

Donc, comme pour tout diviseur d de n, on a ¢(d) # 0, tous les ¢4 valent 1. En particulier ¢, = 1,
ie A, # 0, ie il existe un élément d’ordre n dans G. Or le sous-groupe engendré par cet élément
donne une sous-groupe de G de cardinal n = |G|, donc ce sous-groupe, qui est cyclique, est G.

n=7 ¢d

Lemme 0.2



Démonstration
Etape 1 Montrons que tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.
Soit G un groupe cyclique engendré par x. Soit H un sous-groupe de G non réduit a {e}. Soit :

d = int{k € N*;2* € 0\ {e}}
Soit z* € H, alors il existe (¢,7) € N? tels que :
k=qd+r avec 0<r<d
On a donc :
2k — (zd)q 2"
et comme 2 € H et 2% € H et H est un sous-groupe alors 2" € H, ie 7 = 0 par définition de d.

Ainsi 2% engendre H, qui est donc bien cyclique.

Etape 2 Soient (d,n) € N? ou d divise n. Montrons qu’il existe un unique sous-groupe d’or-
dre d dans Z/nZ.
Soit, :

H ={x €Z/nZ;dx =0}

H est un sous-groupe qui contient tout sous-groupe d’ordre d. En particulier {0,%,...,(d — 1)k}
ou k= g Donc |H| > d.

D’autre part, H est cyclique d’aprés I’étape 1 et tout générateur a un ordre divisant d, donc |H||d,
en particulier |H| < d.
Par conséquent |H| = d et tout sous-groupe d’ordre d est égal & H.

Etape 3 Montrons la formule voulue.
Tout élément de Z/nZ a un ordre divisant n d’aprés le théoréme de Lagrange et donc :

G:UAd

ou A, est I’ensemble des éléments d’ordre d.
Les éléments de Ay sont les générateurs de I'unique sous-groupe d’ordre d isomorphe a Z/dZ; il y
en a ¢(d). D’ou le résultat.
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