Ellipse de Steiner

Références : il n’y en a pas! ([Aud06] et [FGNOT]).

Définition 0.1 La bissectrice extérieure d’un angle est la droite perpendiculaire d la bissectrice
intérieure de l’angle (la bissectrice intérieure étant la droite qui coupe ’angle en deuz angles égauz).

Théoréme 0.1 Soient My, My et Ms trois points non alignés dans le plan complexe d’affizes
respectives z1, zo et z3.

Soit P(X) = (X — Zl)(X — 22)(X — 2,’3).

Alors les racines de P’ sont les foyers d’une ellipse tangente auz trois cotés du triangle My Mo Ms
en leurs milieuz.

Démonstration

Etape 1 : Lemme de Poncelet.

Lemme 0.1 (de Poncelet) Soit E une ellipse de foyers Fy, Fy.

Soit P un point extérieur a E.

Soient PTy et PTs les deux tangentes & E passant par le point P, ou Ty et Ty sont les points de
tangence appartenant a E.

= —
Alors les angles (P11, PFy) et (PTs, PF3) sont égauz.

Démontrons ce lemme. On utilise pour cela une propriété de ’ellipse : la tangente P77 est la
bissectrice extérieure de I’angle (71 F1, T F»).
Autrement dit si FY est le symétrique orthogonal de F; par rapport & la tangente PT}, alors Fo,
T, et F} sont alignés et on a :

d(FQ,F{) = d(FQ,Tl) + d(Tl,Fll) = d(FQ,Tl) + d(Tl,Fl) =2a

ol a est le demi-grand axe de Dellipse (par définition de Dellipse).
De méme si F|' est le symétrique orthogonal de Fy par rapport a PT5, alors Fy, T5 et F|' sont
alignés et on a :

d(Fs, F!') = 2a



Notons Rp la symétrie orthogonale par rapport & une droite D. On rappelle que si D et D’ se
coupent en O, alors Rp/ o Rp est la rotation de centre O et d’angle deux fois ’angle des droites
D et D' modulo .

Ainsi pour montrer le théoréme de Poncelet, il suffit de montrer que Rpp, o Rpr, et Rpm,oRpp,
sont la méme rotation de centre P.
Pour cela on détermine l'image de Fj par ces deux transformations :

— Rpr, (F}) = F1 et Rpp, (Rpr, (FY)) = Rpr, (F1) = Fi;

— on a vu que d(Fy, F]) = d(F2, F{') = 2a et on a aussi d(P, Fy) = d(P, F|) = d(P, F/) par
construction de F] et de F}’, donc (PF3) est la médiatrice de (F|F{') et Rpp,(F]) = FY,
d’out RPT2 (RPF2 (F{)) = Fl.

Donc les deux transformations ont méme centre et envoient F] sur Fj. Ce sont donc les mémes
rotations.
On a donc démontré le lemme de Poncelet !

Etape 2 : Coeur de la démonstration Soient w; et wo les racines de P’ et soient F; et I
les points d’affixes respectives wq et wo.

Lemme 0.2 (Théoréme de Gauss-Lucas) Soit P un polynéme d coefficients complezxes.
Alors dans C, les racines de P’ sont dans I’enveloppe convexe des racines de P.

D’aprés ce lemme, les points F; et F5 sont donc a 'intérieur du triangle M; My Ms.
~~ Montrons que (MlMg,MlFl) = (MlFQ,MlMg).
Pour cela on écrit P’ de deux maniéres différentes. Comme P(X) = (X — 2z1)(X — 2z2)(X — z3) alors
en dérivant, on obtient :

PI(X) = (X — ZQ)(X 723) + (X 721)(X 722) + (X 721)(X — 2’3)

Si on développe le polynome P, on obtient P = X3 — (21 +20+23) X 2+ (2321 +2322+2122) X — 212923,
d’ou en dérivant :
P/(X) = 3(X —w1)(X — ws)

En faisant X = z; dans les deux expression de P’, on obtient :

3(2’1 — wl)(zl — WQ) = (Zl - 22)(21 — 23)
zZ9 — 21 _3&)2—251

w1 — 21 Z3 — 21

Ainsi en passant & 'argument, on a :

arg (u) =arg <3w2 — Zl) =arg(3) +arg <w2 — Zl) =arg <u>
w1 — 21 Z3 — 21 zZ3 — 21 Z3 — 21

ce qui signifie que (M1 Ma, M1 Fy) = (M1 Fs, M1 Ms3).
~» Construisons maintenant ellipse F de foyers F1, Fs, qui est tangente au coté M7 My du triangle.
Pour cela, on va de nouveau utiliser la propriété de la bissectrice extérieure.
On prend M; comme point extérieur (ie = P). Une des tangentes & E est donc (M;Mz). Donc le
point de tangence Ty € (M7 M>).
On construit F] le symétrique orthogonal de Fy par rapport a (M1T1) = (M1 Ms) et d’aprés la
propriété Ty est lintersection de (M;Ms) avec (F]F»). On trouve ainsi T3 explicitement.
D’aprés la définition bifocale :

E={Q,d(F1,Q)+ d(Fy,Q) = d(Fy,T1) + d(Fy,T1)}




~ Soit T5 le point de tangence de la deuxiéme tangente issue de M;. D’apreés le lemme de Poncelet,
(M1 Ms, M1Fy) = (M1F, M1T5). Donc (M;T2) coincide avec (M7 Ms) et Ty € (M1 Ms), donc E
est tangente & (MjMs3).

~ Il ne reste plus qu’a montrer que les points de tangence sont les milieux des cotés. Montrons-

> —
le pour I milieu de [M;Ms] d’affixe m Il suffit de montrer que (IM;,1F;) = (IF5,1M>)
(toujours en utilisant la propriété de la bissectrice extérieure). En faisant X = Ate dans les

deux expressions de P’, on obtient :

3<21+22 w1) <21+22 w2>

2 2

<zl+22Zl)<21+2222)+<21+22Zl)<21+2223>+<21+2222><zl+22
2 2 2 2 2 2

o zZ9 — 21 Z1 — 22

-(57) (*7)

D’ou
w 21+ 22
1 2 22 — 21
12 =
21 — 22 21+ 22

wo — 9
— — — — — —
Ainsi en passant a ’argument, on obtient (I Fy, MaoM;) = (M1 M, [ F5),ie (IF, IMy) = (IMy, [ F5).
D’ou le résultat.

On procéde de méme pour montrer que les autres tangentes passent par les milieux de [M; M3] et
[M2M3] respectivement.

M; J[;

Lemmes utilisés

Lemme 0.3 (Théoréme de Gauss-Lucas) Soit P un polynéme a coefficients complezes.
Alors dans C, les racines de P’ sont dans l’enveloppe conveze des racines de P.

Démonstration On écrit :

P= )\ﬁ(X—)\k)”k

k=1
our >1, A€ C* A,..., A\ € C sont les racines deux a deux distinctes de P et ni,...,n, leur
ordre de multiplicité respectif.
Comme :

Pr=X> me(X = )™ [ = )
k=1 £k



P A (X = X)) g (X = )™
P AT (X = Ap)m
21 (X = A)™ 1 T (X = )™ 4 (X = AP T (X — A
[Thet (X = Ag)m
1 [Tmy (X = Xe)™ T Ty (X = N) + oy [Ty (X = A)™ 7 s (X =N
[T (X = ) [Ty (X — )
1 Tl (X = A+ T (X — )
H};:l(X - /\k>

T ng
:ZXf/\k

k=1

Soit z une racine de P’.
~> Si z est I'une des racines A\, elle est évidemment dans ’enveloppe convexe des racines de P.
~> Sinon, on peut écrire :

P'(z) B ez — N\
P(z2) _O_Z Z|,zf)\k|2

k= 1

ce qui donne en passant au conjugué :

i nk(z — >\k) -0
|z — Ag|?

k=1

On en déduit que :

nk)\k
Z |z = /\k|2 Z 2 — Ail?

nk)\k
= Tt 0
T
Zk:l |Z _ )\k|2

Comme chaque est, strictement, positif, cette formule exprime le fait que z est un barycen-

ng
|z — Ag)?
tre & coefficients strictement positifs des \.

La racine z de P’ est donc dans I’enveloppe convexe des racines de P.

Lemme 0.4 (Propriété de la bissectrice extérieure) Soit E une ellipse de foyers F et F'.
Alors la tangente a I en M est la bissectrice extérieure de l’angle (M? ,MF").

Démonstration Soient D et D’ les directrices associées aux foyers F et F’. Soient P et P’
les points d’intersections de la tangente en M avec D et D’ et soient m et m’ les projections de M
sur D et D’.

On sait que M F et PF sont orthogonales, ainsi que M F’ et P'F’. De plus :

MF'  Mm'  MP
MF ~ Mm  MP

de sorte que les triangles rectangles M F P et M F’P’ sont semblables d’ou ’égalité des angles.
L’ellipse est contenue dans 'un des demi-plans fermés définis par la tangente. Le segment [F'F’|
est contenu & l'intérieur de l’ellipse et la tangente ne peut le rencontrer, c’est donc la bissectrice
extérieure.
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