Estimation des grands écarts

Références : | ] p-16-20 ([ et D-

Théoréme 0.1 Soit p €]0,1[. Soit (X, )nen- une suite de variables aléatoires indépendantes de
méme loi de Bernoulli de paramétre p. Soit la variable aléatoire S, =Y " | X; ~ B(n,p).
On pose pour € €]0,1 — p|,

hi(€) = (p+¢)log (]%) +(1—p—e)log (%)

Alors :
1. hy(e)>0;
2. pour toutn > 1,

P (& >p+ 6) < e nh+(9)
n

3. et cette inégalité est optimale, ie

n—-+oo n

lim log‘]P’ <& >p+ e> = —hy(€)
n
Démonstration

Etape 1 Montrons le (1) et le (2).
Soit t > 0 fixé. Déterminons la probabilité suivante :

]P’<&2p+e)
n

Sn = n(p + €))

P(
=P(S, —n(p+e€) >0)
= P(t(S,, — np —ne) > 0)
P( t(Sy —np—mne) > 1)

par bijectivité de 'exponentielle. Ainsi d’aprés I'inégalité de Markov, on a :

P <& >p+ €> < E(et(Sn—np—ne)
n

e—nt(p-l—e)E(etSn )

e~ nt(pte) Z e*P(S,, = k) d’aprés le lemme de transfert ;

n
_ efnt(ere) Z etkc,spk(l o p)nfk
k=1
La formule du bindme de Newton nous donne alors :

P (& >p+ e) < e M1 — p+ pe’)
n

— o~ nt(pte)—nlog(l—p+pe’)



Cela étant vrai Vt > 0, on obtient finalement :
1P’<& 2p+e> <e mh
n

olt h = sup,o{t(p + €) — log(1 — p + pe')}.
Etudions alors la fonction :
g: Ry —R
t — t(p +€) — log(1 — p + pe')

On remarque que g(0) = 0 et que g est dérivable, de dérivée :

pe’

/
t: _—
g'(t)=p+e T

d’ot ¢'(0) = € > 0, ce qui prouve que la borne supérieure de g est strictement positive.
Cherchons le point ou la dérivée s’annule :

pet

‘(t) =0 < - =0
g'(t) T
t
pe
& =
p+e 1= p1pet

& (p+e)(1 —p+pe') = pe’
S (p+e)(l—p)=pe'(l—p—e)

oot - ol —p)

p(l—p—e)
o [T D)
er=l g( p(l—p—c¢) )

On effectue la tableau de variation de g et on se rend compte que g est maximale en ¢ = log (

(p+e( - p)>
p(l—p—¢) )’
donc :

h= iﬂg{t(“ €) —log(1 — p + pe’)}

o (2O D) o)~ log(l — (p+e)(l—p)
_1g<p(1—p—6))(p+) tog(1 p+pp(1—p—6))

=(p+e)log (m +(p+e€)log (i) —log (1—p+ W)

1—-p—c¢

pi% (p+)log (%) _log((1—p)(l—p—6)+(p+6)(1—p)>
)
)

1l—-p—c¢

Etape 2 Montrons l’assertion (3). L’estimation des grands écarts obtenue dans I’étape 1
s’écrit :

P (& >p+ 6) < e~ "ht(e)
n

Nous cherchons alors une minoration. On pose k, = [n(p + €)] le nombre entier immédiatement
supérieur & n(p + €). On a alors :

P(Sy > n(p+e€) > P(S, = kn)



et nous allons maintenant montrer que :

1
lim —logP(S, =kn) = —hy(e)

n—-4+oo N

car cela assurera que :
1
liminf —P(S,, > n(p +¢)) > —hy(e)

n—-4+oo N
On a:

n! k —k
= pn(] — n n
i (P

Ainsi en appliquant la formule de Stirling aux trois suites de factorielles, on obtient :

P(Sn = hn) ~ V2 ()" \/%—kn <é) n m <n_ekn>nk R
- \/(zwkn)(;:?n ) ) (%)k" (H)nkn
ek
) m(f)kn ' <é> <751—7k:))
nel—p)\" "

)

kn n—ky
1 n np n(l —p)
Vor\V kn(n —kn) \kn n — ky,
Comme k,, et n —k,, divergent vers l'infini et P(S,, = k,,) — 0 alors on peut passer au logarithme
dans I’équivalence précédente, ie :

w1 (7)o (e g )+ i (32) 0= (52

1 1 n np n(l —p)
~ —=log(27) + = log [ —— ) + ky log [ 22 k) log (2P
5 log(2m) + Og(kn(nkn))+k Og(kn)Jr(n )Og(nkn

Or par définition &k, = [n(p+e€)], donc k, = n(p+¢€) +o(n) et n—k, =n(l—p—¢€)+o(n), donc :

n
€

3

[\]

n n 1
Fnln—kn) nptn(—p—a+ton) (prand—p—e+on)
Donc ) .
5y los (m) —0
Maintenant :
k, log (@) =n(p+€)log (L nlp + 6)) + (kn, —n(p+¢))log (@>
kn p+e ky kn,

= n(p +¢)log (ﬁ) +n(p+e)log (%) + (kn —n(p + €)) log (%)

€ n n

Ainsi en utilisant le fait que k, — n(p + €) reste borné (par 1), on en déduit que :

. 1 np p
1 —k,1 — | = 1
im og<k > (p+e€)log e

n—-4oon n p

De la méme facon, on montre que :

lim l(nfk:n)log (M) =(1 fpfe)logl;p

n—-+oo n



Donc on en déduit que :
1
L log(P(S, = kn)) — —hi(€)
n

Donc puisque P(S,, > n(p + €)) > P(S,, = k,), alors

lim inf lIP’(Sn >n(p+e€) > —hy(e)

n—-+4oon

Or d’apres le point (2) démontré dans I’étape 1, on a :

lim sup lIP’(Sn >n(p+e)) < —hyle)

n—s+oo 1

D’ou 'égalité voulue.

Lemmes utilisés

Lemme 0.1 (Inégalité de Markov) Soit X € £1(Q, A, P) positive, alors pour tout ¢ > 0 :

=

(X

~—

P(X >¢)

IN

A fortiori, on a aussi :

&=

(X)

P(X >¢) <

Démonstration Si X € £1(Q2, A, P) est positive, soit D = {X > €}. On a alors les minora-
tions suivantes :

Do le résultat. La deuxiéme inégalité résulte de l'inclusion (X > ¢€) C (X > ).

Lemme 0.2 (Formule de Stirling) On considére la suite (u,)nen- définie par Vn € N* :

n"e "\/n
Up = ————
n!

Un+1

Déterminons la nature de la série de terme général v, = 10g<
Un

> et déduisons-en l’existence

d’un entier k > 0 tel que, quand n — 400 :
n! ~ ky/nn"e !

et déterminons cette constante a l’aide de la formule de Wallis.

Démonstration Estimons v, lorsque n — 400 :

1\""2
log((n+ ) el>
n
1

Un



Cette expression nous montre la convergence de la série Y v,,. Comme, on a v1+. . .+v, = log t,+1—logu;
pour n > 1, alors la suite (log(uy))nen+ converge. En notant A sa limite, on voit que (u,) converge

vers k = e > 0, d’oi1 I’équivalent.

Il nous reste & déterminer la constante k. Nous allons pour ce faire utiliser la formule de Wallis,

qui est :
2
1 2p)(2p—2)...2
im L[ (2P)(Ep—2) .
p—+oop \ (2p—1)(2p—3)...1
Par ailleurs, en utilisant 1’équivalent, on a lorsque p — 400 :

L(_@p)@p=2)...2 \* _1/[22@p)?\" 2% kipirtZetr 2
5((2p1)(2p3)...1) - ( 2p)! ) ~

p

? k2(2p)irtle—4r 2

]{32
donc ™ = EL ie k = +/2m. D’ou le résultat.
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