
Classi�
ation des groupes d'ordre pq

Référen
e : [Per96℄ p.27-28.

Théorème 0.1 Soient p et q deux nombres premiers ave
 p < q. Alors :

1. Si p ne divise pas q − 1, tout groupe d'ordre pq est 
y
lique et isomorphe à Z/pqZ.

2. Si p divise q − 1, il y a deux groupes d'ordre pq non isomorphes, le groupe 
y
lique et un

produit semi-dire
t non 
ommutatif.

Démonstration Soit G un groupe d'ordre pq.
 D'après le théorème de Sylow, on sait qu'il existe des q-Sylow de G, soit Q l'un d'entre eux. On

sait aussi d'après le théorème de Sylow, que le nombre nq de q-Sylow véri�e :

nq = 1[q]

nq|p

p étant premier, on a nq = 1 ou p, or nq = 1[q], d'où nq = 1 (
ar p < q).
Ainsi il existe un unique q-Sylow dans G, de plus d'après le théorème de Sylow, tous les q-Sylow
sont 
onjugués entre eux, or Q est tout seul, il est don
 distingué dans G.
De plus 
omme q est premier, on sait que G est isomorphe à Z/qZ.
 De la même façon, on sait que G 
ontient des p-Sylow et leur nombre np véri�e :

np = 1[p]

np|q

Don
 np = 1 ou q. Notons P un p-Sylow. On a :

� P ∩ Q = {e}, 
ar sinon il existerait a ∈ P ∩ Q, ie a ∈ P et a ∈ Q, or Q est d'ordre q et P
est d'ordre p (d'après le théorème de Sylow), don
 l'ordre de a doit diviser p et q (d'après le

théorème de Lagrange), ie né
essairement l'ordre de a est 1, ie a1 = e, ie a = e.
� |P | × |Q| = pq = |G|.
� Q distingué dans G.

Don
 d'après le propriété du produit semi-dire
t, on sait qu'il va exister un produit semi-dire
t

entre P et Q, ie Q⋊φ P , on a don
 l'existen
e d'un morphisme :

φ : P −→ Aut(Q) = Aut(Z/qZ)

a 7−→ fa

De plus, 
omme q est premier, on sait que Aut(Z/qZ) ≃ Z/(q − 1)Z.
Soit a ∈ Z/pZ, alors pa = 0, d'où φ(ap) = φ(0) = id, or φ(ap) = φ(a)p = id (
ar φ est un

morphisme de groupes d'un groupe additif (Z/pZ) dans un groupe multipli
atif Aut(Z/qZ)), don

φ(a) est d'ordre qui divise p, don
 l'ordre de φ(a) est 1 ou p (
ar p premier).

De plus, l'ordre de φ(a) divise aussi l'ordre du groupe Aut(Z/qZ), qui est q−1 d'après le théorème

de Lagrange, don
 on peut distinguer deux 
as :

� Si p ne divise pas q−1, alors l'ordre de φ(a) est 1 pour tout a ∈ Z/pZ, ie φ(a)1 = id, don
 φ est

le morphisme trivial et l'opération du produit semi-dire
t s'é
rit pour (p, q), (p′, q′) ∈ Z/pZ⋉φZ/qZ :

(p, q).(p′, q′) = (pp′, qφ(p)(q′)) = (pp′, qid(q′)) = (pp′, qq′)

on re
onnaît alors la loi de groupe du produit dire
t, d'où G isomorphe à Z/pZ× Z/qZ qui

est isomorphe à Z/pqZ d'après le théorème Chinois.
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� Si p divise q − 1, alors Z/(q − 1)Z admet un unique sous-groupe d'ordre p, don
 Aut(Z/qZ)
aussi, notons son sous-groupe d'ordre p, H .

Considérons maintenant l'image de φ, 
'est un sous-groupe de Aut(Z/qZ) et 
e sous-groupe

est de 
ardinal 1 ou p (d'après 
e qu'on vient de faire sur l'ordre d'un élément du groupe

Z/pZ, qui suggère que soit tous les éléments de Aut(Z/qZ) sont d'ordre 1, soit il existe un

élément d'ordre p dans Aut(Z/qZ) et 
et élément engendre alors un sous-groupe d'ordre p).
De plus on a une surje
tion de Z/pZ −→ Im(φ), don
 |Im(φ)| ≤ p.
On distingue de nouveau deux 
as :

� Si |Im(φ)| = 1, alors Im(φ) = {id} 
ar 
'est un groupe et on retrouve le morphisme trivial,

par 
onséquent G est isomorphe à Z/pqZ.
� Si |Im(φ)| = p, par uni
ité du sous-groupe d'ordre p dans Aut(Z/qZ), on a H = Im(φ).
On 
onsidère un autre morphisme :

ψ : Z/pZ −→ Aut(Z/qZ)

ie un autre produit semi-dire
t, montrons alors que φ et ψ sont isomorphes.

De même, on peut montrer que H = Im(ψ), ainsi on peut 
onsidérer les morphismes :

φ : Z/pZ −→ Im(φ) = H

ψ : Z/pZ −→ Im(ψ) = H

Ce sont des morphismes bije
tifs, 
ar surje
tifs, puisqu'on a restreint les morphismes φ et

ψ à leur image et bije
tif, 
ar |Z/pZ| = |H | = p.

Ainsi si on pose α = ψ
−1

◦ φ, alors l'appli
ation :

f : Z/pZ ⋉φ Z/qZ −→ Z/pZ⋉ψ Z/qZ

(p, q) 7−→ (α(p), q)

est un isomorphisme de groupes ; en e�et, soient (p, q), (p′, q′) ∈ Z/pZ⋉φ Z/qZ :

� Montrons que f est un morphisme de groupes :

f((p, q).(p′, q′)) = f(pp′, qφ(p)(q′)) = (α(pp′), qφ(p)(q′))

f(p, q).f(p′, q′) = (α(p), q).(α(p′), q′) = (α(p)α(p′), qψ(α(p))(q)q′) = (α(pp′), qφ(p)(q′))

� Comme |Z/pZ ⋉φ Z/qZ| = |Z/pZ ⋉ψ Z/qZ| = pq, alors il su�t de montrer l'inje
tivité

de f , soit (p, q) ∈ Z/pZ ⋉φ Z/qZ tels que f(p, q) = (0, 0). Alors α(p) = 0 et q = 0, ie
ψ−1 ◦ φ(p) = 0, ie φ(p) = ψ(0) = 0, ie p = φ−1(0) = 0.

D'où l'isomorphisme.

Lemmes utilisés

Lemme 0.1 (Théorème de Sylow) Soit G un groupe de 
ardinal |G| = n = pαm ave
 p premier

et m ne divisant pas p. Alors :

1. Si H est un sous-groupe de G qui est un p-groupe alors il existe un p-Sylow S tel que H ⊂ S ;

2. Les p-Sylow sont tous 
onjugués dans G (et don
 leur nombre k divise n) ;

3. On a k ≡ 1[p] (don
 k divise m).

Démonstration 
f le développement sur le théorème de Sylow.

Lemme 0.2 (Théorème de Lagrange) Soit G un groupe �ni de 
ardinal N . Alors gN = e pour

tout g ∈ G et le plus petit des entiers non nul n tel que gn = e divise le 
ardinal de G.

Démonstration SoitH = {gn, n ∈ N}.H est un ensemble �ni puisqueG l'est. Don
 ∃a, b ∈ N

et a > b tels que ga = gb, ie en multipliant par (g−1)b, que ga−b = e.
Soit t le plus petit entier tel que gt = e.
Montrons maintenant que H est un sous-groupe de G.

� H ⊂ G, 
ar ∀g ∈ G, ∀n ∈ N, gn ∈ G 
ar G groupe.

� soient ga, gb ∈ H , alors gagb = ga+b ∈ H .

� soit ga ∈ H . Comme t est le plus petit entier tel que gt = e. Alors gt−1
est l'inverse de g.

D'où ga(t−1)
est l'inverse de ga et 
et inverse est dans H .
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Montrons que le 
ardinal de H est t. Soit n un entier, on e�e
tue la division eu
lidienne de n par

t, alors il existe (q, r) ∈ N
2
, tels que n = tq + r et 0 ≤ r < t. Alors gn = gtq+r = (gt)qgr = gr.

Ainsi H = {1, g, g2, . . . , gt−1} ; mais gr = gs ave
 1 ≤ r < s ≤ t, ainsi l'argument donné au début

de 
ette preuve nous donne que gs−r = e, 
e qui 
ontredit la minimalité de t. Ainsi H a t éléments

et on 
on
lut par le fait que le 
ardinal de H divise le 
ardinal de G.

Lemme 0.3 (Théorème Chinois) Soient p et q deux entiers premiers entre eux. Alors :

Z/pqZ ≃ Z/pZ× Z/qZ

Démonstration On 
onsidère le morphisme :

Z/pqZ −→ Z/pZ× Z/qZ

n 7−→ (n̂, ñ)

Il est inje
tif 
ar p et q sont premiers entre eux et bije
tif par égalité des 
ardinaux. En e�et si

(n̂, ñ) = (0, 0) alors n divise p et n divise q, ie n = kp = k′q, or p et q sont premiers entre eux don


n divise pq, ie n = cpq, d'où n = 0.

Lemme 0.4 (Admis, produit dire
t et semi-dire
t) Soit G un groupe. Soient K,H des sous-

groupes de G tels que H ∩K = {e} et que |H | × |K| = |G|.

1. Si H et K sont distingués dans G, alors G ≃ H ×K ;

2. Si H est distingué dans G, alors il existe φ : K −→ Aut(H) tel que G ≃ H ⋊φ K.

Lemme 0.5 (Automorphisme de Z/nZ)

Aut(Z/nZ) ≃ (Z/nZ)∗

Démonstration

(⇒) Soit u ∈ Aut(Z/nZ), alors u(1) est un générateur de (Z/nZ,+). Don
 u(1) ∈ (Z/nZ)∗ et

on véri�e que l'appli
ation τ : u 7−→ u(1) est un morphisme.

(⇐) Soit σ dé�ni sur (Z/nZ)∗ par σ(s)(x) = sx. σ(s) est un endomorphisme de (Z/nZ,+)

ar s(x + y) = sx + sy et 
'est un automorphisme 
ar sx = 0 implique que x = 0 
ar s est

inversible.

En�n τ et σ sont ré
iproques l'un de l'autre.

Lemme 0.6 Z/nZ admet un unique sous-groupe d'ordre Z/dZ ave
 d divisant n.

Démonstration Comme d divise n, alors il existe k ∈ Z tel que n = kd, ainsi k ∈ Z/nZ et

est d'ordre d, 
ar kd = 0[n] et ∀q < d, kq 6= 0[n].
On pose K =< k > le sous-groupe de Z/nZ engendré par k, il est de 
ardinal d.
Soit K ′ =< k′ > un autre sous-groupe de 
ardinal d dans Z/nZ (il est bien 
y
lique, 
ar Z/nZ
l'est). Alors k′d = 0[n] et ∀q < d, k′q 6= 0[n].
On a don
 : kd = n et k′d = pn ave
 p ∈ Z, d'où k′d = pkd, ie k′ = pk (
ar Z est intègre), don


k′ ∈ K, d'où l'uni
ité du sous-groupe d'ordre d.

Référen
es

[Per96℄ Daniel Perrin. Cours d'algèbre. Ellipses, 1996.

3


