Théoréme de Kronecker

Référence : | | p.573.

Théoréme 0.1 (de Kronecker) Soit P, un polynome qui vérifie la propriété K, : Pi est uni-
taire, de degré n, a coefficients entiers, ie P1(X) = X" + a1 X"t + ... +a, , les racines de P,
dans C sont de module inférieur ou égal a 1 et a,, # 0. Alors les racines de Py sont des racines de
DUunité.

Démonstration On note «; pour 1 < ¢ < n les racines de P; (on sait qu’elles existent car C est
algébriquement clos).

~ Les relations entre les coefficients a1,...,a, et les racines «;,..., «, donnent une majoration
des coefficients de P;. En effet, sachant que V1 <i < n, |a;| <1,on a:
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car on choisit pour la somme k coefficients parmi 7.

~» On pose R(X) = X" + b X" ! + ... + b, un polynéme vérifiant la propriété K,. On a donc
pour tout 1 < k < n, |by| < CF.

Par conséquent by, prend une des 142C* valeurs —C* ... —1,0,1,...,C*
entiers).

Donc le nombre de polynomes vérifiant la propriété K, est fini puisque majoré par [[,_, (1+2CF).
~~» On note Py (X) = (X —af)...(X —aF) et QY (X) = X* — Y ou k est un entier supérieur ou
égal a 1.

On considére le résultant Ry (Y) des polynomes, en la variable X, Pi(X) et Q} (X). Ce polynome
Ry(Y) est égal au déterminant de Sylvester suivant :
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L’écriture de ce déterminant montre que les coefficients de Ry sont des entiers (en écrivant la
formule du déterminant comme somme de permutations).

Par ailleurs, les racines de P; sont aq,...,a,, ainsi le calcul du résultant en fonction des racines
de l'un des polynémes nous donne :

n n

Ri(Y) =[] @F (ei) = [J(ef = Y) = (=1)"Pu(Y)
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Les polynomes Py, sont donc unitaires et & coefficients entiers. Leurs racines sont de module inférieur
ou égal & 1 et non nulle car 0 < |aF| < |a;| < 1 (car un polynéme unitaire & coefficients entiers
ne peut pas admettre 0 comme racine). Donc les polynomes Py vérifient la propriété K, (ils sont
bien de degré n).

~> Les polynomes qui vérifient ces propriétés sont en nombre fini, il existe donc un entier & > 1
tel que P, = Pj. Les racines de P; sont ay,...aq, et celles de Py sont o¥,... af. Mais P; et P
ont les mémes racines (avec méme multiplicité, puisqu’ils sont égaux). Donc partant d’une racine
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a1 de Py, on voit donc que of,af ,af ,... sont des racines de P ; il existe donc des entiers p et
P q . N . ., .
q tels que of” = of”| ce qui entraine que «; est une racine de I'unité. Donc les racines de P; sont

des racines de 'unité.

Lemme utilisé

Lemme 0.1 Soient aq,...,am, 01, .-, 080 € K tels que :
AX)=a(X —a1)...(X —am) et BX)=b(X—-01)...(X —Bn)

ce qui est toujours le cas si K est un corps algébriquement clos (C par exemple). Alors :
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Res(A, B) = agbg' [[ [ (e = af [ [ B(e:) = (—1)""Res(B, A)
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