Sous-Variétés

Référence : | | p.284-287.

Théoréme 0.1 1. L’ensemble des matrices réelles de déterminant 1, ie SL,(R) est une sous-
variété de dimension n®> — 1 dont ’espace tangent en un point X € SL,(R) est :

{H e M,,(R);tr(X"'H) =0}

2. L’ensemble des matrices orthogonales, ie O, (R) est une sous-variété de M,,(R) de dimension
n(n —1)/2 dont l’espace tangent en un point X € O, (R) est :

{He M,R); (X 'H)=-X"'H}

3. Soit V le sous-ensemble de M, (R) des matrices de rang r avec 0 < r < n. Soit U le sous-
ensemble de M,,(R) des matrices dont le premier mineur r X r (ie en haut & gauche) est non
nul. Alors V et VN U sont des sous-variétés de M,,(R) de dimension n? — (n —r)2.

Démonstration

Etape 1 : assertion 1
On pose :

f:Mp(R) —R
X +—det(X) -1

C’est une application de classe C! (et méme C*) sur M,,(R). Comme pour tout X € SL,(R),
pour tout H € M, (R), on a :

Ddet(X)(H) = tr(*X H))

On a donc :
Df(X)(X)=tr(Id)=n

Donc la forme différentielle D f(X) est non nulle pour tout X € SL,(R), ainsi d’aprés le théoréme
des sous-variétés caractérisées implicitement, SL,(R) est donc une sous-variété de M, (R) de di-
mension n? — 1 (car définie par une seule relation implicite) et son espace vectoriel tangent en X
est :

{H € M, (R);tr(X"'H) =0}

Pour X = Id, on remarque que c’est le sous-espace formé des matrices de trace nulle.

Etape 2 : assertion 2
On procéde de la méme maniére que pour SL,(R). On rappelle que :

On(R) = {X € M,(R); ‘XX = Id}
On pose :

g: My(R) — S, (R)
X+— XX —1Id



g est une application de classe C* de ’ensemble M, (R) dans I’ensemble des matrices symétriques.
Déterminons sa différentielle, soit X € O, (R), soit H € M, (R) :
JX+H) —gX)="X+H)(X+H)—Id-"XX +1d

=('X+"'H)(X+H)-'XX

='XX+'XH+'HX +'HH - 'XX

='XH+"'"HX +o(|H|)
Donc :

Dg(X)(H)="'XH+'HX = X 'H+ “(X"'H)

car X € O,(R) donc X! = tX.
Soit maintenant Y € S,,(R), I’équation Dg(X)(H) =Y admet la solution H = %XY, en effet :

1 1 1
Dg(X) (EXY) =5 EXXY + 3 'YX X

1
5(Y+ Yy=Y

car Y € S, (R).
Ainsi P’application Dg(X) est surjective donc d’aprés le théoréme des sous-variétés définies im-
plicitement, on sait que O, (R) est une sous-variété de M,,(R) de dimension :

5 n(n+1) n(n-1)

2 2

dim O, (R) = dim M, (R) — dim S,,(R) = n
Et son espace tangent en X € O, (R) est :
{He M,R); (X 'H)=-X"'H}

Pour X = Id, on remarque que c’est le sous-espace des matrices antisymétriques.

Etape 3 : assertion 3 Pour X € M, (R), on écrit :

A B
C D
avec A € M, (R), B€ My ,,—(R),C € Mp_,r(R) et D € My_p n—r(R).

Montrons que X € V NU si et seulement si 4 € GL,.(R) et D =CA"'B.

Par définition de U et V, on a X € U NV si et seulement si X et A sont exactement de rang r.
Cela revient a dire que A € GL,.(R) et que rang(X) = r, rang de ses r premiéres colonnes.

Cette derniére condition signifie encore que les n — r derniéres colonnes de X sont combinaisons
linéaires des r premiéres, ce qui se traduit par une égalité matricielle de la forme :

(5) (&)<
ot M € M, ,_(R).

Comme A est inversible, cela équivaut &4 M = A~'Bet D=CM =CA~'B.
L’ensemble U NV est donc caractérisé par les conditions A € GL,.(R) et D = CA~'B.

Montrons maintenant que U NV et V sont des sous-variétés.
D’aprés ce que 'on vient de montrer, cela signifie que U NV est, dans M, (R), le graphe de
I’application :

g: GLT(R) X Mr,nfr(R) X Mnfr,r(R) — Mnfr,nfr(R)
(A,B,C)— D=CA'B
Or le groupe linéaire GL,(R) est 'ouvert de M, (R) défini par la non-nullité du déterminant, donc
Pensemble GL,(R) x M, »_r(R) X M,,_,(R) est un ouvert de dimension :

2 2

d=r*+r(n—r)+m—r)r=r>+rm—r>+nr—1r>=n>—(n—r)?



Comme g est de classe C', d’aprés le théoréme sur les sous-variétés on sait que le sous-ensemble
V de M,,(R) est une sous-variété de VN U de dimension d.

Enfin soit Xy € V quelconque, alors il existe P, Q € GL,(R) tels que PX,(Q ait son premier mineur
(ie en haut & gauche) non nul, ie PXoQ e UNYV.

Donc l’application X — PX@Q est un difféomorphisme de M,,(R) sur lui-méme, donc V est une
sous-variété en X, de dimension d. D’ou V sous-variété de M,,(R) de dimension d.

Trucs utilisés

Théoréme 0.2 (sous-variétés implicites) Soit U un ouvert de R™. Soient f1,...,f, : U — R

des fonctions de classe C. Soit V = {x = (x1,...,2,) € U; fi(z1,...,2) = 0;...; fp(z1,...,2s) = 0}
On suppose que les différentielles D f1(x),...,Dfp(x) sont indépendantes de tout point de V.

Alors V' est une sous-variété de dimension n — p de R™ et l’espace vectoriel tangent en a € V est

l’ensemble :
Zn f Z 5fp
’U—’Ul,...7 a— i = 81'] =

Théoréme 0.3 (des sous-variétés) Soit V' un sous-ensemble de R™. Soit a € V. Soit d € N.
Alors les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

1. V est lisse en a, de dimension d ;

2. (définition implicite) il existe un voisinage ouvert U de a dans R™ et n—d fonctions f; : U — R
de classe C" telles que :

zeVnNUezelU e filzi,....,zn) =0,..., fp(z1,...,2,) =0

et les différentielles D f1(a), ..., D fn—p(a) sont indépendantes ;

3. (graphe) il existe un voisinage owvert U de a dans R™, un voisinage ouvert U’ de (aq1,...,aq)
dans R? et n—d fonctions g; : U' — R, de classe C*, telles que (aprés éventuelle permutation
des coordonnées x;) :

WS UﬂV@(l‘l,...,l‘d) ceU' et Td41 :gl(xl,...,xd),...,mn:gn_d(acl,...,xd)

4. (définition paramétrique) il existe un voisinage ouvert U de a dans R™, un voisinage ouvert
Q de 0 dans R? et n fonctions ¢; : Q@ — R, de classe C*, telles que Uapplication :

d:u=(u1,...,uq) — x=(d1(u),...,dn(u))

soit un homéomorphisme de Q sur VNU, avec a = $(0) et que la matrice jacobienne D¢p(0)
soit injective.
Sion note f = (f1,..+, fn—d), 9= (91, 9n—d) €t @ = (P1,...,¢n) Vespace vectoriel tangent en
a aV est alors :
2. le noyau de Df(a);
3. le graphe de Dg(aq,...,aq);
4. Uimage de D¢(0).

Lemme 0.1 Soit A une matrice de rang r. Alors il existe P, Q;nGL, (R) telles que :
I, 0
PAQ = ( : 0)

Calcul de la différentielle du déterminant Comme le déterminant d’une matrice est un
polyndme en ses coefficients, on en déduit que I’application M —— det(M) est de classe C*°.

Soit M € M, (R). Pour calculer la différentielle du déterminant au point M, nous allons calculer
les dérivées partielles du déterminant au point M.

Désignons par (E;;)1<i,j<n la base canonique de M,,(R). En notant A = (a;;)1<s,j<n les éléments

de M, (R), il s’agit de calculer gdet (M).

aij



En désignant par C' = (Ci;)1<i,j<n la comatrice de M (de sorte que C;; est le cofacteur de 1’élément
d’indice (i,7) de M), la n-linéarité du déterminant entraine, pour tout (i, j) et pour tout t € R :

det(M + tEij) = det(M) + tCij

Done: od det(M FE det(M
et(M)i 5 et(M +tE;;) — det( ):Cij

= 1m
t—0,t£0 t

aaij

Ainsi si H = (hy;) € M, (R), on a :

det
Ddet(M)(H) =Y by -a—‘f(M) =" hi;Cyj = tr('CH)
Lorsque M est inversible, on peut obtenir une autre expression de la différentielle en utilisant
lidentité ‘C' = (det(M))M ! qui entraine :
D det(M)(H) = (det(M))tr(M ' H)

pour tout H € M,,(R).
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