Théoréme d’Abel et théoréme taubérien faible

Reéférence : [Gou08] p.252-254.

Théoréme 0.1 (Abel) Soit > a,z™ un série entiére de rayon de convergence supérieur ou égal
a1 telle que > a, converge.

Soit f la somme de cette série entiére sur le disque unité.
T
On fixe Oy € [0, 5[ et on pose :

Ng, ={2€C,|z| <1 et 3p>0,3p¢€[0y,0)],2=1—pe®}
Alors :

z2—1,2€40¢,

lim  f(z) = Z an
n=0

Dessinons le domaine Ag, :

Ay,

Démonstration Notations pour tout n € N :

S:ian Sn:iak R,=5-5,
n=0 k=0

Pour majorer la quantité | f(z)—S], on va effectuer une transformée d’Abel en écrivant a,, = R,_1—R,,
pour tout n € N (en effet, on peut faire cela car a,, = S, — Sp—1 =S, —S+S—5,-1 = Rp,—1—R,)



Soit z € C* tel que |z| < 1, alors VN € N*  on a :

N N N
g anzn — SN = g anz" — E an
n=0 n=0 n=0

= Z an(z" —1)
n=0
N

= Z(Rn—l = Rp)(z" = 1)
n=0

n=0
N-1 N
=Y Ru(z" = 1) = > Ru(" - 1)
n=0 n=0
N-—1

n=0
N—1
=(z-1) Z R.2" — Ry(2N = 1)
n=0

Ainsi si on fait tendre N vers +oo alors on obtient :
f(z2)=8=(z=1))_ Rp2"
n=0
(car R, — 0 et zI¥ — 0).

Comme R,, — 0, alors :
Ve > 0,AN e N,Vn > N,|R,| < €

Ainsi d’apreés ’égalité qu’on vient d’obtenir, on a Vz € C tel que |z| <1 :

1f(z) =S| < |z = 1] D Raz"
n=0

N [e%e}
=lz=1|> Rnz"+ Y Rp2"
n=0

n=N+1
N o}
<le—11[Y Roc +|z1|e< > |z|">
n=0 n=N+1
N oo
<le = 11|30 Rac| + 2~ 1) (Zw)
n=0 n=0
- E
<|z—1| ;an Jrel_lzl

car on reconnait le terme général d’une série géométrique et |z| < 1.
Soit maintenant z € Ag,, ie z € C tel que |z| < 1 et Ip > 0, I tel que || < Oy et donc tel que
z2=1—pe*®. Alors on a :

2> = 22 = (1= pe')(1 = pe™*) = 1 = 2pcos(¢) + p

Et lorsque p < cos(fp) (on peut en particulier considérer un tel p puisqu’on souhaite considérer la
limite quand z — 1 donc en choisissant p ainsi on ne fait que se rapprocher de 1 en module et
cos(fy) # 0), on obtient la majoration :

lz—1] |z —1]
L—]z] 112

p 2 2

2peond) — 2 T S Se@ = = cond)

AN

(142 =



(car |z]| < 1).
Si on choisit maintenant « > 0 tel que « ZQLO |R,|2™ < €,0n voit quesi z € Ay, et |z—1| < inf{«, cos(fp)},
alors :

2
|f(2)—5|§€+6m

D’ou le résultat.

Remarques :
— En appliquant ce résultat & la série > (2;—%, on en déduit :

— (=1)" = (—1)"
Z (=1) = lim Z (=1) 2" = lim arctan(z) = T
o 2n+1 z—)l,x<1n:O 2n+1 r—1,x<1 4

— De la méme facon, on montre que :

1

Z D" og2)

— Si la série Y a, converge absolument, le résultat est évident (en effet > a,2™ converge alors
normalement sur |z| < 1, donc est continue sur |z| < 1 donc en 1).
— La réciproque de ce théoréme est fausse, par exemple, on a :
- 1 1

lim (=D)"2z" = lim =
z—1,|z|<1 0 z=1,)z|<1 1+ 2 2
n=

et pourtant Y (—1)™ diverge.

1
— Cependant si a, = o (— la réciproque est vraie et c’est ce que nous allons voir.
n

Théoréme 0.2 (Taubérien faible) Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence 1 et
f la somme de cette série entiére sur le disque unité.
On suppose qu’il existe S € C tel que :

1
Alors si a, =0 (—) , alors Y a, converge et Y ° ja, = S.
n

Démonstration On utilise les mémes notations que dans la démonstration précédente.
On a Vn € N* et Vz €0, 1] :

n

Sp — f(x) :Zakuak:c

k=0
n o0
= g ap(l—zF) — g apx®
k=0 k=n+1
n o0
= E ap(l — %) — E apx® car z° =1
k=1 k=n+1

Or comme (1 —2%) = (1 —2)1+z+2%+... +2%1) < k(1 —2) car x €]0, 1], alors :

|Sn — f(z)] = Zak(l—xk)— Z apz®
k=1

k=n+1

n oo
<D lawllt =+ D o[l

k=1 k=n+1
n o] ]{j
(L—2) ) klagl + > ax|2*=
k=1 k=n-+1 n



n+1

k
car x €]0,1[ et — > > 1.

n n
1
On pose M un majorant de la suite (kay )i (elle est bien majorée car convergente, car ax = o (—) ).

k
Alors :

|Sn — f(@)] < (1 —a)Mn+ sup k|ak| > o
k>n+1 k n+1

1—xz)Mn+ sup (k|ag x
<(1-x) S lax])— Z

<(1—z)Mn+ sup (klagp|)——
< (=Mt swp (Hlowl) s

Soit maintenant € > 0 tel que € < 1, 'inégalité précédente nous donne Vn € N* :

1
Sn—f(l—f)‘gMe+ sup (klag|)—
n k>n+1 €

Donc si on choisit Ny € N tel que sup,s v, (klax|) < €* (on peut trouver un tel Ny car kay — 0),
alors Vn > Ny :

(175)’ < Me+e

n

Or par hypothése, f(z) — S quand 2 — 1 et < 1, donc IN; > Ny tel que Vn > Ny :
‘f (1 — —) S‘ <e€

Ainsi Vn > Ny :

(k—)’ ’f(k—) S’<M6+€+e

Donc la suite (S,,),, converge vers S d’ou le résultat.

1
Remarque : Ce résultat reste vrai si a,, = O <—> c’est ce qu’on appelle le théoréme taubérien
n

fort.
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