
Théorème de Burnside

Référen
es : [FGN09℄ p.185-186 ([Gou94℄ et [Mé06℄).

Théorème 0.1 Soit G un sous-groupe de GLn(C).
Alors G est �ni si et seulement si G est d'indi
e �ni, ie ∃N ∈ N, tel que ∀A ∈ G, AN = I.

Démonstration (⇒) On suppose G �ni et on pose n = |G|. Alors d'après le théorème de La-

grange, ∀g ∈ G, gN = e. D'où G d'indi
e �ni N = n.

(⇐) On suppose G d'exposant �ni N . On pro
ède en 4 étapes.

Étape 1 : Montrons que si A ∈ Mn(C) est telle que ∀k ∈ N∗
, tr(Ak) = 0. Alors A est

nilpotente. Le polyn�me 
ara
téristique de A est s
indé sur C.

Raisonnons par l'absurde et supposons A non nilpotente.

Alors A possède des valeurs propres 
omplexes non nulles, notons-les λ1, . . . , λr (ave
 r ≥ 1) et
notons leurs multipli
ités n1, . . . , nr.

Nous savons que A est semblable à une matri
e triangulaire T ave
 sur la diagonale les valeurs

propres qui apparaissent autant de fois que leur multipli
ité. En élevant à la puissan
e k 
ette

matri
e triangulaire, on obtient une matri
e semblable à A telle que ∀k ≥ 1 :

tr(Ak) = tr(PT kP−1) = tr(PP−1T k) = tr(Dk) = n1λ
k
1 + . . .+ nrλ

k
r

Ainsi (n1, . . . , nr) est solution du système linéaire :
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Or 
e système est de Cramer (
ar le nombre de lignes est égale au nombre de 
olonnes dans la

matri
e) et puisque le déterminant de la matri
e est non nul, 
ar il vaut :

λ1 . . . λr

∏

i<j

(λj − λi) 6= 0

Né
essairement, on a don
 n1 = n2 = . . . = nr = 0, 
e qui 
ontredit le fait que A ne soit pas

nilpotente. Don
 A est nilpotente.

Étape 2 : Soit (Mi)1≤i≤m ∈ Gm
une base de < G >. Soit l'appli
ation :

f : G −→ C
m

A 7−→ (tr(AMi))1≤i≤m

Montrons que si f(A) = f(B), alors AB−1 − Id est nilpotente.

Par linéarité de la tra
e, on a pour tout M ∈< G > :

tr(AM) = tr(BM)

(
ar f(A) = f(B)) et don
 
ette égalité est vraie en parti
ulier pour tout M ∈ G.

On pose D = AB−1
. D ∈ G 
ar G est un groupe, don
 ∀k ∈ N∗

:

tr(Dk) = tr((AB−1)k) = tr((AB−1)(AB−1)k−1)

= tr(BB−1Dk−1) d'après 
e qu'on vient de montrer ;

= tr(Dk−1)
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Don
 par ré
urren
e sur k, on montre que tr(Dk) = tr(Id) = n.

Ainsi pour k ≥ 1 :

tr((D − Id)k) = tr





k
∑

j=1

C
j
k(−1)jDk−j





=

k
∑

j=1

C
j
k(−1)jtr(Dk−j)

= n

k
∑

j=1

C
j
k(−1)j = n(−1 + 1)k = 0

Don
 d'après l'étape 1, on sait que D − Id est nilpotente.

Étape 3 : Déduisons-en que G est �ni, via l'inje
tivité de f . Comme G est d'exposant

�ni N , alors ∀A ∈ G, AN = Id, ie A est annulée par Xn − 1 qui est s
indé à ra
ines simples. Don


toute matri
e de G est diagonalisable.

Dans 
e 
as, si on 
onsidère de nouveau D = AB−1
, alors D est diagonalisable 
ar dans G, d'où

D − Id est aussi diagonalisable. Or d'après l'étape 2, D − Id est nilpotente, don
 né
essairement

D − Id = 0, ie D = Id, ie A = B, ie f est inje
tive.

Par 
onséquent pour montrer que G est �ni, il su�t de montrer que l'image X de G par f est �ni.

Or l'image X de f est in
luse dans l'ensemble des tra
es des éléments de G (par dé�nition de f) et

d'après 
e qu'on vient de faire, les valeurs propres des éléments de G appartiennent à l'ensemble

�ni des ra
ines N -ième de l'unité. Don
 X est �ni, d'où G �ni 
ar f inje
tive et don
 |G| ≤ |X |.

Lemmes utilisés

Lemme 0.1 (Théorème de Lagrange) Soit G un groupe �ni de 
ardinal N . Alors gN = e pour

tout g ∈ G et le plus petit des entiers non nul n tel que gn = e divise le 
ardinal de G.

Démonstration SoitH = {gn, n ∈ N}.H est un ensemble �ni puisqueG l'est. Don
 ∃a, b ∈ N

et a > b tels que ga = gb, ie en multipliant par (g−1)b, que ga−b = e.

Soit t le plus petit entier tel que gt = e.

Montrons maintenant que H est un sous-groupe de G.

� H ⊂ G, 
ar ∀g ∈ G, ∀n ∈ N, gn ∈ G 
ar G groupe.

� soient ga, gb ∈ H , alors gagb = ga+b ∈ H .

� soit ga ∈ H . Comme t est le plus petit entier tel que gt = e. Alors gt−1
est l'inverse de g.

D'où ga(t−1)
est l'inverse de ga et 
et inverse est dans H .

Montrons que le 
ardinal de H est t. Soit n un entier, on e�e
tue la division eu
lidienne de n par

t, alors il existe (q, r) ∈ N2
, tels que n = tq + r et 0 ≤ r < t. Alors gn = gtq+r = (gt)qgr = gr.

Ainsi H = {1, g, g2, . . . , gt−1} ; mais gr = gs ave
 1 ≤ r < s ≤ t, ainsi l'argument donné au début

de 
ette preuve nous donne que gs−r = e, 
e qui 
ontredit la minimalité de t. Ainsi H a t éléments

et on 
on
lut par le fait que le 
ardinal de H divise le 
ardinal de G.

Lemme 0.2 (Déterminant de Van der Monde) Soient a1, . . . , an ∈ C. On pose :

V (a1, . . . , an) =
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Alors V (a1, . . . , an) =
∏

i<j(aj − ai).

Démonstration On pro
ède par ré
urren
e sur n.

 Pour n = 1 le résultat est évident.

 Supposons le résultat vrai au rang n− 1 et montrons-le au rang n.
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V (a1, . . . , an) =
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On retran
he à 
haque 
olonne a1 fois la pré
édente :

V (a1, . . . , an) =
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(après développement par rapport à la première ligne). On fa
torise ensuite 
haque ligne par

(ai − a1), 
e qui donne :

V (a1, . . . , an) = (a2 − a1) . . . (an − a1)
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n
∏

i=2

(ai − a1)V (a2, . . . , an)

Or par hypothèse de ré
urren
e :

V (a2, . . . , an) =
∏

2≤i<j≤n

(aj − ai)

D'où le résultat.
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