Théoréme de Miintz
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Enoncé
Théoréme 0.1 (Théoréme de Miintz) Soit (C,| . ||2) ’espace des fonctions continue sur [0, 1]

muni de la norme Lo.
Soit (an)nen une suite de nombres réels strictement positifs strictement croissante.

1
Alors E =< (x +—— 2% )pen- > est dense dans C si et seulement si la série ) . — diverge.
an

Lemmes préliminaires

Lemme 0.1 Soit E un espace préhilbertien. Soit V un sous-espace de E muni d’une base (e1, ..., e,).
Soit x € E.
Alors la distance d de x 'V (ie d =infyev || z —y ||) vérifie :
2= G(ei,ea, ... en,x)
G(el, ce ,en)

Démonstration Soit y la projection orthogonale de x sur V', alors x = y + z avec y € V et
ze Vi,
Ainsid =infyey |z —y ||=] 2 |
De plus Vi, < e;,y >=< ej,x — 2z >=< e;j,x > car z € V! (ie Vo € V, < z,v >= 0) et
lzP=lly P+ 27 +2<y,z>=|yl|*>+ | 2 ||* (pour la méme raison) ; ce qui entraine :

<er,ep > <ep,e> .. <ep,ep > <e€1,r>
M =

< ep,e1 > e < €p,epn > < €p,T >
<x,e1 > e < zyen > <z, Tr>
<er,ep > <ep,er> .. < ep,ep > <e1,y>
< eép,e1 > e < €ép,€en > < épn,y >

2 2
<y, e > e <yen> JlyllF+lzIl

Le déterminant est linéaire par rapport & sa derniére colonne (car le déterminant est une forme n-
linéaire alternée, ie det(Py, ... P,)+det(Pr, ..., Qn) = det(Py, ..., Py4+Qy)), d’oudet(M) = det(P)+det(Q)



avec :

<ep,er > <ep,ea> L. <ep,e, > <e,y>

P:
< eép,e1 > e <ep,ep > < e,y >
<y,ey > e <y,en > Iy I
<ei,er > <ep,ea> ... <ep,ep > 0

Q:
< ep,e1 > . < ep,ep > 0
<y,er > e <yen> |27

Or det(P) = G(e1,...,en,y) =0 car y €< ey, ea,...,e, > (ie le rang de P est inférieur ou égal a

n — 1, ie P n’est pas bijective) et det(Q) =|| z ||? G(e1, ..., en).

D’ou Geq, ..., en, ) =det(M) = det(Q) =|| z ||* G(ex,...,en), ie :

G(e1y...,en,x)
G(e1,...,en)

Lemme 0.2 Soient a1,...,a, € K et by,...,b, € K tels que pour tousi,j =1,...n, a; +b; # 0.
On pose A, le déterminant de Cauchy d’ordre n.

Alors :
Hi<j (aj —a;) Hi<j (bj —b;)
Hi,j(ai +b5)

Iz |°=d* =

A, =

Démonstration Supposons tout d’abord que les a; sont distincts deux a deux et n > 2.

L’existence de la décomposition d’une fraction en éléments simples nous donne : IA;,..., A\, € K
tels que :
(b1 — X)...(bp—1 — X) A1 An
R(X) = = I N
(X) (X+4+a1)...(X +ap) (X +a1) (X + an)

Déterminons les i, pour ce faire on fixe k et on multiplie R(X) par (z + a) :
RX)(X +ar) =M+ (X +a )(LJF +)‘7">
e AT +a) T (X tan)

Et on effectue X = —ay, :
[T (b + ax)

)\k = n—1
Hi:l,i;ék (a; — ar)
Maintenant si on pose L1, ..., L, les lignes de la matrice de Cauchy A,,, puisque le déterminant
est invariant par ajout & une ligne d’une combinaison linéaire des autres, on a :
Ly Ly
1
Loo1| M\ | Lo
Ce que nous pouvons écrire :
1 1 1 1
1 |ar+b a1+ 0by 1 |a1+b ai + by
A : : Y : :
R(b1) ... R(by) 0 ... 0 R(bn)
On développe le déterminant par rapport & la derniére ligne :
R(b
A, = —i n) (—1)*"A, 4
n

IS = bo) [T (03— an)
T2 (6o + ai) TT72 (i + an)

n—1



1
Montrons alors par récurrence sur n > 2 la formule de I’énoncé du lemme sachant que A = PR
ai 1

— sin =2, alors :

(b1 — ba)(a1 — as)
(b2 4+ a1)(ba + a2)(b1 + a2)
(b1 7b2)(0,1 7(12) 1
(b2 + a1)(ba + a2) (b1 + a2) (a1 + b1)
T, — a) T (b — bo)
Hi,j(a’i + ;)

9 =

Ce qui correspond au résultat voulu.
— Supposons la relation de ’énoncé vraie au rang n — 1. Alors :

H?:_f (bi - bn)
H?:1(bn + a;)
_ H?:_f (bi - bn)

H?:1(bn + a;)
(e —ai)

B HZJ(G% + bj

A, =

Corps de la démonstration

Etape 1 Soit m € R*, soit N € N*. On pose Ey =< (2*')1<i<n >. Exprimons en fonction
des a; et de m, Ay(m) =infrep, || ™ — f || ot ™ désigne la fonction : x — z™.
Le nombre A y(m) s’interpréte comme la distance (au sens Lg) de 2™ & En (puisque qu’on considére
un inf sur Ey).
Ainsi par définition du déterminant de Gram et du lemme sur ce dernier, on a :

G(z™,z™, ..., z%N)
2 ) ] )
An(m)” = G(zor,...,xoN)
Or Va,b, on a :
1 1 1
<z’ >:/ x“wbdx:/ oty = ——
0 0 a+b+1
Ainsi :
1 1 1
2m +1 m+ar+1 7 mA4any+1
G(z™,x%, ..., z™) = det :
1 1
m+ay +1 20y +1
1
det< >
@i +05 ) 1<ij<n
aveca; =m, a3 =0Q1, ...,a, =ay etby=m+1,bo=a1+1,...,b, =any + 1.

D’ou d’aprés le lemme sur le déterminant de Cauchy :

a) = [Tic;(aj —ai) [T (b5 — bs)
[1; ;(ai +b;)
(a1 =m)(az —m)...(an —m)[],_;(a; — @;)”
Cm+1)(m+ar+1)...(m+anx+1)( +m—|—1)...(aN—|—m+1)Hi1j(ai+aj+1)
[1i(c —m)? Hi<_j(aj — ;)
(2m—|— 1)1_[1(7’71 + o + 1) Hm-(ai + o + 1)

m (e}
G(z™,x, ...,z




De la méme facon, on trouve que :

Hi<j (o — a;)?

G(z™,...,z%V) =
(= =) Hi,j(ai+aj +1)
Donc : )
AN(m)2 _ Hz(al B m)
2m+1)[[,(m+a;+1)
Ainsi :

a; — M

—1I
2m+1i m—+o; +1

Etape 2 Soit £ =< (2% );en- >. Montrons que E est dense dans C si et seulement si la série
1
>, — diverge.
a

(=) 76n suppose que E est dense dans C. Il existe m > 0 tel que o, # m, pour tout n.
Or la fonction 2™ € C = E donc la suite (Ay(m))nens = d(2™, E)? — 0, ie :

a;—m
1 0 1
Nﬁmﬂlmwﬂl M
ie :
.
lim . =0 (2)

N—oc -2 m +a; +1
On distingue alors deux cas :
1
— Si la suite (a,) est majorée, alors la série ) — est immédiatement divergente (car alors
o

n

1 1
Vn, lan| < M, ie > — et la série de terme général i est divergente).

1
Jon| = M
— Sinon, ie o, —> oo. Soit alors Ny € N tel que Vn > Ny, «,, > m, alors Vn > Ny :

oy — M 2m +1 2m+1
n=log———=log(1l—- ——— ) ~—
an +m+1 o +m+1 O

1
Or " u, diverge (d’apreés (2)), donc Y, — diverge aussi.

n

1
(<) On suppose que la série >, — diverge.
an, o
D’aprés le théoréme de Stone-Weierstrass, il suffit de montrer que Vm € N, 2™ € E (puisque les

polyndmes sont denses dans les fonctions continues).
Soit donc m € N. Distinguons de nouveau deux cas pour montrer que l’équation (2) est vérifiée.
— Si la suite («,) est majorée, alors :

ﬂ a; —m| H 1+«
o +m+1 :1az+m+1

(- o)

=1

N
1-—
( sup; ( ozererl))

0

<.

IN

l

Donc ’équation (1) est vérifiée.
— Sinon I’équivalent de la suite u,, montre que la série > u,, diverge vers —oo, d’ou le fait que
(2) est vérifiée.
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