
Théorème de Féjer

Référen
e : [Gou08℄ p.286-288.

Énon
é

Théorème 0.1 (Féjer) Soit f : R −→ C une appli
ation 
ontinue sur R et 2π-périodique.

On pose pour tout n ∈ Z, cn(f) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)e−intdt les 
oe�
ients de Fourier de f .

On pose également pour tout n ∈ Z, Sn(x) =
∑n

k=−n
ck(f)e

ikx
et Cn =

1

n+ 1

∑n

k=0 Sk.

Alors la suite (Cn)n 
onverge uniformément vers f sur R.

Démonstration

Étape 1 Démonstration d'un lemme.

Lemme 0.1 Soit f : R −→ C une appli
ation 
ontinue sur R et 2π-périodique.

On pose pour tout n ∈ Z, S̃n(t) =
∑n

k=−n
eikt et C̃n =

1

n+ 1

∑n

k=0 S̃n.

Alors pour tout α ∈]0, π[, la suite (C̃n)n 
onverge uniformément vers 0 sur [−π, π] \ [−α, α].

Résultats préliminaires

� ∀n ∈ N :

1

2π

∫ π

−π

eiktdt =

{
0 si k ∈ Z

∗

1 si k = 0

� Ainsi ∀n ∈ N :

1

2π

∫ π

−π

S̃n(t)dt =
1

2π

∫ π

−π

n∑

k=−n

eiktdt

=
1

2π

n∑

k=−n

∫ π

−π

eiktdt

= 1

� Et ∀n ∈ N, on a aussi :

1

2π

∫ π

−π

C̃n(t)dt =
1

n+ 1

(
n∑

k=0

1

2π

∫ π

−π

S̃n(t)dt

)

=
1

n+ 1

n∑

k=0

1

=
n+ 1

n+ 1
= 1

Démonstration du lemme Pour démontrer le lemme, nous allons tout d'abord 
al
uler S̃n,

qui est le noyau de Diri
hlet.
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Soit x ∈ R \ 2πZ, soit n ∈ N :

S̃n(x) =

n∑

k=−n

eikx

=

2n∑

k=0

eix(k−n)

= e−inx e
i(2n+1)x − 1

eix − 1

= e−inx e
ix

2n+1

2

ei
x

2

eix
2n+1

2 − e−ix
2n+1

2

ei
x

2 − e−i
x

2

= e−inx e
inxei

x

2

ei
x

2

sin(x(n+ 1
2 ))

sin(x2 )

=
sin(x(n+ 1

2 ))

sin(x2 )

Or on remarque que pour tout n ∈ N :

n∑

k=0

e(k+
1
2
)ix = ei

x

2

n∑

k=0

eikx

= ei
x

2
eix(n+1) − 1

eix − 1

= ei
x

2
eix

n+1

2

ei
x

2

eix
n+1

2 − e−ix
n+1

2

ei
x

2 − e−ix
2

= eix
n+1

2

sin(x(n+1
2 ))

sin(x2 )

Maintenant déterminons une expression de C̃n, en passant à la partie imaginaire, ∀n ∈ N :

C̃n(x) =
1

n+ 1

n∑

k=0

S̃k(x)

=
1

n+ 1

1

sin(x2 )

n∑

k=0

sin

((
k +

1

2

)
x

)

=
1

n+ 1

1

sin(x2 )
ℑ

(
n∑

k=0

e(k+
1
2
)ix

)

=
1

n+ 1

(
sin(x(n+1

2 ))

sin(x2 )

)2

Ainsi si α ∈]0, π[, alors ∀n ∈ N et ∀x ∈ [−π, π] tel que |x| > α, on a :

C̃n(x) ≤
1

n+ 1

1

sin2(α2 )

D'où la 
onvergen
e uniforme de C̃n vers 0 sur [−π, π] \ [−α, α] (via passage au sup sur x).
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Étape 2 Déduisons-en la 
onvergen
e uniforme de Cn vers f .

Déterminons tout d'abord une expression de Sn en fon
tion de S̃n, ∀n ∈ N et ∀x ∈ R :

Sn(x) =

n∑

k=−n

eikxck(f)

=

n∑

k=−n

eikx
1

2π

∫ π

−π

f(t)e−iktdt

=
1

2π

∫ π

−π

f(t)

n∑

k=−n

e−ikteikxdt

=
1

2π

∫ π

−π

f(t)S̃n(x− t)dt

Déterminons à présent une expression de Cn en fon
tion de C̃n, ∀n ∈ N et ∀x ∈ R :

Cn(x) =
1

n+ 1

n∑

k=0

Sk(x)

=
1

n+ 1

n∑

k=0

1

2π

∫ π

−π

f(t)S̃k(x− t)dt

=
1

2π

∫ π

−π

f(t)
1

n+ 1

n∑

k=0

S̃k(x− t)dt

=
1

2π

∫ π

−π

f(t)C̃n(x− t)dt

Ainsi Cn s'é
rit 
omme le produit de 
onvolution de f ave
 C̃n et en e�e
tuant le 
hangement de

variable : φ : [x+ π, x− π] ∋ t 7−→ x− t ∈ [−π, π], on obtient :

Cn(x) =
1

2π

∫ x−π

x+π

f(x− t)C̃n(t)(−dt)

=
1

2π

∫ x+π

x−π

f(x− t)C̃n(t)dt

=
1

2π

∫ π

−π

f(x− t)C̃n(t)dt

par 2π-périodi
ité de f et de C̃n.

Lemme 0.2 Une fon
tion 
ontinue sur R et 2π-périodique est uniformément 
ontinue sur R.

Démonstration du lemmeComme f est 
ontinue sur R, elle l'est en parti
ulier sur [−2π, 2π].
Ainsi d'après le théorème de Heine, f est uniformément 
ontinue sur [−2π, 2π], ie :

∀ǫ > 0, ∃α > 0, ∀x, y ∈ [−2π, 2π], |x− y| < α ⇒ |f(x)− f(y)| < ǫ

Maintenant soient x, y ∈ R tels que |x−y| < α. Alors il va exister k ∈ Z tel que x+2kπ ∈ [−2π, 2π]
et y + 2kπ ∈ [−2π, 2π], d'où |f(x+ 2kπ)− f(y + 2kπ)| = |f(x) − f(y)| < ǫ, par 2π-périodi
ité de

f . D'où l'uniforme 
ontinuité sur R.

Utilisons 
e lemme, puisque f est 
ontinue et 2π-périodique, alors f est uniformément 
ontinue sur

R, ie :

∀ǫ > 0, ∃α > 0, ∀x, y ∈ R, |x− y| < α ⇒ |f(x)− f(y)| < ǫ

Soit M un majorant de |f | sur R (il existe 
ar f est 
ontinue et 2π-périodique, don
 la restri
tion

de f à [0, 2π] est 
ontinue sur le 
ompa
t [0, 2π], don
 bornée sur 
e 
ompa
t et par périodi
ité f
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est don
 bornée sur R). Alors ∀x ∈ R et ∀n ∈ N :

|Cn(x)− f(x)| =

∣∣∣∣
1

2π

∫ π

−π

f(x− t)C̃n(t)dt − f(x)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
1

2π

∫ π

−π

C̃n(t)(f(x − t)− f(x))dt

∣∣∣∣ d'après la 3ième rmq préliminaire ;

≤
1

2π

∫ π

−π

|C̃n(t)||f(x− t)− f(x)|dt

Or f est uniformément 
ontinue surR don
 on peut séparer l'intégrale en deux selon si |x−t−x| = |t| < α

ou non, ie :

|Cn(x) − f(x)| ≤
1

2π

∫

|t|<α

|C̃n(x)||f(x − t)− f(x)|dt +
1

2π

∫

α≤|t|≤π

|C̃n(x)||f(x − t)− f(x)|dt

≤
1

2π

∫

|t|<α

|C̃n(x)|ǫdt+
1

2π

∫

α≤|t|≤π

|C̃n(x)|2Mdt

≤
1

2π
ǫ

∫

|t|<α

C̃n(x)dt +
1

2π

∫

α≤|t|≤π

|C̃n(x)|2Mdt

≤ ǫ+
2M

2π

∫

α≤|t|≤π

|C̃n(x)|dt


ar C̃n est positive d'après l'étape 1.

De plus C̃n 
onverge uniformément vers 0 sur [−π, π]\ [−α, α], don
 ∃N ∈ N, ∀n ≥ N , |C̃n(t)| < ǫ.

D'où :

|Cn(x) − f(x)| ≤ ǫ+
M

π
ǫ

D'où la 
onvergen
e uniforme de Cn vers f (via passage au sup sur x).
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