
Exponentielle d'un endomorphisme diagonalisable

Référene : [BMP05℄ p.215-216.

Proposition 0.1 Soit u un endomorphisme d'un C-espae vetoriel E.

Alors u est diagonalisable si et seulement si exp(u) est diagonalisable.

Démonstration

Étape 1 Déterminons la déomposition de Dunford de exp(u).
La déomposition de Dunford de u s'érit : u = s + n où s est diagonalisable, n est nilpotent et

s ◦ n = n ◦ s.

Comme s et n ommutent alors exp(u) = exp(s) ◦ exp(n).
On herhe maintenant à onstruire un endomorphisme nilpotent à partir de exp(n).
Comme n est nilpotent alors exp(n) est unipotent (ar l'exponentielle réalise une bijetion entre

les matries nilpotentes et unipotentes) d'où exp(n) = id+n′
ave n′

nilpotente. On obtient alors :

exp(u) = exp(s) + exp(s)n′

Véri�ons que :

1. exp(s) est diagonalisable ;

2. exp(s)n′
est nilpotente ;

3. exp(s) et exp(s)n′
ommutent.

1. Comme s est diagonalisable alors il existe une base B de E dans laquelle la matrie de s est

diagonale, notons ette matrie D.

La matrie de exp(s) dans la base B est alors la matrie diagonale exp(D) puisque l'applia-
tion :

ψ : L(E) −→ Mn(C)

u 7−→ matB(u)

est un homéomorphisme ar ψ est linéaire don ontinue puisque dé�nie sur un espae ve-

toriel de dimension �nie.

2. et 3. Comme s et n ommutent, alors exp(s) et exp(n) ommutent. Ainsi les endomorphismes

exp(s) et n′ = exp(n)− id ommutent, on en déduit don que exp(s) et exp(s)n′
ommutent.

De e dernier point, on déduit que pour tout l, (exp(s)n′)l = (exp(s))l(n′)l, ainsi omme n′

est nilpotent alors exp(s)n′
l'est aussi.

L'uniité de la déomposition de Dunford permet de onlure que la déomposition de Dunford de

exp(u) est exp(s) + exp(s)n′
.

Étape 2 Montrons que u est diagonalisable si et seulement si exp(u) l'est.
Commençons par aratériser la diagonalisabilité d'un endomorphisme à l'aide de sa déomposition

de Dunford.

Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si la partie nilpotente dans sa déomposition

est nulle.

En e�et :

(⇒) Si u est diagonalisable alors on véri�e que u = u+ 0 est sa déomposition de Dunford, e

qui est le as puisque u est diagonalisable, 0 est nilpotent et u et 0 ommutent.

(⇐) Si u = d + n est la déomposition de Dunford de u et que n = 0. Alors u = d est

diagonalisable.
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Montrons maintenant la proposition.

(⇒) Si u est diagonalisable, on a déjà vu dans l'étape 1 qu'alors exp(u) est diagonalisable.
On peut ependant e�etuer une autre preuve, ar si u est diagonalisable alors u = d + n

ave n = 0 don exp(n) = id et n′ = 0. On a don exp(s)n′ = 0, la partie nilpotente de la

déomposition de Dunford de exp(u) est don nulle, d'où exp(u) diagonalisable.
(⇐) Si exp(u) est diagonalisable, alors exp(s)n′ = 0. Comme exp(s) est inversible (une expo-

nentielle est toujours inversible), on en déduit que n′ = 0. On a don exp(n) = id et omme

exp : N −→ U est bijetive alors n = 0, d'où u est diagonalisable.
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