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Introduction

Présentation du stage

Ce stage a été effectué au Mathematical Institute de la ville d’Oxford au Royaume-Uni pendant
une durée de deux mois, sous la direction de Cornelia Drutu et dans le cadre de la deuxiéme année
de magistére de I’Ens Cachan, antenne de Bretagne.

Présentation du rapport

Dans ce rapport, nous allons nous intéresser, comme le suggére le titre, aux marches aléatoires
sur les groupes discrets aprés Mikhail Gromov. En effet, Mikhail Gromov a été I'un des premiers
& s’intéresser aux marches aléatoires sur les groupes et nous allons voir ce qu’aujourd’hui nous
pouvons en dire. Dans I’étude de ces marches aléatoires est introduite la notion de frontiére et
c’est cet objet géométrique qui va nous intéresser. En effet, le but d’effectuer une telle étude est de
pouvoir classifier les groupes selon si la frontiére de marches aléatoires sur ceux-ci est triviale ou non.

Ainsi dans un premier chapitre, nous nous proposons d’étudier les marches aléatoires sur les groupes
discrets et plus précisément des critéres entropiques permettant d’obtenir la trivialité de la frontiére
de marches aléatoires sur ces groupes. Ensuite dans le deuxiéme chapitre, nous nous intéresserons
au cas particulier des groupes hyperboliques pour lesquels nous montrerons que la frontiére de
marches aléatoires sur ces derniers n’est pas triviale.
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Chapitre 1

Marches aléatoires sur les groupes
discrets

Introduction

Dans ce premier chapitre, nous allons nous intéresser au lien entre la trivialité de la frontiére
de marches aléatoires et I’entropie de ces marches aléatoires. Ainsi, nous pourrons déterminer la
trivialité de la frontiére de marches aléatoires pour plusieurs types de groupes.

1.1 Notions préliminaires

Dans cette partie, nous allons définir les notions de base dont nous aurons besoin par la suite,
qui sont principalement celles de marche aléatoire sur un groupe et de frontiére d’une marche
aléatoire.

1.1.1 Premiéres définitions
Rappels de théorie des groupes

Commencons par rappeler des définitions de base sur les groupes.

Définition 1.1.1 Un groupe topologique G est un groupe (muni de l’opération .) pour lequel les
applications :

GxG—C G—a
(9,9) — g.9' gr— g

sont continues.

Définition 1.1.2 Un groupe topologique discret G est un groupe topologique vérifiant que pour
tout élément g € G, il existe une boule ouverte B contenant g qui ne contient aucun autre élément
de G.

Définition 1.1.3 Une action d’un groupe G sur un ensemble X est une application :
¢:G— 6(X)
g— (z+— g.x)

De plus Vaction est dite transitive si elle ne posséde qu’une seule orbite (on rappelle que orbite
d’un élément x € X est définie par O, = {g.x, g€ G}).

Introduisons maintenant les définitions de deux types de groupes que nous rencontrerons afin
d’exemplifier ce que nous étudierons.

Définition 1.1.4 Une suite de composition d’un groupe G est une suite finie (H;)i=o,....n de sous-
groupes de G tels que :
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1. Hy=e et H, =G ;
2. Hy<H;t1, pour tout 0 <1 < n.

Définition 1.1.5 On dit qu’un groupe est nilpotent s’il admet une suite de composition :
{e}=Hy<H«...<H,=G

telle que : H;11/H; soit inclus en tant que sous-groupe dans Z(G/H;) pour tout 0 < i < n (avec
Z le centre du groupe, ie Z(G) = {z € G,Vx € G,x.z = z.a}).

Définition 1.1.6 On dit qu’un groupe G est résoluble s’il admet une suite de composition a fac-
teurs commutatifs, ie H;1/H; est abélien pour touti=20,...,n.

Rappels de théorie de la mesure

Maintenant, effectuons également, quelques rappels de notions fondamentales en théorie de la
mesure.

Définition 1.1.7 Soit X un ensemble. On appelle tribu (ou o-algébre) sur X un ensemble A de
parties de X vérifiant :

1. A#0;

2. A est stable par passage au complémentaire ;

3. A est stable par union dénombrable.

Définition 1.1.8 Une mesure sur un groupe G est une application u : B(G) — RT (ou B(G)
représente les boréliens de G ) telle que :

1. p(@) =0;
2. si(A;) est une famille dénombrable de boréliens deuz 6 deux disjoints, alors u(UA;) = > u(A;).
Une mesure est dite de probabilité si u(G) = 1.

Définition 1.1.9 Une mesure compleze sur un groupe G est une application p : B(G) — CU{oo}
telle que :

1. p(@) =0;

2. si (A;) est une famille dénombrable de boréliens deux & deux disjoints tels que leur réunion
soit bornée, alors on a, avec convergence absolue du terme de droite :

w(lJ Aj) = n(4;)
j=0 =0

Définitions de base sur les groupes et les mesures

Introduisons maintenant quelques définitions sur les groupes et les mesures qui nous seront
utiles, en tenant compte du fait que dans toute la suite on désignera par G un groupe (on omettra
de préciser topologique) discret infini dénombrable d’élément neutre e et par p une mesure de
probabilité.

Remarque : Comme G est un groupe discret dénombrable alors les parties de G et les boréliens
de G coincident, ie P(G) = B(G).

Définition 1.1.10
La paire (G, p) est appelée un groupe muni d’une mesure.
Le support de la mesure i, noté supp u, est défini par : supp u = {g € G, u(g) > 0}.
La réflexion de la mesure pi, notée fi, est définie par : 1i(g) = u(g='),Vg € G.
La mesure p est dite :
- non dégénérée si le semi-groupe engendré par son support est G tout entier;
— & support fini, si supp u est fini;
— symétrique si |1 = [i.
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Dans toute la suite on considérera une mesure p non dégénérée. On rappelle aussi qu’un semi-
groupe est un ensemble muni d’une opération étant seulement associative.

Définition 1.1.11 Le produit cartésien infini du groupe G avec lui-méme sera noté G™.
Les éléments de ce produit y = (yo,y1, Y2, ...) sont appelés trajectoires et l’ensemble G est appelé
Despace des trajectoires (ou l’espace des chemins simples).

Proposition 1.1.1 L’espace des trajectoires G admet naturellement pour topologie, la topologie
produit des topologies discrétes de chacun de ses facteurs. Cette topologie est métrisable, séparable
et compléte, donc G est un espace Polonais.

Définition 1.1.12
Les applications coordonnées de G* a valeurs dans G seront notées :

cmn G*® — G
y=(Yo,Y1,---) — yn Yn =0

Les sous-ensembles cylindriques de G* (ces sous-ensembles sont constitués de trajectoires at-
teignant des points fixés de G a des temps fixés) sont définis par :

Cy ={y € G>=,C"(y) = g}

représentant ’ensemble des trajectoires atteignant le point g au temps fixé n.

Colrgk = ﬁi?:lC’;_i est l’ensemble des trajectoires atteignant une suite finie de points & des temps
fizés.

Cyrromk = mlecg;, ot g; = C™ (y) est l’ensemble des trajectoires atteignant les mémes points
qu’une trajectoire fizée y aux temps fixés n;.

Dans toute la suite C™(y) (la n-iéme coordonnée de la trajectoire y) sera simplement notée y;,.

1.1.2 Marche aléatoire sur un groupe

Maintenant, nous allons définir de nouveaux concepts et c’est sur ceux-ci que nous allons tra-
vailler dans tout ce rapport.

Définition 1.1.13 La marche aléatoire (G, ) a droite sur le groupe G, déterminée par la mesure
de probabilité 1, est la chaine de Markov homogéne d’espace d’états G et de probabilités de transi-
tion :

p(glh) = p(h,g) = p(h™'g), Vg,heG

qui sont invariantes sous l’action canonique a gauche de G sur lui-méme.

Définition 1.1.14 Une mesure u est dite G-invariante ou invariante par l'action & gauche de G
sur lui-meéme, si :

Vge G, VAeB(G), u(g-A)=nu(A)

Remarques :

— En d’autres termes, la position de la marche aléatoire peut étre obtenue si I’on connait sa
position précédente en la multipliant & doite par un élément indépendant et aléatoire du
groupe qui admet la distribution .

— On remarque qu’ici on définit la marche aléatoire seulement & partir de ses probabilités de
transition, on ne donne pas de distribution initiale, d’o la notation de cette derniére : (G, p).

— La marche aléatoire & gauche se définit de la méme fagon, avec pour probabilités de transition :
p(g|lh) = u(gh™'). Or on sait que p(g~'|h~t) = fi(h~'g), donc en remplacant u par sa
réflexion, on peut se ramener a ’étude des marches aléatoires & droite.

Ainsi dans toute la suite, on considérera uniquement des marches aléatoires & droite et on ne pré-
cisera plus & doite.

Si la distribution initiale de la marche aléatoire est concentrée en un élément g € G alors la
mesure de Borel ;P apparait sur I’espace des trajectoires G, cette derniére étant définie comme
suit :
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Définition 1.1.15 La mesure de Borel ;P* (pour g € G) est définie comme étant l'image de la
. . L. . . o0 » . .
mesure produit 1> = pi X @ X ... sur le produit cartésien infini [[,_, G par Uapplication :
oo
[[¢ —c>
i=1

($1,$2, .. ) — (979$179$1$2, .- )

Définition 1.1.16 La mesure JP* correspond a la distribution initiale 69 et est celle que nous
rencontrerons le plus souvent, elle sera donc notée seulement P,

Définition 1.1.17 Une distribution initiale arbitraire 0 détermine sur l’espace des trajectoires la
mesure :

P =) 0(g),P"

geaG

Définition 1.1.18 La convolution pxyu' de deux mesures p et u' sur le groupe G est définie comme
étant I’image de la mesure produit u X p' sur G x G par Uapplication :

GxG—(G

($17 xz) = T1T2

On notera uy la n-iéme convolution de u avec elle-méme et souvent on notera également po a la
place de dy.

Remarque : La définition précédente nous permet de remarquer que la distribution unidimen-
sionnelle 0 * u,, de la mesure gIP* au temps n > 0 peut étre écrite de la fagon suivante :

C" o gP* =0 % i,
Définissons d’une fagon plus facile pour les calculs la convolution de deux mesures :

Définition 1.1.19 Soient u et v deuxr mesures de probabilité sur un groupe X. On définit leur
convolution pour tout A € B(X) par :

porv4) = [ s )av(a)
- / v(z~' A)du(z)

De plus pour tout point x € X, on note par x la mesure dégénérée du point x et par p* x la
translation d droite de la mesure p par x et on a alors pour tout A € B(X) :

(u* z)(A) = p(Az™h)
Remarque : Pour simplifier 'écriture de certaines formules, on omettra de mettre le symbole .
On pose maintenant ¢/ (G, C) le groupe d’algébre du groupe G sur le corps C.
La mesure u = ) p(g)dy est un élément du groupe d’algébre, de plus p définit un opérateur linéaire
PH sur chaque représentation de 1'espace G (en particulier sur £}(G), (2(G), £=°(G), ...) qui est

défini comme suit :

Définition 1.1.20 L’opérateur P agit sur tous les espaces de fonctions de G via :
P11l9) = Y flaonte) = [ )i )

ie P* agit sur >°(QG) et est 'opérateur de Markov de la marche aléatoire (G, ) (on remarque que
PH est positif et que la fonction indicatrice 1 est invariante sous PH).
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Remarques :

— La mesure conditionnelle P# de I’ensemble A; donnant la condition Ay sera notée PH(Aq|As).
Par exemple P# (C;I|C’,’f) est la probabilité conditionnelle d’atteindre le point g au temps n
pour des trajectoires atteignant le point h au temps k. On peut d’ailleurs déduire la formule
suivante (car u est définie comme une chaine de Markov) :

PH(Cy™HICR) = p(h™"g)

— L’espace mesurable (G>°,P*) et tous ses quotients sont des espaces de Lebesgue.

Exemple : Un exemple simple de marche aléatoire sur un groupe peut étre construit sur le
groupe discret dénombrable Z muni de I'addition.
En effet, on peut considérer sur Z la marche aléatoire définie par :

1

— siy=ax+letsiy=a—1
u(—w+y)=p(w,y)={ g Y 4

0 sinon

Cette marche aléatoire est bien définie puisque les probabilités de transition ci-dessus, considérées
sur Z, nous donnent bien une chaine de Markov.

1.1.3 Frontiére des marches aléatoires

Dans ce paragraphe, nous allons introduire la définition de la frontiére d’'une marche aléatoire
sur un groupe, puis nous définirons plusieurs types de frontiéres. Cependant, dans ce chapitre, les
résultats que nous énoncerons seront vérifiés pour une frontiére en général. En fait, 'intérét de
définir plusieurs types de frontiéres est de pouvoir choisir celle qui nous arrange lorsqu’on étudie
un groupe discret en particulier.

Définition 1.1.21 Soit (G, ) une marche aléatoire sur G. Cette marche aléatoire définit alors
un G-espace (ie un espace sur lequel G agit) mesurable T' muni d’une mesure de probabilité quasi-
invariante, |-stationnaire v, ie :

v(A) = prv(A) =Y vig A)ulg) avec ACT
g
On définit alors la frontiére de la marche aléatoire (G, 1) comme étant le G-espace mesurable (T, v).
Définition 1.1.22 Une mesure p sur G est dite G-quasi-invariante (ou quasi-invariante par rap-

port a G) si :
Vge G, VAeB(G), gu(A)=ug'A)

Remarque : On dira d’une frontiére qu’elle est triviale si son cardinal vaut zéro, un ou deux.
Nous allons maintenant étudier différents types de frontiére.

Frontiére stationnaire
Introduisons un premier type de frontiére, la frontiére stationnaire.

Définition 1.1.23 Un sous-ensemble mesurable de l’espace des trajectoires A C G™ est dit sta-
tionnaire s’il contient pour presque toute trajectoire y, toutes les trajectoires y' pouvant étre obtenues
a partir de y en décalant ses coordonnées et en remplacant un nombre fini de coordonnées, ie toute
trajectoire i’ telle que y:H_k =y, pour tout n suffisamment grand et tout k fixé.

La o-algébre S des classes d’ensembles stationnaires est appelée la o-algébre stationnaire.

Définition 1.1.24 Un sous-ensemble o C G est appelé un u-picge (ou piége si u est fixée) si la
limite :
hfln Hoz(yn)

existe pour P*-presque toutes les trajectoires y € G, ie si presque toute trajectoire est entiérement
contenue dans « pour des temps suffisamment grand ou n’atteint jamais I’infini.

Les piéges o et o sont dits équivalents si leur différence symétrique aAa/ = (aUa/)\(aNa’) est
un ensemble complétement transitif, ie :

Pty € G, liml,aa(yn) =0) =1
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Remarque : Les classes de piéges ainsi définies forment une algébre booléenne.

Proposition 1.1.2 L’application : a — A(a) = {y € G, lim, I, (y,) = 1} définit un isomor-
phisme entre l’algébre booléenne des classes de piéges et celle des classes d’ensembles stationnaires.

Définition 1.1.25 La frontiére stationnaire (I', ) de la marche aléatoire (G, ) est ’espace quo-
tient de l’espace mesurable (G, P*) par la partition mesurable liée & la o-algébre stationnaire S.
L’application canonique associée sera notée bnd, ie bnd : G — T.

Cette application détermine sur T’ la mesure de probabilité v = bnd (P*) qui est G-quasi-invariante
et p-stationnaire.

La mesure v sera appelée mesure de sortie de la marche aléatoire.

Définition 1.1.26 Les mesures conditionnelles PY sur lespace des trajectoires pour presque tout

~v € T' sont définies par :
1
PH(C|A) = —— | P#
(C14) = 57 [ PACavta)

pour tout ensemble non trivial, stationnaire A C G* et tout ensemble cylindrique C C G*°.
Ces mesures P4 sont de Markov pour presque tout v € I' et déterminent des chaines de Markov
homogénes (en temps, mais pas en espace) sur G de probabilités de transition :

P(CyICR) = PHC O S () (1)

Remarque : Ce qu’on a appelé dans la définition précédente ’homogénéité en temps est en
fait I’homogénéité standard des Chaines de Markov, tandis que I’homogénéité en espace se définit
comme suit, :

Définition 1.1.27 Un opérateur de Markov P est dit homogéne en espace s’il existe un groupe G
localement compact de permutations de X qui agit transitivement sur X et laisse invariant P, ie :

p(gz,gy) = p(z,y), Ve,ye X, Vged

Frontiére de Poisson
Définissons maintenant la frontiére de Poisson. Pour ce faire introduisons tout d’abord quelques

définitions préliminaires.

Définition 1.1.28 Soit K un corps commutatif. Soit (A, +,.) un K-espace vectoriel.
On dit que A est une K-algébre si l'opération X est distributive par rapport 4 + et bilinéaire, ie
Ve,y,z € A et Va,b e K :

1. (z+y)z=xz+yz;
2. x(y+2)=ay+xz;
3. (az)(by) = (ab)(ay).
Une algebre est dite commutative si x [’est.

Définition 1.1.29 Une algébre normée A est une K-algébre munie d’une norme || . || telle que
Ve,y e AetVAeK - ||zy |[|[<|z |||y |-

Définition 1.1.30 Une algébre de Banach (A,+,., X,|| . ||) sur K est une K-algébre normée telle
que l’espace vectoriel normé sous-jacent soit un espace de Banach.

Définition 1.1.31
Un caractére d’une algébre de Banach A est un morphisme d’algébres non nul : A — C.
L’ensemble des caractéres est noté M(A) et est appelé le spectre de A.

Définition 1.1.32 Une fonction a valeurs réelles sur le groupe G est dite p-harmonique si ’égal-
ité :
flo)=>_ flgr)p(x)
xr

est vraie Vg € G, ie si f est une fonction invariante par lopérateur de Markov P*.
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Définition 1.1.33 L’espace de Banach de toutes les fonctions bornées p-harmoniques sur G (muni
de la norme sup) sera noté Hpe. Cet espace peut étre vu comme une algébre de Banach commutative
munie de la multiplication :

(f1 % f2)(g) = lim f1(gz) fo(g) pn (@)

Définition 1.1.34 L’espace de Poisson I1,(G) de la paire (G, 1) est défini comme étant le spectre
de lalgebre de Banach H°.
On peut aussi définir la mesure de probabilité U (appelée le noyau de Poisson de p) sur ’espace

I1,(G) comme suit : soit f — f la transformée de Gelfand de H sur C(I1,), alors :

/ Fl@)di(z) = f(e)

Chagque fonction u-harmonique bornée f admet une représentation de Poisson définie par :

16) = [ Fwyignta) = [ 1)L @paota)

~

et cette formule constitue une forme explicite de la transformée de Gelfand de H;° sur C(11,) = L>(I1,,, D).

Définition - Proposition 1.1.1 L’espace de Poisson (II,V) vu comme G-espace mesurable est
canoniquement isomorphe a la frontiére (T, v).

Frontiére de Martin

Maintenant, nous allons présenter la frontiére dite de Martin.

Définition 1.1.85 La frontiére de Martin A(G,u) de la paire (G, ) est définie comme étant la
fermeture compacte de ’ensemble des fonctions p-harmoniques extrémales positives sur G (normées
par la condition f(e) =1) dans la topologie de la convergence ponctuelle.

La frontiére de Martin est un G-espace topologique définissant naturellement une action a gauche
sur G.

Définition - Proposition 1.1.2 Soit f une fonction p-harmonique, alors il existe une unique
mesure représentative vy sur la frontiére de Martin, te :

f(g) = /A Wg)dvs(h), Vg€ G

On note la mesure représentative pour la fonction indicatrice 1 par vy et son support suppvy par
Aq.

Le compact A1 est appelé la partie active de la frontiére de Martin.

Ce compact A1 vu comme un G-espace avec la mesure vy est canoniquement isomorphe a la fron-
tiere (T',v).

Frontiére de sortie

Pour finir, nous allons introduire la frontiére de sortie.

Définition 1.1.36 Soit A° la o-algébre des sous-ensembles mesurables de [’espace des trajectoires
(G*°,PH), qui sont déterminés par les coordonnées Yy, Yn+1,- .. de la trajectoire y.

L’intersection A® = N, AS° est appelée la o-algébre résiduelle (ou asymptotique) de la marche
aléatoire.

Remarque : Un sous-ensemble mesurable A C G*° appartient a A si et seulement si le fait
que la trajectoire y € G appartient & A ne dépend pas de n’importe quel ensemble fini de
coordonnées et est déterminé seulement par son comportement & ’infini.

Définition - Proposition 1.1.3 La o-algébre résiduelle de la marche aléatoire (G, p) coincide
avec la o-algébre stationnaire S, ie la frontiére de sortie de la marche aléatoire (G*°,P*)/ A est
canoniquement isomorphe a la frontiére (T',v) vu comme espace mesurable.
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Nous sommes maintenant en mesure de commencer ’étude de la trivialité de la frontiére de
marches aléatoires sur des groupes puisque nous avons défini les outils nécessaires & cette étude.

1.2 Critére entropique

Dans cette partie, nous allons énoncer un critére faisant intervenir I’entropie d’une mesure de
probabilité, permettant de prouver la trivialité de la frontiére de marches aléatoires sur un groupe.
Puis nous verrons que ce critére permet de déterminer pour certains types de groupes la trivialité
de marches aléatoires sur ces derniers.

1.2.1 Entropie

Définissons tout d’abord I’entropie d’une mesure de probabilité, puis celle d’'une marche aléatoire
et énoncons quelques propriétés de celles-ci.

Définition 1.2.1 Soit G un groupe discret dénombrable.
L’entropie de la mesure de probabilité p sur G sera notée H(u) et est définie par :

H(p)=- Y p(g)logu(g)

{g€supp u}

Remarque : Comme g est une mesure de probabilité alors 0 < u(g) < 1 pour tout g € G, d’ou
H(p) > 0 (et est éventuellement infinie).

La proposition qui suit nous permet d’estimer l’entropie de la convolution de deux mesures de
probabilité sur G.

Proposition 1.2.1 Soient u et u’ deux mesures de probabilité sur le groupe G ayant des entropies
finies, alors l’entropie de leur convolution est également finie et on a :

H(psp') < H(p) + H(y')

DEMONSTRATION
Soient p et ¢/ deux mesures de probabilité sur G ayant leurs entropies finies. On sait que appli-
cation canonique ¢ :
GxG— G
(91,92) — 9192

transforme le produit direct p x ¢’ en la convolution p  p/, ie p* ' (g1, 92) = 1 X p/(g192)- Ainsi

si (g1,92) € supp p x i, alors gi1g2 € supp p x ', autrement dit ¢(supp p * p') C supp p x '
Maintenant démontrons la relation H(u x p') = H(u) + H('), puis en utilisant 'inclusion des
supports ci-dessus, on aura le résultat.

H(uxu’):*ZuXM )log(1 % 1')(g)

?Z (921 (g2) log (g1 (92))

== > g (g2)log(p(91) = Y u(g1)i (92) log (' (g2))

—Zu 92 Zu g1)log u(g1) Zu 9 Zu g2)log ' (g2)

= (Supp I )H(u) + p(supp p) H (1 )
= H(p) + H(y')
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car p et p' sont des mesures de probabilité.
Ensuite :

H(pxp') =~ > fx 1 (g1, g2) log(p % 1 (g1, g2))
(91,92) Esupp pxp/

== > 1 p (d(g1, 92)) log(p x 1 (d(g1,92)))

(91,92) €supp pkp’

== Y pxp(g)log(ux 1(9)
gEP(supp pkp')

< Y nxi(g)logp x i (9)

gEsupp px !
= H(p x p')

d’apreés 'inclusion des supports démontrée ci-dessus. D’ou le résultat.

Dans toute la suite on fixe une mesure de probabilité p sur G ayant une entropie H (u) finie.
On notera les entropies de ses convolutions H (u,) par hy, (pour n > 0). Evidemment hg = H(ug) = H () = 0.
La formule qui suit pour h, nous sera utile par la suite :

hyn = H(Mn) = Z Mn(yn) log :un(yn) = _/IOg Mn(yn)dpﬂ(y)

Yn ESUPD Ln

Ainsi la proposition (1.2.1) nous prouve également que les entropies h,, sont finies et la suite {hy},
est sous-additive, ie :
hpgem <hp +hym, Yn,m>0
H(pn)
n

hy,
Ainsi la limite lim,, — existe (car H(u,) < nH (u) d’aprés la proposition (1.2.1), ie < H(w)).
n

Définition 1.2.2 Soit G un groupe discret dénombrable.

Soit u une mesure de probabilité sur G ayant une entropie H(u) finie.

H(pn
Alors la limite : h(G, p) = lim,, (t4n)

———= est appelée l’entropie de la paire (G, ).
n

Remarque : Cette définition a le sens probabiliste suivant : asymptotiquement h(G, u) est la
quantité principale d’information contenue dans le produit x1 ...z, = y, de n variables aléatoires
indépendantes p-distribuées a valeurs dans G.

Remarque : On peut montrer que si I'entropie H(p) est infinie, alors toutes les entropies
hn, = H(uy,) sont aussi infinies.

Exemple : Reprenons ’exemple précédent sur le groupe discret dénombrable Z et déterminons
I’entropie de la mesure pu.

H(p) == p(g)logu(g)

== =0+ g)logu(=0+g)

g

== p(0,9)logp(0,9)

g

Or par définition p(0,g) #0sig=1et sig=—1, d’ou:

1
=——log- —

|

I
—

o)

0

|

= log 2

Donc 'entropie de la mesure de probabilité p vaut log 2.
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1.2.2 Critére de trivialité de la frontiére

Définissons maintenant ’entropie conditionnelle et établissons quelques résultats sur celle-ci
afin d’arriver & 1’énoncé du critére entropique.

Définition 1.2.3 Soient {n,} et {a,} (pour n > 1) deux partitions mesurables sur l’espace des
trajectoires (G*°,P*) définies par :
y Ry e VeE=n, y=y;

y Ny & Vk<n, y=uy,

Autrement dit deux trajectoires appartiennent au méme élément de la partition n,, si leurs coordon-
nées d’indices k > n coincident et au méme élément de la partition o, si leurs segments initiaux
(jusqu’a la n-iéme coordonnée) coincident.

Proposition 1.2.2 Les partitions ., croissent et leur réunion V22« est égale & € (la partition
de lespace des trajectoires en points).
La suite {n,} est décroissante, la réunion mesurable VS n, sera notée 1.

Définition 1.2.4 La partition n est appelée partition résiduelle de la marche aléatoire (G, pn) (car
la o-algébre des sous-ensembles n-mesurables coincide avec la o-algébre résiduelle A de la marche
aléatoire).

Définition 1.2.5 On considére deux partitions mesurables & et ¢ sur un espace de Lebesgue (X, m).
L’entropie conditionnelle moyenne de la partition £ par rapport o la partition ¢ est définie par :

HE) = / log m(x, £]C)dm(x)

ot m(z,£|¢) est la mesure conditionnelle de £(x) (I’élément de £ contenant x) par rapport a C.

Evaluons maintenant I’entropie conditionnelle moyenne des partitions «y, par rapport aux par-
titions ny.

Proposition 1.2.3 Si 0 < k < n, alors l'entropie conditionnelle moyenne de la partition oy par
rapport a la partition n, vaut :

H(Ozk|77n) =khi +hp_r — hy,

En particulier, on a :
H(al|nn) = hl + hnfl - hn

DEMONSTRATION
Soit 0 < k < n. Evaluons la mesure conditionnelle P*(y, ay|n,) lorsqu’une trajectoire y € G est
fixée :

P (y, age|mn ) = PH(C k|C’;}) par définition des probabilités considérées et des ensembles C7 ;

Yy
PH(CY R N CY) . . .
= par définition de la probabilité conditionnelle ;
Pr(Cy)

-1
= pl@n) - plar) ik (Y Yn) par définition des ensembles C’;.

220 (yn)

D’ou :
log (P (y, ok | )) = log(pa(1) - . - t(h) tin—k (U " Yn)) — 108 (i (yn))

Ainsi si on intégre par rapport & la mesure de probabilité P#, on obtient :

1o g, cntn)ip () = [tog(uten) om0 )P 0) ~ [ 10g0n ()" ()

Enfin par définition des h; et de aj, on obtient :

H(ak|nn) =khi + hp_r — hy
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Remarque : Puisque la suite {n,} est décroissante, on a également pour z € G :

m(x, a1|nn) > m(z, a|nnr1)

)=
logm(x, ax|nn) = logm(z, a1|mn41)
/logm(x aq N )dPH () <

) <

H(ai|my

logm(z, o [N )dP* (x)
H( aq |77n+1)

d’ot pour tout n > 1 :
hn - hn—l > hn-i—l - hn (12)

Proposition 1.2.4 La suite {h,41 — h,} décroit de fagon monotone vers lentropie h(G, ).

DEMONSTRATION
En effectuant un rapprochement entre la formule (1.2) et la définition de h(G, ), on obtient le
résultat.

Procédons maintenant & I’énoncé du théoréme principal de cette partie :

Théoréme 1.2.5 Soit G un groupe discret dénombrable.
Soit u une mesure de probabilité sur G d’entropie H(u) finie.
Alors la frontiere T'(G, 1) de la marche aléatoire (G, 1) est triviale si et seulement si h(G, ) = 0.

DEMONSTRATION
Puisque la suite de partitions n,, est décroissante et converge vers la partition résiduelle 7, la suite
des entropies conditionnelles moyennes H (ay|n,,) converge vers H(ay|n).
Ainsi en passant & la limite sur n dans la formule obtenue dans la proposition (1.2.3) et en appli-
quant la proposition (1.2.4), on obtient :

H(akln) = kH(p) — kh(G, 1)

et en particulier :
H(ax|n) = H(p) — h(G, p) (1.3)

Puisque 'égalite H(£|¢) = H (&) a lieu pour des partitions £ ayant des entropies finies si et seule-
ment si les partitions £ et ¢ sont indépendantes (ce résultat est montré dans [Roh67]), et puisque
H(ay) = kH(u), on obtient que h(G, i) = 0 si et seulement si les partitions ay et 1 sont indépen-
dantes pour tout & ; or cela signifie la trivialité de n et celle de la frontiére I'(G, i) par la loi 0-1
de Kolmogorov.

Remarque : Ce théoréme, au vu de la forme dans laquelle il a été donné, n’est pas applicable
au cas ou l’entropie H(u) est infinie.

Exemple : Soit G est un groupe abélien et soit p une mesure de probabilité sur G d’entropie
H(p) infinie.

Alors entropie h(G, 1) est infinie et la frontiére T'(G, ) est triviale d’apreés le théoréme de Choquet-
Deny (énoncé et démontré dans [CD60]), qui nous dit qu’un groupe abélien n’admet pas de fonction
p-harmonique bornée.

1.2.3 Applications du critére entropique

Maintenant appliquons le critére entropique que nous venons de voir afin de déterminer la
trivialité de la frontiére de marches aléatoires sur certains groupes selon leur croissance.
On considére désormais dans cette partie un groupe G ayant un nombre fini de générateurs et T’
un ensemble de ceux-ci.
On considére également la suite des puissances de T :

T"={9g=¢1 X ... X gn,0: €T}
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Définition 1.2.6 Le groupe G est dit & croissance exponentielle si :
lim [T"|* > 1
n

et a croissance non-exponentielle sinon.
Si |T™ < Cn? alors G est dit & croissance polynomiale de degré inférieur ou égal d (ot C est une
constante).

Remarque : On peut montrer que cette définition ne dépend pas de T'.

Proposition 1.2.6 Soit G un groupe a4 croissance non-exponentielle.
Soit 1 une mesure 4 support fini sur G.
Alors la frontiere T'(G, ) est triviale.

DEMONSTRATION
Notons le support de p par T'. Puisque supp p,, = 1™, on obtient :

H(pn) == Y pin(yn)10g(1n(yn))

Yn €ESUPP Un

<log|T" Y pnlyn)

Yn €ESUDPD Mn
< log |T™|

De plus, la croissance non-exponentielle de G' implique que :

lim [T"]% =1
n

D’out 1
lim —log |[T"| =0
n n

Do : log [T"| = o(n).
h log |T™]

Par conséquent, on a h(G,p) = 0 car h(G,p) = — < — 0.
n

n
Donc la frontiére I'(G, u) est triviale d’aprés le théoréme (1.2.5).

Remarque : La trivialité de la frontiére pour certaines classes de groupes exponentiels et pour
certaines mesures & support non fini sur des groupes non-exponentiels peut aussi étre obtenue en
estimant 1’entropie H (pn).

Exemple : Considérons de nouveau ’exemple sur le groupe dénombrable discret Z et montrons
que ce dernier admet une croissance non-exponentielle.
On a vu précédemment que supp = {—1,1} et ce support engendre Z, posons alors T = {—1,1}
et déterminons 7.
Pour ce faire on distingue alors deux cas :

cas 1 : n est pair, alors 7" = {—n,—n+2,...,0,...,n—2,n};

cas 2 : n est impair, alors T" = {-n,—n+2,...,—1,1,...,n—2,n}.
Dans tous les cas, on a [T"| =n+ 1, d’ou :

1
|T”|% = exp (— log(n + 1)) — 1
n
Donc le groupe Z a une croissance non-exponentielle, ainsi d’aprés la proposition (1.2.6) la fontiére
de la marche aléatoire (Z, i) est triviale.

Définition 1.2.7 Soit u une mesure de probabilité sur un groupe G ayant un nombre fini de
générateurs d’ensemble de générateurs T (contenant e).
On définit la mesure de probabilité k sur Z par :

R(k) = (T \ THY)

qui représente la mesure u des mots dont la longueur est exactement k.
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On obtient alors la proposition suivante :

Proposition 1.2.7 Soit u une mesure de probabilité sur un groupe G ayant un nombre fini de
générateurs d’ensemble de générateurs T (contenant e).

Alors :
Zﬁn ) log(ren (k) log(|T*|) (L.4)

ol Kk, est la n-iéme convolution de k avec lui-méme.

DEMONSTRATION
Comme la mesure p est non dégénérée, alors son support engendre G, d’ou suppu = T et ainsi
supp pn, = I™. De plus, comme e € T, alors la suite des puissances de 7" est croissante, d’ou
T =Tty (T"\ T"1). Donc :

H(pn) == Y pin(9)10g pin(9)

geT™

= - > tin(g) 1og pin (9)
geTnflu(Tn\Tnfl)

= > pm@logpnle) = Y pnlg)log palg)

geT" 1 geET™\T™ 1
== > ml@logun(e) = D> pm(g)logun(g) = Y. pnlg)login(g)
geTn,72 geTnfl\Tn72 geTn\Tnfl
==Y > pn(g)log pn(g)
k geETk\Tk-1

_ZH" ) log kn (k)
fzmn Jlog (s (k) log((7*)

IN

Remarque : L’inégalité (1.4) réduit le probléme de la trivialité de la frontiére au comportement
asymptotique des convolutions sur le groupe des entiers et permet de prouver la trivialité de la
frontiére pour certaines classes de mesures & support non fini sur des groupes non-exponentiels.

Exemple : La trivialité de la frontiére pour les groupes a croissance polynomiale avec une mesure
arbitraire peut étre déduite de la théorie de leurs structures. Tous les groupes polynomiaux sont
des extensions finies de groupes nilpotents (d’aprés le théoréme de Gromov) et la frontieére d’un
groupe nilpotent est triviale.

Conjecture 1 Sion se donne un groupe exponentiel G, il existe une mesure symétrique (en général
a support non fini) ayant une frontiére non triviale.

La notion de croissance pour des groupes ayant un nombre dénombrable de générateurs est plus
délicate. Il est nécessaire d’introduire la notion de croissance uniformément polynomiale.

Définition 1.2.8 Un groupe discret G admet une croissance uniformément polynomiale si pour
tout k > 0, il existe un polynome py tel que :

IT"| < pr(n)

pour tout T constitué de k éléments.

Remarque : En d’autres termes px nous donne une estimation de la croissance uniforme pour
des sous-groupes de G engendrés par k élements.

Les degrés des polynomes py, sont liés aux groupes qui sont polynomiaux dans le sens de la défini-
tion (1.2.6), mais en général les degrés des py ne sont pas liés entre eux.

Par analogie avec la définition précédente, on peut également définir :
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Définition 1.2.9 Un groupe discret G admet une croissance exponentiellement faible si :

. log |T™|
lim sup ————
TA{ITI=Ry T

=c, >0
pour un certain entier naturel k.

Bilan

Cette partie nous a permis d’énoncer un critére entropique qui peut s’appliquer & tous les types
de groupes discrets et de voir son application sur ceux & croissance non-exponentielle. Ainsi selon
leur croissance, les marches aléatoires sur les groupes admettent ou non une frontiére triviale.
Maintenant nous allons essayer d’élargir ce critére entropique.

1.3 Théoréme de Shannon pour les marches aléatoires

Dans cette partie, nous allons nous intéresser au théoréme de Shannon et & plusieurs de ses
corollaires qui vont nous permettre de mettre en exergue d’autres formules déterminant ’entropie
d’une marche aléatoire. Ces différentes formules permettant, lors de ’étude d’un groupe discret en
particulier, de choisir celle qui sera la plus aisée a utiliser.

1.3.1 Marches aléatoires et endomorphismes admettant une mesure o-
finie

Etablissons tout d’abord un lien entre les marches aléatoires et les endomorphismes.
Pour ce faire, on rappelle la définition suivante :

Définition 1.3.1 Soit 0 une mesure positive (non nécessairement de probabilité) sur un groupe G.
On considére la mesure associée sur [’espace des trajectoires :

ol = Z 0(g)qP*

geG

Proposition 1.3.1 La mesure gP* est finie (ou o-finie) simultanément avec la distribution initiale

6.

Définition 1.3.2 On définit le décalage temporel T de I’espace des chemins GZ+ comme étant
Uapplication :

GZ+ _ GZ+

W} — {yn+1}

Remarque : FEn général T ne préserve pas la mesure glP*, ni méme le type de mesure.

Proposition 1.3.2 La mesure ¢gP* est T-invariante si et seulement si la mesure 6 (vue comme
une fonction sur G) est [i-harmonique.

DEMONSTRATION
Supposons que la mesure glP* est T-invariante, ie T x gP* = gPH.
Or on peut montrer que (cf la proposition (2.1.1) du chapitre 2) : T* gP* = g, pu P4, ie 6(g) = 0xP*(g),
d’ou le fait que 6 soit ji-harmonique. Et inversement. D’oil le résultat.

Remarque : Il n’existe pas de fonction p-harmonique non nulle sommable sur les groupes infinis,
ie chaque mesure T-invariante pour des groupes G infinis est seulement o-finie.
La mesure T-invariante o-finie ,,P* = g 4P* correspond a la mesure de Haar m sur G.

Remarque : Beaucoups de propriétés des marches aléatoires peuvent étre exprimées en termes
d’endomorphismes T avec la mesure o-finie ,,,[P¥.

Par exemple la conservativité de T' est équivalente & la récurrence de la marche aléatoire, I’ergod-
icité de T' & la trivialité de la frontiére de sortie et le mélange des deux pour 7' a la trivialité de la
frontiére stationnaire de la marche aléatoire (G, p).

Donc 'entropie définie dans la partie précédente est la mesure de la non-ergodicité de ’endomor-
phisme T
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1.3.2 Théoréme de Shannon

Enoncons maintenant le théoréme de Shannon.

Théoréme 1.3.3 Supposons que l'entropie H(u) d’une mesure de probabilité p sur un groupe
dénombrable G soit finie.
Alors ’égalité :
o1
lim —log in (yn) = —h(G, 1)
nn
est vraie pour P*-presque toutes les trajectoires y € G*°.
DEMONSTRATION
Définissons tout d’abord une suite de fonctions mesurables sur ’espace des trajectoires pour k£ > 0
et y € G* par :
ok (y) = log P*(Cy |mt1)
=log P“(C;|C§+1) par définition de gy ;
p(yn) i (y1  ye)
1 (Yk+1)

= log

et on pose : ¢(y) = logP*(C}|n).

Les fonctions ¢y et ¢ sont le logarithme de probabilités conditionnelles de la premiére coordonnée
y1 de la trajectoire y par rapport aux o-algébres Axy1 et Aso.

Ainsi par le théoréme de convergence pour les probabilités conditionnelles, on obtient :

Pr(y) — 9(y)

PF-presque partout.
Cette convergence peut également étre établie dans L!(P*). Puisque :

/ Or(y)dP* (y) = —H (01 |mks1)

et

/ H(y)dP" (y) = —H (e n)

et H(a1|ny) — H(ai|n), dou :

/aﬁk(y)dP“(y) — /¢(y)dP“(y)

De plus les fonctions ¢y sont négatives (car elles sont définies comme étant le logarithme de
probabilités), d’oi la convergence de ¢y vers ¢ dans L!(PH).
Ecrivons maintenant p,(y,) comme étant :

n(Yn)  pne1(yyyn)  pe(Wn o)
1 1 —1 ( n—1yn)
pn—1(Y1 Yn) Hn—2(Ys Un)  (Yp_1Yn)

1229 (yn) =

Alors on a :

i=1 i=1

ou U est la mesure ergodique préservant la transformation sur 'espace des trajectoires (G, PH)
induite par le décalage de Bernouilli sur I’espace des incréments de la marche aléatoire, ie :

Uy)e = y1 'Yrt1, YE>0

(pour démontrer cette relation, il suffit de montrer auparavant par récurrence que : (U™y)x = ¥y, *Yn-tk
et de passer au logarithme dans la premiére relation). A présent d’aprés le théoréme ergodique de
Birkhoff (cf théoréme (1.3.4)), on obtient :

=3 o0y — [ G () = h(Gon) ~ H )
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est vraie pour presque toute trajectoire y.
Et puisque la relation :

1 & _
=~ Jlogpu(yyi) — —H(p)

i=1

est vraie pour presque toute trajectoire y, on obtient 1’égalité voulue.

Remarque : En fait nous avons aussi démontré la convergence de la suite %log tn(Yn) vers
—h(G, 1) dans I’espace L*(PH).

Remarque : Dans cette démonstration, nous avons utilisé le théoréme de Birkhoff (que nous ne
démontrerons pas ici) qui s’énonce de la fagon suivante :

Théoréme 1.3.4 Soit T un endomorphisme ergodique de l’espace de probabilités (X, m).
Soit f: X — R une fonction mesurable a valeurs réelles.
Alors pour presque tout © € X, on a :

%ifoTj(w)%/fdm

1.3.3 Corollaires du théoréme de Shannon

Intéressons-nous désormais & certains corollaires du théoréme de Shannon.
Dans cette optique, dans tout ce paragraphe, nous allons supposer que 'entropie H(u) est finie.
L’entropie de la paire (G, ) sera encore notée h(G, p).

Corollaire 3.4.1 La trivialité de la frontiére T'(G, u) est équivalente d la condition :

o1
lim —log pt (yn) = 0
nn
vrate pour P*-presque toutes les trajectoires y € G*°.

DEMONSTRATION
La démonstration découle directement du théoréme (1.3.3) et du théoréme (1.2.5).

Remarque : Kesten avait introduit la condition :
o1
lim — log pun(e) =0
nn

sur la paire (G, p) qui est équivalente (si pu est non dégénérée et symétrique) a la moyennabilité de G
(nous verrons dans la derniére partie de fagon plus précise ce qu’est un groupe moyennable). Nous
verrons que la condition donnée dans le corollaire est plus forte que la condition de Kesten. Ainsi la
probabilité de retourner & e semble devenir un événement atypique dans une échelle logarithmique
pour certains groupes.

Exemple : La condition de Kesten pour prouver qu’un groupe est moyennable s’applique aisé-
ment & notre exemple de marche aléatoire sur Z. En effet pour n € N, déterminons 4, (0) = p™(0, 0).
On distingue deux cas :

cas 1 : sin est impair, alors u,(0) =0;

cas 2 : sin est pair, alors en posant n = 2m :

nombre de possiblités de choisir +1 m fois et de choisir —1 m fois

p2m(0, 0) —

m
. CQm

T 92m

nombre de possibilités de choisir +1 et —1 2m fois
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D’ott d’aprés la formule de Stirling :

pam (0) = o5 (Vamm(m )2
2

12

12

1

Donc dans tous les cas — log ,,(0) — 0. Donc Z est un groupe moyennable et nous verrons dans
n

la partie 5 quel résultat cela nous donne sur ce groupe.

Corollaire 3.4.2 L’égalité :
1

lim — *logP*(Cy|Cy ) = —H(an|n) = h(G, ) — H(p)
k=1

est vraie pour P*-presque toute trajectoire y, ie la valeur moyenne du logarithme des probabilités
de transition converge vers h(G, u) — H(u) le long de presque toutes les trajectoires.

DEMONSTRATION
Pour k£ > 0 et y € G*°, puisque :
P (Cy)

k| vk+1
PG = By

1Y Yrg1)

alors on a :

S|

IRS kep k41
EZlog]P’“(C’MCyJF ) =

<Z log u(yy; 'yk+1) + log pur (y1) — log un+1(yn+1)> — —H(p)+h(G, p)
k=1

k=1

Corollaire 3.4.3 L’égalité :

1 _
lim — log P(Cy[Cy ™" n) = —H (0 )
k=1

est vraie pour P*-presque toutes les trajectoires y de la marche aléatoire.
DEMONSTRATION

Puisque les probabilités de transition de la marche aléatoire sont invariantes par ’action & gauche
de G sur lui-méme, on a pour k> 0et y € G :

PH(CEICET ) = P*(Cy.m)

oty = UF1ly.
Donc en appliquant le théoréme ergodique de Birkhoff (cf le théoréme (1.3.4)) au décalage U on
obtient :

. 1 S k| k—1 1
i 3 logP(CIC[ ) = [ 1o e 0
= —H(axln)

Remarque : En notant par y., le point de sortie de la trajectoire y (ie y» = bnd (y)) on peut
écrire :
1 n
lim = " og P*(ye|yk—1, Yoo) = —H (o1 |n) = (G, ) — H(p)
"=
ie la valeur moyenne (le long des trajectoires) du logarithme des probabilités de cotransition pour
presque toute marche conditionnelle est égale & h(G, 1) — H(u).
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Corollaire 3.4.4 L’égalité :

1y - 1¢
h}lnﬁ Zlogﬂw(ykwkﬂ) = hfln n Zlog]}w(ykhﬂcflayoo)
k=1 k=1

est vraie pour presque toute trajectoire y de la marche aléatoire, ie la valeur moyenne du logarithme
des probabilités de transition et la valeur moyenne du logarithme des probabilités de cotransition
pour des marches conditionnelles coincident pour presque toutes les trajectoires.

DEMONSTRATION
La démonstration découle des corollaires (3.4.2) et (3.4.3).

Corollaire 3.4.5 L’égalité :

1 dyn * v
lim — log
nn dv

(yoo) = h(Ga :u)

0l Yoo = bnd (y) et v est la mesure de sortie de T, est vraie pour presque toutes les trajectoires de
la marche aléatoire.

DEMONSTRATION
Grace a la formule (1.1) de la premiére partie, on obtient :

R k| k—1 1 - k| k—1 dynv
h}}nE;logP”(C’“Cy ,77)117rlng<];log]?”(0y|0y ) + log T (Yoo)

D’out par le corollaire (3.4.3) le résultat.

Bilan

Dans cette partie, nous avons étendu la portée du critére entropique en déterminant d’autres
formules pour ’entropie conditionnelle d’une marche aléatoire. A présent, nous pouvons nous in-
téresser a d’autres moyens de déteminer la frontiére d’une marche aléatoire sur un groupe discret.

1.4 Entropie différentielle et transformée de Radon-Nikodym

Dans cette partie, nous allons déterminer deux autres facons de trouver la frontiére d’une
marche aléatoire, 'une via la distance de Kullback-Leibler, 'autre via la u-entropie.

1.4.1 Distance de Kullback-Leibler et entropie
Introduisons, pour commencer, la distance de Kullback-Leibler ainsi qu’une propriété sur celle-
ci.

Définition 1.4.1 Soient vy et vo deux mesures de probabilité équivalentes sur un espace mesurable
X.
On définit leur distance de Kullback-Leibler par la quantité :

I(1|v2) = — /log Z—Z;(l‘)dl/Q(l')

Remarque : On rappelle que deux mesures de probabilité sont dites équivalentes si elles ont les
mémes ensembles négligeables.

Proposition 1.4.1
1. La distance de Kullback-Leibler est positive ou nulle (incluant l’infini).
2. Elle est nulle si et seulement si 11 et vy concident.
3. En général, elle n’est pas symétrique, ie I(vi|va) # I(va2|v1).
4

. Si X est un G-espace, alors l'action naturelle de G sur ’espace des mesures sur X préserve
la distance, ie I(gv1|gr2) = I(v1|1va), pour g € G.



1.4. ENTROPIE DIFFERENTIELLE ET TRANSFORMEE DE RADON-NIKODYM 25

DEMONSTRATION
Soient 11 et vy deux mesures de probabilité équivalentes sur X.

1. Par définition :

I(1|ve) = —/log %(m)dug(x)

d d
et d_l/1 > 0 tandis que log d_l/1 < 0, donc par positivité de I'intégrale, on a I(vq|v2) > 0.
17} V2

2. (<) Si vy = vy, alors :

I(1h|e) = f/log Z—Zi(z)dvl (x)

f/log 1dv (2)

=0
(=) Si I(v1]va) = 0, par le théoréme de nullité de ’intégrale, on a :

n

-1
Y, og s

() =0
D’ou :
Donc vy = vs.

3. Evident.

4. On obtient le résultat en effectuant le changement de variable x — g.x, pour g € G.

Théoréme 1.4.2 Si lentropie H(u) de la mesure p sur le groupe G est finie, alors :

-~ Suts ) [ 105 M =3 wg) (g vlv)

En d’autres termes h(G, ) est la distance moyenne (par rapport a g) entre les mesures g
v.

“Lyp et

DEMONSTRATION
En utilisant la formule (1.1) de la premiére partie et la formule (1.3) de la deuxiéme partie, on a :

MG, p) = H(p) — H(ar|n) d’apres la formule (1.3) ;

=H(u) + /log PH(Cy|n)dP*(y) par définition de H (a1 |n);
dyv \
=H(u)+ [ log | P*(y)—— o (bnd (y)) | dP*(y) d’aprés la formule (1.1);

=H(p) + Zu(g)/log (u(g)dd—y(v)> dv(y) oty =g, bnd(y) = gy et car v = bnd (P*);

g~

71

:*Zu /1og Vy(v)dl/(v)

D’ou le résultat.

1.4.2 p-entropie d’un G-espace

Définissons maintenant la p-entropie et énoncgons plusieurs propriétés sur cette derniére.

Définition 1.4.2 Soit B un G-espace mesurable de mesure de probabilité p-stationnaire X.
La quantité :

E(B, 1, A Zu 97N

est appelée l’entropie de 'espace (B, \) par mpport a p (ou p-entropie de la paire (B, X)).
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Proposition 1.4.3 Soit B un G-espace mesurable de mesure de probabilité u-stationnaire X.
Alors :

1. E(B,pu,A) =0 si et seulement si A est G-invariante.
2. De plus \ étant u-stationnaire, on a également :
1 -1

S dg="x A

plg=) = dA > pla)

DEMONSTRATION

1. (<) Evident.
(=) Si E(B,p, \) = 0, alors Vg, pu(g)I(g~ ' A|A) = 0.
Or g € supp u, d’ott u(g) # 0, ie Vg, I(g~1A|N) =0, ie g=*X = X\ d’aprés lassertion (2) de la
proposition (1.4.1).

2. Se déduit de la définition de la convolution des mesures \ et g~! et de la p-stationnarité de
A

On peut également montrer la propriété suivante sur ’entropie de 1’espace (B, \) par rapport & p :

Proposition 1.4.4 Soit B un G-espace mesurable de mesure de probabilité p-stationnaire X. Alors
la p-entropie E(B, u, \) satisfait l'inégalité :

E(B, i, A Zu )log u(g) = H (1) (1.5)
DEMONSTRATION
On sait que :
BB, = 3 o)™

_1)\
—Zu /10g o (VAA)
< - Zu /1ogu 9)(7)dA(y) d’aprés I’assertion (2) de la proposition (1.4.3);

=H (u)
D’ou le résultat.

Proposition 1.4.5 Soient p et i/ deux mesures de probabilité sur G.

Soit A\ une mesure u et u' -stationnaire.

Alors \ est stationnaire par rapport d la convolution p* p' et a toutes combinaisons convexes des
mesures j et .

DEMONSTRATION
Soient u et ' deux mesures de probabilité sur G. On considére :

(') (N) = Z(u x 1) (9)g)

= Z (1)1 (92) 9192

91,92

= ulg)gr Y 1 (g2)g2)

=Y ulg)gin'A

g1

= Z wu(g1)giA car \ est p/-stationnaire ;
o

= 1\

= A car \ est u-stationnaire.
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De la méme fagon, si on choisit une combinaison convexe de p et ¢/, on a :
(o + Bu)A =D (o + ') (9)gA
)
= (aulg) + B’ (9)gA
g
= ap(g)gr+>_ B (9)gA
g g
=a ) w(g)gh+ B> 1 (g)g\
g )

= ap\ + fu' A
= (a+ B)A car X est u et p/-stationnaire ;
=X

Proposition 1.4.6 Soient p et ' deux mesures sur G.
Soit B un G-espace mesurable de mesure de probabilité X telle que px A = p' * A = X, alors :

E(Ba)‘aﬂ* ,U//) = E(Ba)‘ap') +E(Ba)‘a//)
E(B,\,ap+ Bu') = aE(B,\, n) + BE(B, A, 1)

DEMONSTRATION
Ces inégalités découlent de la définition de la p-entropie. En effet :

E(B, A px ) = Zu w1 () (g™ AN

Il

|
M
=

*
7;

/ log 29 d; A (b)ar®b)

== gzg: / log %(b)d)\(b)
= 3 uloi(ge) [ log %tg;b)d/\(b)

= > ulgn)r (g2) / log d;i‘(é;‘z i)b) d;;?i? ) dA(b)

2) / log %dk(b) = > nlg)i(g2) / log d;/(\‘(éig)) dA(b)

91,92 91,92

dA(g192b) / dA(g2b)
1 7@ lo dA(b
2)/ %% =\ (ga0) Zu 91 Zu g2) [ log =y (0)

- u(gl)u'(gz)/log %dk(b) + E(B,\ ')

I
|
(]
=
5

[

\
5]
E

5

dX(g1b
=— Z u(gl);ﬂ(gg)/log d)(ill)))d)\(%lb) via le changement de variable b +— g5 'b;

= Yl [ 105 SID S g )

d\(g1b)
= — 1 h hé ;
E ,u(gl)/ og ) dA(b) par hypothése sur \;

= B(B,\u) + E(BA 1)
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Et
E(B,\ ap+ pu') = Z(au +6u) () (g~ AN

—Zau g AN +Zﬁu g AN

= aE(B, A k) + ﬁE(B,A,u )

Corollaire 4.6.1 Soit A une mesure de probabilité p-stationnaire.
Soit (' =150 Ckplis 0U g >0 et Y, oo =1, alors :
E(B,\ )= E(B,\ ) Zkak
k>0
DEMONSTRATION
On a:
E(B,\, i) = E(B,\, Zak,uk par définition de p’;
k>0
= Z apE(B, A\, p) d’aprés la proposition précédente ;
k>0
= Z arkE(B, A, u) d’aprés la proposition précédente.
k>0
Corollaire 4.6.2 Soit 1 une mesure de probabilité sur le groupe G.
Soit 1/ = Ekzo appy, ot ag >0 et Zk>0 ar =1, alors :
MG, 1) = h(G, p) x Zkak
k>0

DEMONSTRATION
La coincidance des frontiéres T'(G, u) et T'(G, i) (cette propriété est montrée dans [Kai83]) et le
corollaire (4.6.1) nous donnent le résultat.

Corollaire 4.6.3 Si l’entropie H(u) est finie, alors :
E(B, A, p) < h(G, p)
pour tout G-espace mesurable B de mesure de probabilité u-stationnaire \.

DEMONSTRATION
Cette affirmation est une conséquence du corollaire (4.6.1) dans le cas ot p' = g, de la proposition
(1.4.4) et de la définition de h(G, ). Plus précisément, si g’ = ug, alors :
E(B, A\ ') = E(B A\ p*p...xp)=kE(B,\ 1)
D’ou :

E(B H
E(B,)\,M) _ ( a]:‘auk) < (:k)

Donc en passant a la limite sur k, on obtient le résultat, ie E(B, A, u) < h(G, p).

1.4.3 Transformée de Radon-Nikodym

Intéressons-nous désormais au lien entre la p-entropie et la transformée de Radon-Nikodym,
puis nous énoncerons un théoréme permettant d’identifier la frontiére d’une marche aléatoire, ce
qui reviendra & déterminer une condition nécessaire et suffisante afin que E(B, A, u) = h(G, ).

Définition 1.4.3 Soit B un G-espace mesurable de mesure de probabilité ji-stationnaire \.
La transformée de Radon-Nikodym r, de l’espace (B, )\) est l'application mesurable de B dans RY
(Vespace des fonctions a valeurs réelles sur G avec la topologie de la convergence ponctuelle) définie

par la formule :
(ra(®)0) = L2 )

Proposition 1.4.7 r,, est un homomorphisme de l’espace mesurable (B, \) sur son image.

Définition 1.4.4 Le support de la mesure r, o X\ (compact par les inégalités (1.5)) sera noté
RN(B, \) et appelé le compact de Radon-Nikodym de l’espace (B, ).
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Remarques :

1. Presque tous les éléments (par rapport a la mesure 7, 0A) de RN sont des fonctions positives,
p-harmoniques sur G, puisque A est p-stationnaire.

2. Le compact RN se réduit au point I si et seulement si la mesure A est invariante.
3. L’action de G sur RN (induite par 'action sur B) est donnée par la formule :

v(h™'g)

_dglrnoN)  \_ dhlg(raoN)
i en) T S0

(hy)(9) = m(fw) =

(la mesure r,, o A est u-stationnaire par rapport a cette action).

4. En tant qu’espace mesurable (RN, 7, o A) est isomorphe au quotient de ’espace (B, \) par
la partition mesurable engendrée par ’ensemble dénombrable de Radon-Nikodym dérivé de

B : da)
Ag(b) = == (b)

Par conséquent, on obtient également :

Proposition 1.4.8 Pour presque tout b € B, on a :

dg\ . dg(rn o))

O = g on )
DEMONSTRATION da)

Par définition, on a : (r,(b))(g) = dg—/\(b)

dg(rn oA
D’aprés I’assertion (3) de la remarque précédente, on sait également que : % (rn(b)) = (rn(b))(g).
Tn

D’ou le résultat.
Proposition 1.4.9 La transformée de Radon-Nikodym ne change pas la valeur de la p-entropie,

e
E(RN,rp 0 p) = E(B, A\ p)

DEMONSTRATION
Les égalités qui suivent nous donne le résultat voulu :

E(RN, 1y 0\, 1) =Y t(g)I(g™ " rm 0 Alrn 0 A)
g

Ly, 0o\

dg
=- zg:u(g) /1og W(b)d% o A(b)
= FE(B,\ u) d’apres la proposition (1.4.8).

Remarques : Grace & la proposition (1.4.8), le compact de Radon-Nikodym détermine une
décomposition de I en fonctions p-harmoniques positives (qui sont les éléments de RN) :

I= / ~ydry 0 \(7)

puisque pour presque tout g € G, on a :

[ty ere) = [0 6)dr, 006 =1

Considérons maintenant la transformée de Radon-Nikodym de la frontiére I'(G, 1) de la marche
aléatoire.

Pour commencer, rappelons que la frontiére (T', v) est isomorphe (comme G-espace mesurable) a la
partie active de la frontiére de Martin Ay (G, ) de mesure v4 (représentant la mesure de I). Ainsi
I’action de G sur la frontiére de Martin se trouve étre la méme que ’action de G sur RN.

Alors par la relation :

1= [ @ante) = | %dgum), Vg.z€ G
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on obtient deux décompositions de I en fonctions py-harmoniques extrémales :

H/vdvl(v)/v%ﬁ)

et par unicité de la mesure représentative de la frontiére de Martin, il s’ensuit que pour presque
tout v € Ay (G, p) :
dgvy
duy

(v) =7(9)

Ainsi, on a la propriété :

Proposition 1.4.10 La transformée de Radon-Nikodym de la frontiére (T',v) est un isomorphisme
d’espaces mesurables et le compact de Radon-Nikodym correspondant RN de mesure r, o\ coincide
avec la partie active de la frontiére de Martin A1(G, ) de mesure v1 (la mesure représentative de

I).

Puisque chaque décomposition de I en fonctions p-harmoniques peut étre obtenue par intégra-
tion d’une décomposition en fonctions p-harmoniques extrémales, on obtient gréice & la proposition
précédente :

Proposition 1.4.11 Soit B un G-espace mesurable de mesure de probabilité ji-stationnaire \.
Le compact de radon-Nikodym RN (B, \) vu comme G-espace de mesure r,o\ est un espace quotient
de la frontiére (T',v).

Théoréme 1.4.12 Soit u une mesure de probabilité sur G d’entropie H(u) finie.
Soit B un G-espace mesurable de mesure de probabilité u-stationnaire .
Alors :

E(B,)\,,LL) < h(Gv M)

et l’égalité a lieu si et seulement si le compact de Radon-Nikodym (RN,r, o \) de l’espace (B, \)
est isomorphe en tant que G-espace a la frontiére (I',v) de la marche aléatoire (G, ).

En d’autres termes l’égalité a lieu si et seulement si la transformée de Radon-Nikodym vue comme
un homomorphisme de G-espaces mesurables, fait commuter le diagramme suivant :

B RE

ot Uapplication : T — RS est I’injection canonique définie dans la proposition (1.4.10).

DEMONSTRATION
Nous allons baser cette démonstration sur une propriété de la distance de Kullback-Leibler :

Lemme 1.4.1 Si vy et vy sont deux mesures équivalentes de ’espace X et p est une application
mesurable surjective de X dans X'. Soient v] = pouvy et vh =pouws, alors :

I(vi|vg) < I(1v2)
et ’égalité a lieu si et seulement si presque stirement :

dvi\_din

(1) = Gy (o(a)

dVQ
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DEMONSTRATION DU LEMME
Montrons tout d’abord l'inégalité sur les distances de Kullback-Leibler.

dv]
10415) = - [ log G (@)a(z)

|
\
O]
U
ESIRN
o)
X
[y
S
hS]
o)
S
—
8
~—

d
= —/ log pon (p(x))dp o va(p(x)) par changement de variable x — p(x);
p'e 2
— [ 1o S @)dp o va(p(a)
. g v pova(p
< I(v1|v2) car p est surjective.

Montrons maintenant la condition équivalente pour avoir ’égalité.

d dvy
(=) Si I(v1|v2) = I(v]|v}), alors par le théoréme de nullité de I'intégrale, on trouve que d_z (z) = d—Z} (p(z))
2
pour tout z € X.
d dvj
(<) Si d—yl(z) = d—y}(p(:c)) pour tout z € X, alors en passant au logarithme, puis & l'intégrale
Vo Vo

dans cette égalité, on trouve le résultat.

Démontrons maintenant le théoréme.
Soit (RN, 1, 0A) le compact de Radon-Nikodym de l’espace (B, A). D’aprés la proposition (1.4.11),
on sait qu’il existe une factorisation p : I' — RN.
D’aprés le lemme donné ci-dessus sur la distance de Kullback-Leibler et la proposition (1.4.9), on
a:
E(B,\ 1) = E(RN,rp o\ 1)

= Zu(g)f(g_l(rn 0 A)|rn o A)
<Y u(g) (g~ vlv) = h(G, )

L’égalité E(B, A, u) = h(G, i) est équivalente a 1’égalité :

dgv
dg

_dg(rno))

(v) = W(P(W)) (1.6)

pour tout g € supp p et pour presque tout v € I'.

Par la non dégénérescence de p, on obtient que (1.6) est vraie pour tout g € G, or d’aprés la
proposition (1.4.10) cela signifie que p est un isomorphisme de G-espaces mesurables, d’ou le
résultat.

Bilan

Dans cette partie, nous avons vu une autre facon de déterminer la frontiére d’'une marche
aléatoire sur un groupe, celle-ci permet en partant d’un objet connu sur le groupe de 'identifier &
la frontiére de la marche aléatoire sous certaines conditions. Nous allons donc pouvoir poursuivre
dans cette voie et exemplifier cela.

1.5 Convolutions et frontiére triviale ; Conjecture de Fursten-
berg
Nous allons, dans cette partie, énoncer un autre critére de trivialité de la frontiére faisant

intervenir la convolution de la mesure sur le groupe. Puis nous verrons le cas particulier des
groupes moyennables.
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1.5.1 Trivialité de la frontiére et distribution uniforme

Enoncons un nouveau critére de trivialité.

Théoréme 1.5.1 Soit p une mesure de probabilité sur G.

Alors la frontiére T'(G,u) de la marche aléatoire correspondante est triviale si et seulement si
la condition renforcée qui suit, sur l'uniformité de la distribution, est vraie pour presque toute
trajectoire y € G et pour tout g € suppu :

—1

=1
n Mn(yn)

DEMONSTRATION
La probabilité conditionnelle de 1’ensemble cylindrique C’gl (quand la n-iéme coordonnée de la
trajectoire est fixée) est égale a :

(11O = gy =197 Yn)

(=) Si la frontiere I'(G, ) est triviale, alors le théoréme de convergence pour les probabilités
conditionnelles nous donne :

PH(C,|Cy) — PH(Chln) = P*(Cy) = ulg)

(<) Inversement, si :

o197 yn)
fin (Yn)
pour tout g € supp u, alors :
,un—k(g_lyn) 1
,un(yn)

pour tout g € supp ik et presque toute trajectoire y. Ceci signifie exactement que tous les ensembles
cylindriques C;“ (d’ott tous les ensembles cylindriques Cg(;;'jv’;k) sont indépendants de la o-algébre
résiduelle A..

Donc Aw, 1 et T'y(G, 1) sont triviaux par la loi 0-1 de Kolmogorov.

1.5.2 Convergence des convolutions vers une moyenne invariante

Intéressons-nous maintenant a la frontiére des marches aléatoires sur les groupes moyennables.

Définition 1.5.1 Une suite {¢,} de mesures de probabilité sur G est dite faiblement conver-
gente vers une moyenne (ie une mesure finiement additive) invariante & gauche sur G, si la suite
{gdn — Pn} tend vers 0 faiblement dans £>°(G)*, pour tout g € G.

Elle est dite fortement convergente vers une moyenne invariante & gauche, si {gp, — ¢n} tend vers
0 en norme (1(G) (ici linvariance G gauche signifie que la moyenne ¢ vérifie : gp(A) = ¢p(g~1A),
ce qui correspond au décalage & gauche de ¢ par g).

Définition 1.5.2 La période de la mesure de probabilité p est définie comme étant le plus grand
diviseur commun de ’ensemble {K > 0, ux(e) < 0} et u est dite apériodique si sa période vaut 1.

Théoréme 1.5.2 Soit u une mesure de probabilité non dégénérée et apériodique sur G. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

1. la frontiére T'(G, ) est triviale;

2. la suite {u,} des convolutions de la mesure p converge fortement vers une moyenne invariante
a gauche sur G;

3. la suite {un} des convolutions de la mesure y converge faiblement vers une moyenne invari-
ante a gauche sur G.
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DEMONSTRATION
Par apériodicité de p, on peut sans perte de généralité, supposer que 1’élément neutre du groupe
est chargé par pu.
(i) = (ii) Puisque e € supp p, d’aprés le théoréme (1.5.1), on a :

—1 —1
i P17 yn) 1 (9 )
n Hn (yn) no Hn—1 (yn)
1
= lim Bnld  Yn) (9~"yn)
n ,un(yn)

pour tout g € supp u et presque tout y € G*°, d’ou :

-1
,un{xeG, ll—M’>e}—>0
fin ()

pour tout g € supp u et pour tout € > 0.

Puisque supp i engendre G par la non dégénérescence de u, cela compléte la preuve.

(ii) = (iii) Cette implication est facile & démontrer.

(iii) = (i) Appliquons le fait que la trivialité de la frontiére I'(G, p1) est équivalente a ’abscence
de fonction p-harmonique bornnée non triviale sur G.

Soit f une telle fonction, alors Vx € G, on a :

f@) =" f(9)un(z"g)

et en particulier :

fle)=>" f(@)un(g)
g
Soustrayons ces deux égalités :

f@) = fle) =" F(9)(un(x™"g) = nn(9))

g

Par convergence faible de {y,} vers une moyenne invariante & gauche et par le fait que la fonction
f est bornée, le coté droit de ’égalité tend vers 0 quand n tend vers ’infini.

D’ou f(z) = f(e), Vx € G, ie f est constante.

Donc toute fonction p-harmonique bornée est constante sur G et ainsi I'(G, p) est triviale.

Corollaire 5.2.1 Si G n’est pas moyennable (ie n’admet pas de moyenne invariante), alors la
frontiére T'(G, 1) est non triviale pour toute mesure non dégénérée sur G.

Remarque : Si p est périodique, de période d > 1, alors une assertion analogue sur la suite des
mesures T, = 5 (ftn + fnt1 + - .. + finra—1) permet d’obtenir un résultat similaire.

Remarque : L’existence d’une suite de mesures convergeant faiblement vers une moyenne invari-
ante a gauche est connue comme étant équivalente a ’existence d’une suite de mesures convergeant
fortement vers une moyenne invariante & gauche. Le théoréme (1.5.2) nous montre que ces types
de convergeance coincident pour des suites de convolutions.

Remarque : La marche aléatoire a droite et celle & gauche différent en tant que processus de
Markov mais leurs distributions unidimensionnelles coincident. Le critére de trivialité de la frontiére
donné par le théoréme (1.2.5) dépend seulement des distributions unidimensionnelles de la marche
aléatoire et ne dépend pas du fait que celle-ci soit & droite ou & gauche. Donc, si on se donne une
mesure p d’entropie H(u) finie, les frontiéres des marches aléatoires & gauche et & droite seront
triviales (ou non triviales) en méme temps et la convergence (faible ou forte) des convolutions g,
vers une moyenne invariante a gauche est équivalente a la convergence (faible ou forte) de la suite
I, Vers une moyenne invariante & droite sur G. Cependant cette équivalence n’a pas lieu pour des
mesures d’entropies infinies.
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Exemple : Reprenons ’exemple sur Z, on a montré précédemment que Z était moyennable, de
plus la mesure de probabilité u sur Z est bien non dégénérée et apériodique (car u(0) = p(0,0) = 0)
donc d’apres le théoréme (1.5.2) on retrouve le fait que la frontiére de la marche aléatoire est triviale.

1.5.3 Convolutions et Moyennabilité
Considérons & présent quelques critéres permettant de montrer qu’un groupe est moyennable.

Proposition 1.5.3 (Critére de Reiter) La condition de Reiter est l'une des conditions équiva-
lentes donnant la moyennabilité d’un groupe G.

Un groupe G est moyennable si et seulement si pour tout sous-ensemble fini K C G et pour tout
€ > 0, il existe une mesure de probabilité ¢ sur G telle que :

l¢—gdll<e, VgeK

On peut reformuler cette condition de la fagon suivante :
G est moyennable si et seulement si il existe une suite de mesures de probabilité ¢, sur G telle
que :

1171111 ” On — GPn ||: 0, Vged&

DEMONSTRATION
Pour une démonstration de cette proposition se référer & appendice G de [BAIHVO08].

On peut dés lors se demander si I’on peut choisir la suite {¢,,} avec des propriétés particuliéres.
Par exemple, cette suite peut-elle étre constituée de convolutions de mesure ?
Le critére qui suit répond & cette question.

Théoréme 1.5.4 Afin qu’un groupe dénombrable G soit moyennable, il est nécessaire et suffisant
qu’il existe une mesure de probabilité p non dégénérée sur G telle que :

hm ||y — gpn =0, VgeG

0w y est la n-iéme convolution de .

DEMONSTRATION

La démonstration consiste en la construction directe de la mesure désirée en utilisant la condition
de Reiter.
Soit e € Ky C K1 C ... une suite croissante exhaustive d’ensembles finis dans G (ie UK; = G).
Soient {t;}i—1,....00 €6 {€i}i=1,...,00 deux suites de nombres réels positifs telles que : >, ¢, = 1 et
la suite {¢;} décroit vers 0.
Soit {n;} une suite d’entiers telle que : (t1 +to + ... +t;i—1)™ < €.
Le groupe G est moyennable, donc d’aprés la condition de Reiter, il existe une suite de mesures
de probabilité {a,,} sur G & supports finis A,, = supp a,, telle que la condition suivante soit
satisfaite :

| o, — gom ||< €m, Vg € By = Kp U (Ap—1)™™ (1.7)

De plus, on peut choisir les mesures «,,, de telles sortes qu’elles satisfassent la condition A,, = supp o, O B,

A présent, soit :
o0
W= Z L Oim
m=1

Montrons alors que p est la mesure voulue.
Soit g € G, alors g € A,;,_1 pour un certain entier naturel m. Notons 1’élément n,, de la suite {n;}
par n. Considérons la n-iéme convolution de p :

Uy = g Uy - bl Oy ¥ ook Qg
k

ot la somme est prise pour tous les multi-indices k = (k1,..., k), avec les k; > 0.
Subdivisons la somme ci-dessus en deux :

vy = E tkl"'tknakl*"'*akn
|k|<m

Vo = fin, — 11K|
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ou |k| = max; k/’l
Alors :
fall= D thyoote, = (4. A b)) < €m
|[k|<m

Considérons maintenant la mesure vs :

Vo = E tkl...tknakl*...*akn
|k|=m

Fixons un multi-indice k = (k1, ..., k) tel que |k| > m.
Soit j le plus petit indice tel que I'inégalité k; < m soit vérifiée, alors on peut réécrire § = ay, *. . <oy
sous la forme :

n

0 =01 % ay, * 0

Puisque l'inégalité k; < m est vraie pour tout ¢ < j par définition de j, 'inclusion supp o, C Apm—1
est aussi vraie pour tout ¢ < j (les ensembles A, étant croissants).
Puisque j < n, on a aussi 'inclusion :

supp 0y C (A1) ?

En plus de cela, g € A,,—1, donc supp g6 C (An—1)", d’ott par (1.7) les inégalités :

| ar; —gbr * ax; || < €em

| o, — 01 %o, || < em

sont, vérifiées.
Par conséquent :
|| 991 * O[k]. - 91 * O[k]. ||< 26’!71
D’ou :
| 961 * ar; * 02 — 01 % e, % 0o || < 26,
ie || g0 — 0 ||< 2€pm,.
Cette derniére inégalité implique :
| gva — va ||< 2€m

Et puisque || 11 ||< €, (d’0U || gv1 || < €m), On obtient :

|| gpin — pin || < d€m

La démonstration est ainsi terminée car la suite de normes {|| gun — pn ||} est décroissante et les
ensembles A,, exhaustifs par rapport & G (donc chaque g appartient & tous les ensembles A,,, pour
m suffisamment grand et || gun — pin ||— 0).

Remarque : Le cas d’'un groupe arbitraire localement compact o-compact (ie il s’écrit comme
une union dénombrable de sous-espaces compacts) peut étre traité de la méme fagon en remplagant
les ensembles finis K; par des compacts.

Remarque: Les mesures «; obtenues via la condition de Reiter peuvent étre choisies symétriques.
Ainsi la mesure construite p est aussi symétrique et la suite de ses convolutions converge vers une
moyenne bivariante sur G.

1.5.4 Conjecture de Furstenberg

Ici, nous allons démontrer la conjecture de Furstenberg grace & ce qu’on a fait précédemment.

Théoréme 1.5.5 Pour chaque groupe G dénombrable moyennable, il existe une mesure de prob-
abilité p non dégénérée symétrique telle que la frontiére T'(G, 1) de la marche aléatoire correspon-
dante soit triviale.

DEMONSTRATION
La démonstration découle du critére de Reiter et du théoréme (1.5.2).



36 CHAPITRE 1. MARCHES ALEATOIRES SUR LES GROUPES DISCRETS

Remarque : En passant (si nécessaire) de la mesure p 4 une combinaison convexe de ses con-
volutions (ce remplacement ne change pas la frontiére I'), on peut montrer que le support de la
mesure 4 peut étre G tout entier.

Ainsi le théoréme (1.5.5) prouve la conjecture suivante due & Furstenberg : " Un groupe G posséde
une mesure p dont le support est G en entier et pour laquelle la frontiére I'(G, 1) est triviale si et
seulement si G est moyennable."

Bilan

Dans cette partie, nous avons vu que les groupes moyennables admettent des marches aléatoires
dont la frontiére est triviale, ce qui étend énormément la classe des groupes admettant de telles
marches aléatoires.

Conclusion

Gréce aux différents critéres que nous avons énoncé, nous avons pu voir se dessiner une classi-

fication des groupes selon la trivialité ou non de la frontiére de marches aléatoires sur ceux-ci et
nous sommes arrivés & la conclusion que les groupes finis, nilpotents, moyennables admettent de
telles marches aléatoires.
Cependant ce ne sont pas forcément a priori ces groupes qui s’avérent étre les plus intéressants,
aussi maintenant que nous avons établi lesquels admettaient des marches aléatoires dont la fron-
tiére est triviale et comment le montrer, nous allons poursuivre avec un cas particulier de groupes
pour lequel des marches aléatoires ont des frontiéres non triviales.



Chapitre 2

Etude de la frontiére des groupes
hyperboliques

Introduction

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser & des méthodes permettant d’identifier la frontiére
de Poisson de marches aléatoires sur des groupes ayant des propriétés hyperboliques. Puis nous
appliquerons celles-ci aux groupes hyperboliques. Ces derniers nous fournissant alors un exemple
pour lequel la frontiére de Poisson de marches aléatoires n’est pas triviale.

2.1 Marches aléatoires sur les groupes et frontiére de Poisson

Dans cette partie nous allons effectuer quelques rappels sur les marches aléatoires sur les
groupes, l'espace des chemins, la frontiére de Poisson et nous introduirons également quelques
nouveaux concepts qui nous serviront de point de départ pour l'identification de la frontiére de
Poisson de marches aléatoires sur des groupes ayant des propriétés hyperboliques.

2.1.1 Marche aléatoire sur un groupe

Dans un premier temps, commencons par rappeler les définitions de marche aléatoire sur un
groupe et celle de 'opérateur de Markov associé & cette marche aléatoire.

Définition 2.1.1 La marche aléatoire (G, ) a droite sur le groupe G, déterminée par la mesure de
probabilité u, est la chaine de Markov homogéne d’espace d’états G et de probabilités de transition :

pylz) = plz,y) = w(=z"'y), Vo,yeq

qui sont invariantes sous l’action canonique & gauche de G sur lui-méme.

Remarque : La position x,, de la marche aléatoire au temps n est obtenue de sa position o au
temps 0 en multipliant & droite par des incréments p-distribués h; :

Définition 2.1.2 L’opérateur de Markov P des probabilités de transition de la marche aléatoire
(G, ) est défini par :

Pf(z) = plw,y)f(y) = > flwh)u(h)
T h

Remarques :
— On note ici l'opérateur de Markov par P et non par P* comme dans le chapitre 1 dans le
but d’alléger les notations par la suite.
— Si 0 est la distribution de la position de la marche aléatoire au temps n, alors 0 « P = 0 % u
est la distribution de sa position au temps n + 1.

37
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2.1.2 Espace des chemins simples

Dans ce paragraphe, nous allons rappeler ce qu’est I'espace des chemins simples et énoncer
quelques définitions fondamentales sur celui-ci et les mesures de probabilité sur les groupes.

Définition 2.1.3 Le produit cartésien infini du groupe G avec lui-méme sera noté G+ ou G™.
Les éléments de ce produit x = (g, 21, T2, ...) sont appelés trajectoires et ’ensemble G»+ est appelé
Despace des trajectoires (ou l’espace des chemins simples).

Remarque : Dans ce chapitre nous utiliserons la notation G%+ pour l’espace des chemins ou
espace des chemins simples afin de ne pas confondre avec I’espace G* des chemins bilatéraux que
nous définirons plus tard.

Définition 2.1.4
Les sous-ensembles cylindriques de I’espace des chemins sont définis par :

n
Cg""’" ={ze Gl, xi=g, Y0<i< n} = ﬂ C;
i=0
o C; ={r € G%+, x; =g} sont les cylindres unidimensionnels.

Définition 2.1.5 Une distribution initiale 0 sur G détermine la mesure de Markov Py (notée oP*
dans le chapitre 1) sur ’espace des chemins qui est définie comme étant l’image par 'isomorphisme
(2.1) de la mesure 0 @ @~ 1.

Définition 2.1.6 Soient u et v deur mesures de probabilité sur un groupe X. On définit leur
convolution pour tout A € B(X) par :

wxv(A) = /M(Azfl)dy(:c)
:/V(:L'_lA)dM(SC)

De plus pour tout point x € X, on note par x la mesure dégénérée du point x et par p* x la
translation d droite de la mesure p par x et on a alors pour tout A € B(X) :

(1 * 2)(A) = p(Az™")

Remarque : Comme dans le chapitre 1, pour simplifier I’écriture de certaines formules, on
omettra de mettre le symbole .

Définition 2.1.7 La distribution unidimensionnelle de la mesure Py au temps n (ie son image
sous la projection y — yn) est 0 x P = 0 % i, 00 py, est la n-ieme convolution de p.

Définition 2.1.8 On note par P la mesure sur l’espace des chemins correspondant a la distribution
initiale concentrée sur l’élément identité e du groupe G.

Remarques :
— Toutes les mesures Py = 0 « P sont dominées par la mesure (o-finie) P,,, ot m est la mesure
de comptage sur G.
~ L’espace (G%+,P,,) est un espace de Lebesgue, ce qui nous permet d’utiliser la théorie er-
godique sur cet espace, ce que nous ferons par la suite.

2.1.3 Frontiére de Poisson

Nous allons maintenant définir & nouveau la frontiére de Poisson et la mesure sur cette derniére.

Définition 2.1.9 On définit le décalage temporel T de I’espace des chemins GZ+ comme étant
Uapplication :

GZ+ _ GZ+

W} — {yn+1}
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Proposition 2.1.1 Pour toute mesure 0 sur G, on a la formule suivante :
T % ]P)g = Pg*p = ]P)g*u (2.2)
ou T est le décalage défini ci-dessus.

DEMONSTRATION
Par définition, on sait que Py = 0 % P.
D’ot Posp = (0 % P) x P et Pgyy, = (0% ) x P
Or, d’aprés la définition (2.1.7), on sait que 6 * P = 6 % p, d’ott Po.p = Poy.
De plus par définition, si 6 est la distribution de la marche aléatoire au temps n alors 0« P = 0 *
sera la distribution de la marche aléatoire au temps n + 1, d’ou par définition du décalage T,
T+«0=0xP=0xpu.
DouTx0xP=0xPxP,ieT x Py =Pyyp.

Définition 2.1.10 Une application T : X — X est dite ergodique par rapport & une mesure
donnée, si tout ensemble mesurable invariant sous T est de mesure nulle ou de complémentaire de
mesure nulle.

Définition 2.1.11 L’espace I" des composantes ergodiques du décalage T sur l’espace des chemins
(G%+,P,,) est appelé la fronti¢re de Poisson de la marche aléatoire (G, p).

Remarque : De fagon plus détaillée, si on note Ar la o-algébre des ensembles mesurables T-
invariants, puisque (G%+,P,,) est un espace de Lebesgue, il existe un (unique & isomorphisme prés)
espace mesurable I' (I’espace des composantes ergodiques) et une application bnd : GZ+ — T tels
que la o-algébre A7 coincide avec la g-algébre des images réciproques par bnd des sous-ensembles
mesurables de T'.

Dans toute la suite on note 7 la partition mesurable correspondante de I’espace des chemins dans
les images réciproques par bnd des points de I". On appellera 7 la partition de Poisson.

Remarque : L’action des coordonnées de G sur ’espace des chemins commute avec le décalage
T, donc elle se projette en une action canonique de G sur I'.

Définition 2.1.12 La mesure v définie par v = bnd (P) sur la frontiére de Poisson est appelée la
mesure harmonique.

Dans toute la suite, on considére I' la frontiére de Poisson de (G, u) et v = v, la mesure
harmonique déterminée par e comme point de départ.
Sauf mention contraire, aucune condition n’est imposée que ce soit sur le groupe gr(u) engendré
par le support de p ou sur le semi-groupe sgr(p) engendré par le support de p.

Proposition 2.1.2 Soit T le décalage temporel, soit P la mesure sur G* et soit v la mesure
harmonique, alors :

u:bnd(T*P):bnd(Pu):,u*bnd(IP’):u*V:Z,u(g)g*u
g

ie la mesure harmonique v est u-stationnaire.
De plus, la translation g x v est absolument continue par rapport 4 v, pour tout g € sgr(u).

DEMONSTRATION
L’ensemble T" est par définition ’ensemble des composantes ergodiques du décalage T, ie comme
bnd : G — T et par définition de la mesure v, alors v = bnd (P) = bnd (T * P).
Ensuite, d’aprés la proposition (2.1.1), on sait que P, = T« P d’ott v = bnd (T’ * P) = bud (P,).
Enfin bnd (P,) = p+bnd (P) = p*v =3 u(g)g * v par définition de v et de la convolution de
1 avec v. Ainsi par définition de ’absolue continuité d’une mesure par rapport & une autre, on a
également que g * v est absolument continue par rapport & v.
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2.1.4 Décalage de Bernouilli

Poursuivons notre étude en définissant le décalage de Bernouilli et en énongant un premier
lemme sur ce dernier.

Définition 2.1.13 Le décalage de Bernouilli sur ’espace des incréments de la marche aléatoire
détermine une transformation ergodique de l'espace des chemins (GZ+,P) : U, préservant la mesure
et définie pour n € N par :

(Uz)y = 1'1_11'"+1
Lemme 2.1.1 Pour P-presque tout chemin simple v = {x,} € G*+, on a :
bnd () = x1(bnd (Ux))

DEMONSTRATION
Montrons au préalable que Tx = x1(Ux).
Soit n € N, alors par définition du décalage T', on a (T'x),, = x,41 et par définiton du décalage U,
on a (z1(Uz))n = 2127 "Tpyq. Dot Tz = 21 (Ux).
Montrons maintenant la relation du lemme. Soit A € B(G), alors d’aprés la définition de la convo-
lution :

bnd * z(A) = bnd (Az~ ")
et
x1 xbnd * Ux(A) = 21 * (bnd (A(Uz)™")) = bnd (27 ' A(Ux) ™) = bnd (A(Tz) ") = bnd (Az™1)

d’aprés la relation que ’on vient de montrer. D’otl le résultat.

2.1.5 p-frontiére

Introduisons désormais le concept de u-frontiére qui va s’avérer fondamental pour la suite.

Définition 2.1.14 Le quotient (I'¢,v¢) de la frontiére de Poisson (I',v) par une certaine partition
mesurable G-invariante £ est appelée une p-frontiére.
Ainsi, par définition, la frontiére de Poisson est la p-frontiére mazimale.

Remarque : Un autre moyen de définir une p-frontiére est de dire que c’est un G-espace muni
d’une mesure p-stationnaire \ telle que x,, * A converge faiblement vers une J-mesure pour P-presque
tout chemin {z,} de la marche aléatoire (G, p).

Définition 2.1.15 On note par bnd ¢ la projection canonique :
bnd¢ : (G, P) — ([, v) — (T¢, ve)
et par ¢ la partition correspondante de l’espace des chemins.

Ainsi le probléme de la description de la frontiére de Poisson de la paire (G, p) se raméne a :
1. trouver (de maniére géométrique ou combinatoire) une u-frontiére (B, \);

2. montrer que cette u-frontiére est maximale.
2.1.6 p-maximalité
Terminons cette partie en définissant le concept de py-maximalité.
Définition 2.1.16 Une compactification du groupe G est dite p-mazximale si les chemins simples

de la marche aléatoire (G, 1) convergent presque sirement dans la compactification et la p-frontiére
considérée est en fait isomorphe & la frontiére de Poisson de (G, ).

Remarque : La compactification d’un groupe est définie dans le paragraphe qui suit.
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Nous sommes maintenant en mesure de commencer ’étude des méthodes permettant d’identifier
la frontiére de Poisson de marches aléatoires sur des groupes ayant des propriétés hyperboliques,
étant donné que nous avons rappelé et défini tous les outils dont nous avions besoin. Désormais
notre but est de montrer des critéres de maximalité des p-frontiéres et de p-maximalité des com-
pactifications en utilisant ’entropie des marches aléatoires.

2.2 Compactification des groupes et pu-frontiére

Dans cette partie nous allons introduire des résultats intermédiaires qui nous permettront en-
suite de traiter I’exemple des groupes hyperboliques plus facilement et d’énoncer des théorémes
identifiant la frontiére de Poisson de marches aléatoires de fagon plus aisée.

2.2.1 Compactification d’un groupe

Définissons tout d’abord la compactification d’un groupe et introduisons deux conditions sur
celle-ci.

Définition 2.2.1 Soient T' et S deuz G-espaces d’un groupe G. Soit f : T — S, alors f est dite
G-équivariante si pour tout t € T et tout g € G, elle vérifie f(gt) = gf(t).

Définition 2.2.2 On définit par G = G U OG la compactification d’un groupe dénombrable G.

Dans toute la suite, cette compactification G sera compatible avec la structure du groupe G
dans le sens que P’action de G sur lui-méme par translation & gauche s’étend en une action de G
par homéomorphisme.

On supposera également toujours que G est séparable et on introduit les conditions suivantes sur
G:

Condition 1 Si une suite g, € G converge vers un point de G dans la compactification G, alors
la suite g x converge vers la méme limite Vo € G.

Condition 2 La frontiere OG consiste en au moins trois points et il existe une application boréli-
enne G-équivariante S :

S:0G x 0G — B(G)
(b1,b2) = S(b1,b2) # 0

telle que pour tout triplet (o, 3,7) € (0G)3, il eviste des voisinages a € O, C G, B € Oz C IG et
v € O, COG tels que :
S(bl,bg) NOy = 0 Vb, € Oﬂ,VbQ € O’Y

Remarque : La condition (1) est appelée projectivité et la condition (2) signifie que les points
de OG sont séparés par des bandes S(b1, b).

Comme nous allons le voir par la suite, il s’avére pratique de considérer pour S(b1, b2) la réunion
de toutes les géodésiques bi-infinies de G (provenant de la structure de graphe de Cayley) ayant
by et by pour extrémités.

2.2.2 Une premiére utilisation des conditions (1) et (2)

Enongons maintenant un premier résultat de convergence pour un groupe dont la compactifi-
cation satisfait les conditions que nous venons de poser.

Définition 2.2.3 Soit p une mesure sur un espace mesurable (X, S).
Un ensemble E C S est appelé un atome pour la mesure u si :

1. W(E) >0;
2. soit F € S, alors soit p(ENF) =0, soit u(E\ F) =0.
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Définition 2.2.4 Soit ;1 une mesure sur un espace mesurable (X, S).

On dit que la mesure [ est purement atomique ou simplement atomique si tout ensemble mesurable
de mesure strictement positive contient un atome.

On dit que p est non-atomique s’il n’existe pas d’atome pour u, ce qui signifie que tout ensemble
mesurable de mesure strictement positive peut s’écrire comme la réunion disjointe de deux ensem-
bles mesurables de mesures strictement positives.

Lemme 2.2.1 Soit G = G UG une compactification satisfaisant les conditions (1) et (2).

Soit (g,) C B une suite telle que g, — b € 9G.

Alors pour toute mesure de probabilité non-atomique \ sur 0G, les translations g, x A convergent
vers la mesure ponctuelle o5 pour la topologie faible-*.

DEMONSTRATION
Soit G = G U G satisfaisant les conditions (1) et (2). Tout d’abord, si g,b — b, Vb € G alors il
n’y a rien & démontrer.
Montrons & présent que seulement le cas précédent a lieu. Pour cela on suppose le contraire et alors
en passant 3 une sous-suite, on sait qu’il va exister b; € G tel que g,by — by # b.
Or on sait que g,b — b, Vb # by. En effet, sinon quitte & re-extraire, on aurait l’existence d’un
élement by # by tel que g,by — by # b et si on considére un point = € S(by,b2), alors d’apres la
condition (2) les seules limites possibles pour g, x sont by ou bs, ce qui contredit la condition (1).
D’oti nécessairement g,b — b, pour tout b € 9G.
Enfin, puisque la mesure A est purement non-atomique, cette affirmation implique que g, * A — dz.
Ainsi toute suite (g,,) telle que g, — b admet une sous-suite (g,,) telle que g,, * A\ — 0, ie
Gn ¥ A — 05.

2.2.3 Sous-groupe élémentaire

Introduisons & présent la notion de sous-groupe élémentaire.

Définition 2.2.5 Un sous-groupe G' C G est dit élémentaire par Tapport a la compactification
G =GUOIG si G’ fize un sous-ensemble fini de OG, ie ce sous-ensemble est invariant par I’action
de G' sur 0G.

2.2.4 Un résultat fondamental

Terminons cette partie avec un premier théoréme important donnant ’existence d’une u-
frontiére.

Théoréme 2.2.1 Soit G = G U OG une compactification séparable d’un groupe dénombrable G
satisfaisant les conditions (1) et (2).

Soit ;1 une mesure de probabilité sur G telle que le sous-groupe gr(u) engendré par le support de
soit non-élémentaire par rapport a la compactification.

Alors P-presque tout chemin x = {x,,} converge vers une limite llx € G, la mesure limite A\ = II«P
est purement non-atomique, l’espace mesurable (OG,\) est une p-frontiére et A est l'unique mesure
de probabilité u-stationnaire sur 0G.

DEMONSTRATION
Par compacité de G, il existe une mesure de probabilité p-stationnaire A sur 9G.
Montrons que cette mesure est purement non-atomique par ’absurde.
Soit m le poids maximal de ses atomes. Soit A,, C dG 'ensemble fini des atomes de poids m.
Puisque A est p-stationnaire, on a :

A=pxX=> plg)g*A
g

D’oul par définition de la convolution pour tout b € A,, :

AD) =" ulg)g * Ab) = ulg)A(g~'b)

D’oit A,, est sgr~!(u)-invariante (par définition de I'invariance) et par finitude de A,,, on a aussi
que A, est gr(u)-invariante, ce qui est impossible car le groupe gr(u) est non-élémentaire, ie ne
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fixe aucun sous-ensemble fini de dG. Donc A est bien purement non-atomique.

De plus, puisque la mesure A est p-stationnaire, P-presque toute suite de mesures z,, * A converge
faiblement vers une mesure de probabilité A(x) et comme gr(u) est non-élémentaire, presque tout
chemin x = {x,}, vu comme sous-ensemble de G, n’est pas borné.

Alors, d’aprés le lemme (2.2.1), Iz = lim x,, existe presque sirement et A(z) = d,.

Montrons maintenant 1'unicité de la mesure .

On pose v = I P, ie (OG, v) est une p-frontiére d’aprés ce qu’on vient de démontrer.

Or X est p-stationnaire, donc p,-stationnaire, ie pour tout n > 0 :

)‘::U/n*)‘zz,un(g)g*)‘

g9

D’ott pour tout A € B(0G), on a :
prMA) = [ pn(Az™1)dA (@)

Mzt A)dp, (x)

— S~

Mz, L A)dP(x)

X * A(A)dP(z)

Dol pin ¥ A = [y % AdP().
Ainsi puisque x,, * A — 1, alors en passant a la limite sur n, on obtient pour tout A € B(9G) :
AMA) — / 5110 (A)dP(z)

=PI A

)
=TI «P(A)

Donc pour tout A € B(9G), on a A(A) = v(A), d’ou le résultat.

Bilan

Cette partie nous a permis d’accéder a une premiére étape de notre processus pour déterminer
la frontiére de Poisson, qui est 'identification d’une u-frontiére.

2.3 Mesures conditionnelles et transformée de Doob

Dans cette partie nous allons étudier plus précisément la notion de p-frontiére et voir sur celle-ci
de quels objets nous disposons en terme de mesures et quel est le lien avec la mesure sur le groupe.

2.3.1 Transformée de Doob
Définissons tout d’abord une nouvelle chaine de Markov via la transformée de Doob.

Définition 2.3.1 On définit 'espace H; (G, ;1) comme étant ’ensemble conveve des fonctions f
harmoniques positives sur gr(u) (ie telles que Pf = f) normalisées par la condition f(e) = 1.
Toute fonction f € H{ (G, ) détermine une nouvelle chaine de Markov (la transformée de Doob)
sur gr(u) de probabilités de transition :

f)
Y (a)

On note par P! la mesure de Markov associée sur G”+ (avec la distribution intiale 6. ).

p(z,y) = pla™

Proposition 2.3.1 Soit f € H (G, ). Alors pour tout sous-ensemble cylindrique, on a :

ie Uapplication f—— PT est affine.
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DEMONSTRATION
On a défini pour tous z,y € G et pour f € H{ (G, i) les probabilités de transition p!l par :
f f(y) ~1 0 fW)
p'(z,y) = p(z, ) =pl@™y) T
) f(z)

Or on sait également que ]P’(C’;’*HC’};) = n(h™1g).

D’ou :

Pf(CO-m) = P(CO-™) f;f;) =P(Cy")f(9n)

car f(e) = 1 puisque f € H{ (G, ). Dot le résultat.

2.3.2 Systéme canonique de mesures conditionnelles par rapport a la
frontiére de Poisson

A présent grace a la transformée de Doob, définissons un systéme de mesures conditionnelles
par rapport a la frontiére de Poisson.

Proposition 2.3.2 Soit A un sous-ensemble mesurable de la frontiére de Poisson tel que v(A) > 0,
alors pour tout ensemble cylindrique C’g

P(C")gn * V(A) gnv(A)
0,..., n —1 — g _ 0,..., nyJn
P(CO"[bnd ~1 A) e Py RS
ie la mesure conditionnelle PA(.) = P(.|bnd ~' A) est la tranformée de Doob de la mesure P déter-
"y ) . a2v(A)
minée par la fonction harmonique normalisée ¢a(x) = (A
v

DEMONSTRATION
Soit A un sous-ensemble mesurable de la frontiére de Poisson tel que v(A) > 0, alors pour tout
ensemble cylindrique Cg’“”", on a:

P(Co~™)Nbnd T A) = P(Cy =")]P’ (bnd_lA)

Donc on obtient :

P(CO-nbnd ~1A) = T\Co " 0P TTA) - efnition de la probabilité conditionnell
(Cy"|bn )= Pbnd —1A) par définition de la probabilité conditionnelle ;
P(Cy")gn * v(A) iy
= d’aprés la formule précédente et la définition de v.

D’ou le résultat.

Désormais on pose :

1
m /A Pdv(7)

d
ol ¢, (z) = %(7), alors on a :
1%

Proposition 2.3.3 Soit A un sous-ensemble mesurable de la frontiére de Poisson tel que v(A) > 0,

alors : .
PA = / PVdy
A ()

ot PV est la transformée de Doob déterminée par les fonctions ¢., (leurs harmonicités découlent de
la p-stationnarité de la mesure v).
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DEMONSTRATION
Soit. A un sous-ensemble mesurable de la frontiére de Poisson tel que v(A) > 0.
Comme PA(.) = P(.[bnd ~'A) est la transformée de Doob de la mesure P déterminée par les
A
fonctions ¢4 (z) = M, alors PA(.) = P(.)pa().
v(A)
Or: )
xXr xV
o1 = o [ @)
Alors :
1 THV
Ay _
PO = P05 [ )
1
=P / o~ (x)dv(y
Oy [ @)
1
5 [ BOs, @)

D’ou le résultat.

Définition 2.3.2 Un systéeme de mesures conditionnelles de la mesure u sur G par rapport a
Despace P est une famille (up)pep de mesures de probabilité telle que :

1. pup(P) =1 pour i-presque tout P € P ;

2. pour toute fonction continue ¢ : G — R, la fonction :

PBPP—)/Qﬁd,U,p

est mesurable et on a la relation :

Join=[ ( / ¢dup) a7i(P)

Théoréme 2.3.4 Les mesures :

correspondant aux opérateurs de Markov PV sur sgr(u) de probabilités de transition :

1) By

pl(z,y) = wz™ y)5—(7)

dxv

forment un systéme canonique de mesures conditionnelles de la mesure P par rapport a la frontiére
de Poisson.

DEMONSTRATION

La démonstration de ce théoréme se trouve dans [Roh67].

2.3.3 Systéme canonique de mesures conditionnelles par rapport aux
p-frontiéres

Terminons par établir également un systéme de mesures conditionnelles par rapport aux u-
frontiéres.

Définition 2.3.3 Soit (I'¢, v¢) une p-frontiére, alors on peut lui associer la quantité :

dgve

P00 = [ Wi

pour tout g € sgr(u), pour ve-presque tout ve € T'e et ot v(.|ye) sont les mesures conditionnelles
de la mesure v sur les fibres de la projections I' 3 v —— ¢ € I'¢.
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Définition 2.3.4 Soit (I'¢,ve) une p-frontiere.

On définit par PY¢ = P g transformée de Doob déterminée par la dérivée de Radon-Nikodym

o dl‘Vg

bre(w) = ).

Proposition 2.3.5 Soit (I'¢,ve) une p-frontiére, alors on a pour ve-presque tout e € e -

P = /IP’"’dV(’yhg)

DEMONSTRATION
Soit (I'¢, ve) une p-frontiére, alors pour ve-presque tout v¢ € I'e on a :

P () = B()bse ()

= ()% (1)

dVg

:]}D(_)/%(v)dl/(vlw)
:/P(.)%(V)dl/(’ﬂ%)
:/P(.)%(z)du(vlw)

= /P”dl/(vlvz)

D’ou le résultat.

Théoréme 2.3.6 La famille de mesures PY¢ pour v¢ € I'c est la famille des mesures condition-
nelles de la mesure P par rapport a la p-frontiére (T, ve).

DEMONSTRATION
Ce théoréme se déduit directement du théoréme (2.3.4) par transitivité des systémes de mesures
conditionnelles, sinon on en trouve une démonstration dans [Roh67].

Bilan

Maintenant que nous avons établi I’existence d’un systéme de mesures conditionnelles par rap-
port aux pu-frontiéres, nous allons pouvoir étudier I’entropie de telles mesures dans le but d’aboutir
a une condition de maximalité pour ces p-frontiéres.

2.4 Entropie conditionnelle et maximalité des u-frontiéres

Dans cette partie, nous allons établir des formules faisant intervenir ’entropie conditionnelle
dans le but d’appréhender ’entropie de mesures appartenant au systéme de mesures conditionnelles
par rapport aux u-frontiéres et de la sorte trouver un critére de maximalité de ces p-frontiéres.

2.4.1 Entropie d’une partition mesurable

Rappelons tout d’abord la définition de ’entropie d’une partition mesurable et établissons une
premiére propriété sur celle-ci.
D’ailleurs désormais, on supppose que la mesure p a une entropie H(u) = — Zg w1(g)log u(g) finie.

H(pn) .
(M ) existe.

Dans ce cas I'entropie de la marche aléatoire (G, ) définie par h(G, u) = lim,

Définition 2.4.1 On pose o la partition de l'espace des chemins (G%+,P) déterminée par les

positions de la marche aléatoire aux temps 1,2, ...,k (ie deux chemins simples x et ' appartiennent

a la méme classe of si et seulement si x; = x, pour tout i = 1,...k).

On pose également o = o .

Définition 2.4.2 Soient & et ( deux partitions mesurables de (G%+,P), on note H(&) (respective-
ment H(E|()) Uentropie de £ (respectivement l’entropie conditionnelle de £ sachant C).
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Remarque : On définit ces entropies de la méme maniére que dans le chapitre précédent et on
obtient alors comme dans ce dernier :

Proposition 2.4.1 Soit of la partition de ’espace des chemins définie ci-dessus.
Soit 1 une mesure de probabilité.
Alors, puisque les incréments de la marche aléatoire sont indépendants et p-distribués, on a :

H(af) = kH(u) = kH(a)

DEMONSTRATION
Soit o} la partition de I'espace des chemins définie ci-dessus. Soit p une mesure de probabilité.
Alors on a :

H(ak) = — /1og P(x,a¥)dP(z) par définition de H ;
/1og]P’ FYAP(z)
/1ogu x1)u(xe) ... p(zg)dP(x)

kz/log,u x1)dP(x)
H(p)

o~

De plus, on a également :

log P(x, a1 )dP(z)

-/
/logu a1)dP ()
= H(p)

D’ou le résultat.

2.4.2 Entropie conditionnelle

Enoncons maintenant un lemme sur I’entropie conditionnelle de partitions mesurables. Pour ce
faire, on considére dans toute la suite £ une partition G-invariante de la frontiére de Poisson et
(I'¢, v¢) la p-frontiére correspondante.

Lemme 2.4.1 Pour tout k > 1, la formule suivante est vérifiée :

dl‘l Ve

H(ake) = kit (alne) = (100 ~ [ 1o S22 (bnd ca) (o)

DEMONSTRATION
Soit = {x,,} un chemin de G%+. L’¢lément de la partition ¥ contenant x est le cylindre C%*
et 'image de « dans I'¢ est bnd ¢z, d’ott, d’aprés le théoréme (2.3.6), la probabilité conditionnelle

correspondante est :

dxkl/g
bnd
o, (ondea)

et

log P(CY*|bnd ¢2)dP(x)

x

Ve

/
- —/log]P(Cg""’k)dzkyg (bnd ¢z)dP(z)
/

d
= — [ 1og P(CO*)dP(z) — / log %(bndgx)dlp(x)
Ve

d
alldd (bnd ¢x)dP(x) d’aprés la proposition (2.4.1).
Ve
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A présent en passant aux incréments h, on a :

dl‘kllf dh1 “. hkllf
bnd ¢x) = —————(bnd
e (bnd ¢) e (bnd ¢)
Or en téléscopant on a également :
k
h; dh dh dhid
s (z; !, bnd ¢x) = L (bnd ¢x) 2V (z7'bnd ¢z) . .. ik (z,!,bnd ¢z)
il dllg dv, Ve 1%
Orxzp_1=hy...hgx_1,ie :I:,;ll =h, ;... hl_1 donc :
k
h I/ dhll/g dhgl/g _ dhkdl/g _ _
E e (i ~Lbndex) = - (bud ¢x) e (hT'bnd ex) . .. e (hit,...hy'bnd cx)
dhlllg dhlhgl/g dh1h2 .. .hkug
= bnd bnd ————————(bnd
dve (Prder) =g o= (ndea) o e (bnde)
dl‘kllf
= bnd
e (bnd ¢)

Ensuite par définition du décalage U, on sait que (Uz),, = zflznﬂ, pour n > 0, donc on en déduit

par récurrence sur k > 1 que (UFz),
hi =2z = (U tx),

= x;lxmrk, pour n > 0. Or x; = hy...
. Donc d’aprés le lemme (2.1.1) on a bnd ¢(U*"'z) = x; },bnd ¢z. Dot :

hi = -Ti—lhi, d’ou

k i—1
T 20202 (04 (i)

V.
i=1 3

Enfin, puisque la mesure P est U-invariante, alors :

OV (1nd ) dP(z)
3

—/1og

k Uz 1
—/1ogH £ (bnd U )dP(x)

(b nd ¢z)dP(x)

el
o

2.4.3 Comparaison des entropies conditionnelles

)dP ()

D’ou le résultat.

Poursuivons avec un théoréme de comparaison des entropies conditionnelles dont nous aurons
besoin pour démontrer un critére de maximalité des p-frontiéres.

Théoréme 2.4.2 Soient £ < & (ie & est une sous-division de &') deuz partitions mesurables G-
invariantes de la frontiére de Poisson (T',v).
Alors H(a|ne) < H(aner) et Uégalité a lieu si et seulement si § = ¢'.

DEMONSTRATION
Soient £ < &' deux partitions mesurables G-invariantes de la frontiére de Poisson (T, v).
Alors nécessairement ne < 7¢. D’otl pour tout € I', on a :

m(z, alneg) > m(z, alne )
log m(z, a|ne) > logm(x, alner)
- [togm(a.alne)dn(z) < - [ogm(a,alne)du(z)
H(alne) < H(alner)

A présent, si on suppose toujours que ¢ < & sont deux partitions mesurables G-invariantes de la
frontiére de Poisson (T, v) et que H(a|ne) = H(a|ner). Alors d’aprés le lemme (2.4.1) :

H(ofne) = H(af|ne), Vk>1

Donc toutes les distributions unidimensionnelles finies des mesures conditionnelles P7¢ et P7¢’
coincident pour v-presque tout point v € I, ie PY¢ = P d’ou & = £'.
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2.4.4 Entropie asymptotique

Nous allons désormais introduire la notion d’entropie asymptotique et déterminer une formule
pour ’entropie asymptotique d’une mesure appartenant au systéme de mesures conditionnelles par
rapport aux p-frontiéres.

Définition 2.4.3 Une mesure de probabilité A sur GZ+ a une entropie asymptotique h(A) si elle
a la propriété d’équidistribution de Shannon-Breiman-McMillan :

1 log A(C}}) — h(A)
n

pour A-presque tout chemin x = {x,} € G%+ et dans l’espace L*(A).

Théoréme 2.4.3 Soit & une partition mesurable G-invariante de la frontiére de Poisson (T',v).
Alors pour ve-presque tout e € I'e -

h(P7¢) = H(alne) — H(aln)

DEMONSTRATION
Soit £ une partition mesurable G-invariante de la frontiére de Poisson (T, v).
Par définition, on sait que :

1
h(P7¢) = lim —— log P76 (C)
n

Donc on doit vérifier pour v¢-presque tout ve € I'e :
1 e (.
— = log B¢ (C) — H(alne) — H(aln)

pour PY¢-presque tout chemin z = {z,,} et dans I'espace L!(P¢).
Puisque les P7¢ sont des mesures conditionnelles de la mesure P par rapport aux I'¢, cela revient
a montrer que :

1 1 xT n
- log P*™4¢*(Cy!) — H{(alng) — H(aln)

P-presque stirement et dans L'(P).
Or par définition des mesures P7¢ on a :

1 1 1 dz,v
— log P*™de(C1) = ~ log P(C) + — log —" (bnd
L log PP (C2) = 1 1ogP(C2) + 1 log G (bnd )
Et puisque h(P) = h(G,u) le premier terme du coté droit de 1’égalité ci-dessus converge vers

—h(G, p).

1 dxpv
Quant au terme — log —— —nZ
n

(bnd ¢x), on a vu dans la démonstration du lemme (2.4.1) que :

1 dxpve 1 m AU ) 1
—log ——(bnd =—1 bnd U*
—log dyg(ngx) nogg e (bnd ¢ )
1 n d(U? 1
==->1 W) (0 ()
dVg

Donc d’apreés le théoréme ergodique de Birkhoff (cf théoréme (1.3.4) du chapitre 1), on a :

—Zlog (bnd Ul —>/

d’aprés le lemme (2.4.1). Donc le second membre de 1’égalité converge vers H(u) — H (c|ne).
Or H(a|n) = H(u) — h(G, u) d’aprés la formule (1.3) du chapitre 1, d’ou

e £ (bnd ¢2)dP(x) = H(p) — H(alne)

1 n xT n
- log PP ¢®(C7) — H(aln) — H(alne)

D’ou le résultat.
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2.4.5 Critére de maximalité d’une u-frontiére

Enfin établissons un critére de maximalité des p-frontiéres.
Auparavant, rappelons que l'on a prouvé dans le chapitre précédent que h(P) = 0 si et seulement
si la frontiére de Poisson est triviale, ici on obtient une généralisation de ce critére :

Théoréme 2.4.4 Une p-frontiere (B, \) =~ (U'¢,ve) est la frontiére de Poisson si et seulement si
h(PY¢) = 0 pour presque toute mesure conditionnelle de la mesure P par rapport a T¢.

DEMONSTRATION
En combinant le théoréme (2.4.2) (ot on choisit la partition ponctuelle de la frontiére de Poisson
pour &) et le théoréme (2.4.3), on obtient la démonstration de ce théoréme.

Corollaire 4.4.1 Une u-frontiere (B,\) ~ (T'¢,ve) est la frontiére de Poisson si et seulement si
pour ve-presque tout ye € T'e, il existe € > 0 et une suite d’ensembles A, = A, (y¢) C G tels que :

1. 1Og|An| = O(?’L),

2. pa(Ay,) > € pour tout n suffisamment grand, ou p,(g) = P (Cy) sont les distributions
unidimensionnelles des mesures P¢.

DEMONSTRATION
La démonstration de ce corollaire se déduit directement du théoréme (2.4.4).

Bilan

Nous avons réussi & établir un critére de maximalité des p-frontiéres et maintenant ce critére va
nous servir de base pour ’élaboration de deux facons d’identifier la frontiére de Poisson de marches
aléatoires sur des groupes ayant des propriétés hyperboliques.

2.5 Approximation des rayons

Dans cette partie nous allons étudier une premiére facon de déterminer la frontiére de Poisson
via ce qu’on appelle I’approximation des rayons.

2.5.1 Jauge

Commencons par introduire la notion de jauge sur un groupe et des propriétés élémentaires sur
celle-ci.

Définition 2.5.1 Une suite croissante G = (G )k>1 d’ensembles exhaustifs d’un groupe dénom-
brable G est appelée une jauge sur G.
Par |g| = |glg = min{k, g € Gr} on définit la fonction associée a la jauge.

Définition 2.5.2 Une jauge G est dite :
— symétrique, si tous les ensembles de la jauge Gy sont symétriques, ie |g| = |¢~ |, Vg € G ;
- sous-additive, si |g1g2| < |g1| + |92, V91,92 € G ;
— finie, si tous les ensembles de la jauge sont finis ;
— tempérée, si elle est finie et les ensembles Gy, ont au plus une croissance exponentielle, ie

1
sup — log card G, < oo
vk
Définition 2.5.3 Une famille de jauges G est uniformément tempérée si :

1
sup — logcard G < o0
ak k

Proposition 2.5.1 Soit G = (Gy) une jauge tempérée.
Alors la famille des translations gG = (gGx), pour g € G, est uniformément tempérée.
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DEMONSTRATION
Soit gG = (gGk), pour g € G, une famille de jauges telle que la jauge (G) soit tempérée, ie

1
sup — log card G, < oo
sk

Montrons que gG est une jauge uniformément tempérée.
Tout d’abord, comme G est une jauge, alors G est une suite croissante exhaustive de G, ie

GiCGyC...CGpC ...

D’ou pour g € G fixé :
9G1 CgGo C...C gGr C ...

Et U(9Gk) = G, donc (¢G) est bien une jauge.
Montrons maintenant qu’elle est uniformément tempérée, ie :

1
sup — logcard gGr < oo
geG,k>1
Soit ¢ > 1, alors il va exister un indice j > 1 tel que gG; C G; (il suffit de prendre G; de diamétre
supérieur ou égal a la distance d(e, g) multipliée par le diamétre de G;).
Ainsi, puisque la jauge G est tempérée, on obtient le résultat.

Définition 2.5.4 Les jauges de mots sont définies par des jauges (Gi) telles que :
— G1 soit un ensemble engendrant G comme semi-groupe ;
- G = (G1)* pour k > 1, ie est ’ensemble des mots de longueur inférieure ou égale a k dans
Ualphabet G .

Proposition 2.5.2 Soient G et G’ deux jauges de mots. Alors :
1. G et G’ sont sous-additives ;
2. G est symétrique si et seulement si [’ensemble Gy est symétrique ;
3. G est finie si et seulement si I’ensemble Gy est fini, dans ce cas elle est aussi tempérée ;
4.

si G et G' sont finies, elles sont équivalentes (ou quasi-isométriques) sur un groupe finiement
engendré G, ie il existe une constante C > 0 telle que :

1
5|9|g/ <lglg < Clglg:, VgeG

DEMONSTRATION
Soit G une jauge de mots.
(1) Comme G est une jauge de mots, alors Gy est un ensemble engendrant G et pour tout k > 1,
Gr = (G1)k.

Ainsi, soient g1,g2 € G, alors :

|g192| = min{k, gig2 € Gr}
= min{k, g192 € (G1)"}
<lg1] + |g2|

En effet, si g1 € (G1)° et g2 € (G1)? avec j > i, alors dans le pire des cas, on a g1 g2 € (G1)"7, d’ott
I’inégalité. Donc G est bien sous-additive.

(2) (=) Si G est symétrique, alors par définition pour tout k > 1, G est symétrique, donc en
particulier Gy est symétrique.

(«=) Si Gy est symétrique, comme pour tout k¥ > 1, G, = (G;)¥, alors pour tout k > 1, Gy est
symétrique, donc G est symétrique.

(3) Pour la finitude, il suffit d’effectuer la méme démonstration que pour la symétrie et puisque si
la jauge est finie alors elle est tempérée, on obtient la troisiéme assertion.

(4) Soient G et G’ deux jauges de mots.

1
Soit g € G tel que |g|g < |g|g, alorsil va exister une constante C' > 0 telle que 6|g|g/ <|glg < Clglg’-
De méme si on considére un point h € G tel que |h|g: < |h|g, il va exister une constante C' > 0
1
telle que =7|hlg: < |hlg < C"|hlg:.

Au final, si pour C on considére le maximum des constantes C > 0 sur G; qui engendre G, on
obtient le résultat voulu (ce maximum existe puisqu’on le considére sur un ensemble fini).
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Remarque : Ainsi, pour une mesure de probabilité 1 sur un groupe G finiement engendré, la
finitude de son premier moment [ulg = >__ [g[x(g) et celle de son premier moment logarithmique
>, log|g|u(g) sont indépendantes du choix de la jauge de mots [.| considérée sur G.

2.5.2 Lemmes importants sur les jauges

Intéressons-nous maintenant & deux lemmes fondamentaux, pour notre application aux groupes
hyperboliques, sur le lien entre les jauges et les mesures de probabilité sur les groupes.

Lemme 2.5.1 Soit G une jauge tempérée sur G et soit pu une mesure de probabilité sur G telle
que |plg < oo, alors H(p) < oo.

DEMONSTRATION
Soit G une jauge tempérée sur G et soit p une mesure de probabilité sur G telle que |u|g < 0.
On sait que pour tout g € G, 0 < p(g) <1 et |g|lg > 1 par définition de |.|g. D’ot —pu(g) < |glg
pour tout g € G.
De plus, on sait également que pour tout g € G, log u(g) < u(g).
Donc en combinant les deux inégalités, on trouve que pour tout g € G, —u(g)log u(g) < |glgu(g)-
Ainsi en sommant sur g € supp u, on obtient que H(p) < |u|g et |u]g < oo par hypothése, d’ou le
résultat.

Pour des jauges sous-additives, le théoréme ergodique sous-additif de Kingman s’applique im-
médiatement, ie :

Lemme 2.5.2 Soit G une jauge sous-additive sur un groupe G ety une mesure de probabilité sur
G telle que |u|lg < o0, alors la limite (le taux d’échappement) :

UG, 1, G) = lim 12212
n n

existe pour P-presque tout chemin simple x = {x,,} et dans L'(P).

DEMONSTRATION
Soit G une jauge sous-additive, ie pour tous gi,g92 € G, |g1g2| < |g1| + |g2| et supposons que
lulg < oo.
Soit = {x,} un chemin, on considére la suite {|z,|}n. Alors, on a :

|Zntm| = [h1 .. Bngm]
<I|h1...hn| + |hns1 - P
= |zp| + [T"zm|

ou T est le décalage de I’espace des chemins.
Alors d’aprés le théoréme sous-additif ergodique de Kingman (cf théoréme 2.5.3)), on a l’existence

|75 |

de la limite lim,, — pour P-presque tout chemin.

Remarque : Dans la démonstration précédente, on a utilisé le théoréme sous-additif ergodique
de Kingman (que nous ne démontrerons pas ici) et qui s’énonce comme suit :

Théoréme 2.5.3 Soit T une transformation préservant la mesure de lespace de probabilités (2, F, ).
Soit {gn,1 <n < oo} une suite de fonctions intégrables telle que gnim(z) < gn(z) + gm(T"x).
Alors avec probabilité 1, on a :

lim gn(2) =g(z) > —o0

n—o00 n

2.5.3 Maximalité de la py-frontiére

Etablissons maintenant un nouveau critére de maximalité des p-frontiéres faisant intervenir une
suite de jauges sur le groupe.
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Théoréme 2.5.4 Soit p une mesure de probabilité d’entropie H(u) finie sur un groupe dénom-
brable G.

Soit (B, \) ~ (T¢,ve) une p-frontiére.

On note par 11 = bud ¢ la projection de (G%+,P) sur (B, \).

Si pour A-presque tout point b € B, il existe une suite de jauges uniformément tempérée G = G™(b)

telle que :
1
—lzalgn(mz) — 0 (2.3)

pour P-presque tout chemin simple x = {x,}.
Alors (B, \) est la frontiére de Poisson de la paire (G, p).

DEMONSTRATION
La condition (2.3), —|zn|gn (11z) — 0 est équivalente a dire que :
n

X n
[Enlgnw)
n
pour A-presque tout b € B et P-presque tout chemin de la marche aléatoire conditionnée par b.
D’ou (B, \) est la frontiére de Poisson d’aprés le théoréme (2.4.4).
En effet, puisque |2,|gn ) > 1 par définition de |.|, on a :

L |20 < 1| |
—log |z, |gn S — | Tp|gn
” g grv) = gr(b)
N H 1 —_
D’ott le fait que —— log |$n|9”(b) 0.
n

2.5.4 Maximalité de la py-frontiére via ’approximation des rayons

Enfin concluons cette partie avec son résultat principal identifiant la frontiére de Poisson via
I’approximation des rayons.
Pour ce faire, donnons-nous 7, : B — G une suite d’applications mesurables d’une p-frontiére
B dans un groupe G. Géométriquement, on peut penser les suites 7, (b), pour b € B, comme
des "rayons" dans G correspondant & des points de B. En prenant dans le théoréme (2.5.4),
G™(b) = m,(b)G, ou G est une jauge tempérée fixée sur G, on obtient :

Théoréme 2.5.5 Soit p une mesure de probabilité d’entropie H(u) finie sur un groupe dénom-
brable G.

Soit (B, \) = II(G%+,P) une u-frontiére.

Si il existe une jauge tempérée G et une suite d’applications mesurables 7, : B — G telles que :

1
= | (7 () " 2nlg — 0
n

pour P-presque tout chemin simple © = {x,}.
Alors (B, \) est la frontiére de Poisson de la paire (G, ).

DEMONSTRATION
On considére y une mesure de probabilité d’entropie H (1) < co. Ona (B, \) =~ (I'¢,v¢) ~ II(G%+,P)
est une p-frontiére, ot Il = bnd ¢.
On suppose qu’il existe une jauge tempérée G et des applications 7, : B — G telles que :

1
— |\, (llz) "2y |g —
- Hz) ta,|g 0

pour P-presque tout x.

On souhaite alors montrer que cette derniére condition est équivalente a celle du théoréme (2.5.4).
On considére pour cela la suite de jauges G™(b) = m,(b)G. Comme G est une jauge tempérée, alors
d’aprés la proposition (2.5.1), les translations 7, (b)G forment une famille de jauges uniformément

tempérée, et :
1 _ 1 1
5|(7Tn(nx) 1i10n|9 = E|$n|wn(nm)g = 5|$n|gn(nz) —0

d’aprés une des hypothéses du théoréme (2.5.5).
Ainsi on retrouve toutes les hypothéses du théoréme (2.5.4), ce qui conclut la démonstration.
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Ainsi dans cette partie, nous avons établi un nouveau critére déterminant la fronitére de Poisson
grace a 'approximation des rayons et aux p-frontiéres. Ce théoréme sera appliqué aux groupes
hyperboliques dans la suite.

2.6 Approximation des bandes

Dans cette partie, nous allons nous intéresser & un second critére déterminant la frontiére de
Poisson via ’approximation des bandes, ainsi qu’a un critére de y-maximalité de la compactification
d’un groupe.

2.6.1 Espace des chemins bilatéraux

Définissons dans un premier temps ’espace des chemins bilatéraux.

Définition 2.6.1 On a défini précédemment ’espace des chemins simples (GZ+,P) comme étant
limage de l'espace des incréments p-distribués indépendants {h,}, pour n > 1 sous application :

e sin=0
¥n = { Tp_1hn, sin>1 (2.4)

En étendant la relation x,, = x,_1hy & tous les indices n € Z (et en supposant toujours que xo = e)
on obtient I’espace mesurable (GZ,P) des chemins bilatéraur T = {x,,n € Z} correspondant auz
suites bilatérales d’incréments indépendants p-distribués {h,}, pour n € Z.

Pour des indices n négatifs la formule (2.4) se réécrit :

Ty = z,th:;H pour n >0
ie Tp=x_,=hy hi'...hZ},; pourn>0
est le chemin simple de la marche aléatoire sur G gouvernée par la mesure réflexive [i.

Proposition 2.6.1 Les chemins unilatéraur v = {x,}, pour n > 0 et T = {T,} = {z_,}, pour
n > 0, sont indépendants, ie 'application :

(G%,P) — (G%+,P) x (G%+,P)
T +—

(z,7)

est un isomorphisme d’espaces mesurables, ot P est la mesure de l’espace des chemins simples
unilatérauz de la marche aléatoire (G, [i).

2.6.2 Décalage de Bernouilli

Définissons également le décalage de Bernouilli sur ’espace des chemins bilatéraux.

Définition 2.6.2 On pose U la mesure préservant la transformation de Uespace des chemins bi-
latérauz (G%,P) induite par le décalage de Bernouilli bilatéral de I’espace des incréments. C’est
lextension naturelle de la transformation U de l’espace des chemins unilatéraux (G%+,P) définie
précédemment et elle agit par la formule, étendue aux indices n € Z :

T"F)n = 27 "2k, YhneZ (2.5)

—k
ie le chemin U T est obtenu du chemin T en le translatant a la fois en temps (via k) et en espace

(en le multipliant par z;." & gauche dans le but de satisfaire la condition (ka)o =e).

Remarque : En termes de chemins unilatéraux x et Z, appliquer Uk consiste (pour k > 0) a
annuler les k& premiers facteurs x = hihs ... h; des produits x,, = hihs...hg...hy,, pour n > 0
(ie en appliquant & x la transformation U*) et a ajouter a gauche k facteurs z; ' = hi'...hy  hi?
au produit T, = z_, = hy 'hy'... bt
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2.6.3 Frontiére de Poisson de la mesure réflexive

On pose [ la frontiere de Poisson de la mesure 11 et U la mesure harmonique correspondante.
Théoréme 2.6.2 L’action du groupe G sur le produit (f x I, U ®v) est ergodique.

DEMONSTRATION
Soit 7 la projection préservant la mesure : T — (Z,2) — (bnd Z, bnd z) de Pespace des chemins

bilatéraux (GZ,P) dans l'espace produit (I' x I',7 ® v).
Montrons tout d’abord que Vk € Z :

2(U"7) = 27 '7(7) (2.6)

—k
On sait d’aprés la formule (2.5) que pour tous k,n € Z, (U ), = zglznﬂc.
Ensuite d’aprés le lemme (2.1.1), on sait également que bnd () = z1bnd (Ux).
Considérons maintenant successivement les deux membres de 1’égalité que ’on souhaite démontrer.
Soit k € Z,

z;'7(Z) = v, '(bnd Z,bnd x) par définition de 7 ;
= (v 'bnd Z, z;, 'bnd z)

Et on a pour k € Z :

7(T"%F) = (bnd U*%, bnd Uk )
= (bnd U*Z, z; 'bnd z)

Or par définition (Uz), = 77 '@ns1, dott (UZ)n = 2] '@ns1. Donc bnd UFZ = z;'bnd 7 et de la
sorte notre égalité est démontrée.

A présent nous allons montrer que l'action est bien ergodique par l’absurde.

Soit alors A C T' x I' un sous-ensemble G-invariant de I’ x T tel que 0 < 7®@v(4) < 1.

Alors d’aprés la relation (2.6) I'image réciproque 7 !(A) est U-invariante et

0 <7 ®u(A) =P(r L (A) = BT (A)) < 1

ce qui est impossible par ergodicité du décalage bilatéral de Bernouilli U.

2.6.4 Maximalité des p-frontiéres via ’approximation des bandes

A présent, aprés ces quelques définitions préliminaires, nous sommes en mesure d’énoncer le
théoréme nous donnant la maximalité de deux u-frontiéres via 'approximation des bandes.

Théoréme 2.6.3 Soit p une mesure de probabilité d’entropie H(u) finie sur un groupe dénom-
brable G.

Soient (B_,\_) et (By,\y) les [ et u-frontiéres.

Si il existe une jauge G = (Gi) sur G de fonction |.| = |.|g et une application S mesurable
G-équivariante qui & une paire de points (b_,by) € B_ x B associe une "bande" (non vide)
S(b_,by) C G telles que Vg € G et A\ ® Ay -presque tout (b_,by) € B_ x By :

%logcard {S(b_,b4)NG;, 1} —0 (2.7)

en probabilité par rapport a P dans 'espace des chemins simples x = {x,}, avec n > 0.
Alors la frontiére (B4, A1) est mazimale.

DEMONSTRATION
Soient :
—(GPP) — (B, A-) = (T, ) I, : (GZ P) — (By, \y) =~ (T, ve)
fr—>bndg§ T +— bnd ¢z

les projections surjectives de I’espace des chemins bilatéraux (G%, P) sur les frontiéres (B_, \_) ~ (IA“E, ﬁg)
et (B4, A\+) ~ (I'¢, v¢) respectivement.
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En remplagant si nécessaire I’application S par une translation a droite appropriée ((b—,b;) — S(b—,b4)g),

on peut supposer, sans perte de généralité, que :

A @A {(b_,by),ec S(b_,b )} =Plec S(I_Z,I1, 7)) =p >0

En utilisant la formule (2.6) combinée avec le fait que la mesure P est U-invariante, on a Vn € 7Z :

Pz, € S(I_7,11,.7)) = Ple € z, ' S(TI_7, 11, 7))

(e € S(zy 'M-7, 27, '11,.7))

(e € S(x;,, "bnd 2, x, 'bnd ¢x))
(e € 5(
(

ec SM_U'T,I,.U T)) dapres (2.6);

d’aprés ce qu’on vient de supposer.

e € S(I_=,11,7)) car P est U-invariante

A présent, puisque I'image de la mesure P sous I’application 7 —— (II_Z,I1,T) est A_ ® Ay, on

peut réécrire la formule précédente comme :

= [ [ (s bnarpojar )

(2.8)

ol pff sont les distributions unidimensionnelles de la mesure conditionnelle P2+ (avec PP+ définit

comme dans la partie 3 de ce chapitre).
Soit K, = min{k > 1, 4, (Gx) > 1 — g}, alors en particulier :

P(|z,| < K,) =P(min{k > 1,2, € Gi} < K,) = un(Gk, ) > 1—

N3

par définition de K.
Ainsi si on conditionne par I, T = by, on a :

/ Po (Gre, )My (b)) > 1 —

N3

Puisque de plus V(b_,b;) € B_ x By, on a:

Pt (S(b=,01) N Gr,) = Pyt (S(b-,b4)) + it (G,) —

(cette relation se déduit du fait que pour tous événements A et B, on sait que : P(AUB)
d’ott P(AN B) = P(A) + P(B) — P(AU B), or P(AU B) < 1, d’ot1 I'inégalité).
Ainsi grace aux relations (2.8) et (2.9), on obtient :

[ [ (8(6- 5 0 G yir- o )an )

> [ [t biin @i+ [ [ ol Gr)areoan e - [ [
> [ [0 b @i 00+ [ [ o (G )ar (o) (bs) 1

>1- g +p—1 daprés (2.8) et (2.9);

A= @A { (0o ba) Bl (S0 b4) N i) = 2y = 2
D’un autre coté, la condition (2.7) nous donne :
1
—logcard (S(b—,by) NGz, ;) — O
n

Alors en particulier :

1
- logcard (S(b—,b4+) NGk, ) — 0

= P(A)+P(B)

)X (by)

(2.10)

—P(ANB),
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pour A_ ® A-presque tout (b_,by) € B_ X B.
log ¢

D’oti I’existence d’un sous-ensemble Z C B_ x By et d’une suite ¢, telle que ——— — 0, tels
n
que :

A @A (Z)>1— (2.11)

oo |3

et
card (S(b_,b1) NGk, ) < ¢, V(b_,by) € Z (2.12)

Ainsi en combinant (2.10), (2.11) et (2.12) cela montre qu’il existe une suite d’ensembles X,, C B_x B}
telle que :

p

8
pl'rjz+ (S(b—ab-i-) ﬁgKn) 2 ga v(b—ab-l‘) € X,
card (S(b—,b1) NGk, ) < ¢, V(b_,bt) € X,

A- @ A (Xn)

Y

Donc, en considérant Y,,, la projection surjective de X, sur By, on obtient que A4 (Y,) > g et pour

presque tout by € Y, il existe un ensemble A = A(bs,n) tel que pfﬁ (4) > g et card (4) < .

D’ou la maximalité de la frontiére (B, Ay) d’aprés le corollaire (4.4.1).

2.6.5 Corollaires du critére de maximalité

Etudions maintenant deux variantes du théoréme que nous venons de démontrer. Mais remar-
quons tout d’abord que la sous-exponentialité des intersections S(b_,by) NG, | est la condition
clé du théoréme (2.6.3). Ainsi plus les bandes S(b_,by) sont fines, plus la classe de mesures sat-
isfaisant la condition (2.7) du théoréme (2.6.3) est grande. Nous allons illustrer cela, en donnant
deux corollaires du théoréme (2.6.3).

Théoréme 2.6.4 Soit G une jauge sous-additive tempérée sur un groupe dénombrable G de fonc-
tion |.| = |.|¢ (cas particulier : G est finiement engendré et G est une jauge de mots finie).
Soit 1 une mesure de probabilité sur G.
Soient (B_,\_) et (By,\y) les [ et u-frontiéres.
On suppose qu’il existe une application mesurable G-équivariante : B_x B4 > (b_,by) — S(b_,by) C G.
Si, de plus :
(a) soit la mesure u a un premier moment fini et pour A\_ @ Ay -presque tout (b_,by) :

1
z logcard (S(b—,b4+)NGr) — 0

(ie les bandes S(b_,by) croissent sous-exponentiellement par rapport a G) ;
(b) soit la mesure p a un premier moment logarithmique fini et une entropie finie et pour
A_ ® Ay-presque tout (b—,by) :

st}ip Tog k logecard (S(b—,b4+)NG;) — 0
(ie les bandes S(b_,by) croissent de fagon polynomiale).
Alors (B_,A_) et (B4, y) sont mazimales.

DEMONSTRATION
(a) On cherche & se ramener aux conditions du théoréme (2.6.3).
On a p une mesure de probabilité sur un groupe G dénombrable, G une jauge et on a I’existence
d’une fonction mesurable G-équivariante S.
A présent d’apreés le lemme (2.5.1), comme G est une jauge tempérée et p a un premier moment
fini, alors 'entropie H (1) de la mesure s est finie, ce qui est une des conditions du théoréme (2.6.3).
De plus, d’aprés le lemme (2.5.2), comme G est sous-additive et |u|g < oo, alors il existe un taux
x
d’échappement [(G, i1, G) = lim m
De plus Vg € G, on a :
card {S(b,, bJr)g n g\mn\} = card {S(b,, bJr) n glzn\gil}
<card{S(b—,by) NG, 411} car la jauge est croissante;
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donc la condition (2.7) est également satisfaite.

Ainsi toutes les conditions du théorémes (2.6.3) sont satisfaites, d’ou le résultat.

(b) La démonstration est analogue a celle de la partie (a).

On sait que la mesure u a une entropie finie, il reste donc & montrer la condition (2.7).

. log |x
Pour ce faire, montrons tout d’abord que og |n| — 0.

Comme G est sous-additive, on sait que :

ou les h,, sont les incréments indépendants p-distribués de la marche aléatoire.

log |huy| R

Et puisque la mesure p a son premier moment logarithmique fini, alors presque siirement 0,

. . log |x
il s’ensuit donc que presque stirement M — 0.

n
D’ott pour A_ ® A;-presque tout (b_, by ) et P-presque tout chemin {z,}, on a :

1 1
—logcard {S(b_,b4)gNG,, |} < —logcard {S(b_,by) NGz, |+g-1|} d’apres la partie (a) de cette preuve;
n n

_ log(|zn| + g7) log card {S(b—, b+) N Gja, 141911}
n log(|zn|+l971)

— 0

1 n
car M — 0 et d’aprés I’hypotheése (b) du théoréme.

n
Donc toutes les conditions du théorémes (2.6.3) sont bien vérifiées, d’ou le résultat.

2.6.6 p-maximalité de la compactification

Enfin terminons cette partie en introduisant une nouvelle condition sur la compactification
hyperbolique d’un groupe et en énong¢ant un critére de p-maximalité de cette compactification.

Condition 3 I eziste une distance d invariante a gauche sur G telle que la jauge correspondante
de fonction |.|q sur G soit tempérée et que pour tous points distincts b_ # by € 0G, on a :

1. le crayon P(b_,by), de toutes les d-géodésiques o dans G telles que b_ (respectivement b )
soit un point limite du rayon négatif (respectivement positif) de «, est non vide ;

2. il existe un ensemble fini A = A(b_,by) tel que toutes les géodésiques du crayon P(b_,by)
intersectent A(b_,b.).

Ainsi en combinant les théorémes (2.2.1) et (2.6.4) on obtient le résultat suivant :

Théoréme 2.6.5 Soit G = G U OG une compactification séparable d’un groupe dénombrable G
satisfaisant les conditions (1), (2) et (3).
Soit p une mesure de probabilité sur G telle que :

1. le sous-groupe gr(p) engendré par son support soit non-élémentaire par rapport & sa com-
pactification ;

2. son entropie H(u) soit finie;

3. elle admette un premier moment logarithmique fini par rapport a la jauge déterminée par la
distance d de la condition (3).

Alors la compactification G est y-mazimale dans le sens de la définition (2.1.16).

DEMONSTRATION
On sait que G = G U JG est une compactification séparable d’un groupe dénombrable G satis-
faisant les conditions (1) et (2). On sait que u est une mesure de probabilité telle que gr(u) soit
non-élémentaire par rapport a la compactification.
Par conséquent, on peut appliquer le théoréme (2.2.1) qui nous dit que P-presque tout = € G%+
converge vers Iz € 9G, que la mesure A\ = II x P est purement non-atomique, que (90G, A) est une
p-frontiére et que A est 'unique mesure de probabilité u-stationnaire sur 0G.
Ainsi (0G, Ay) est une p-frontiére (ot Ay = A).
Montrons maintenant la maximalité de G via le théoréme (2.6.4).
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Auparavant, on remarque que la mesure réflexive i satisfait les conditions du théoréme (2.2.1)
simultanément avec la mesure p. Notons alors A_ 'unique mesure [i-stationnaire sur 9G.

A présent d’aprés le théoréme (2.2.1) on sait que les mesures A_ et A, sont purement non-
atomiques, par conséquent la diagonale 0G x JG est de mesure nulle pour A\_ ® A4.

Ainsi d’aprés la condition (3) pour A_ ® Ay-presque tout (b_,b;) € OG x OG, il existe un mini-
mum M = M (b_, b;) tel que toutes les géodésiques du crayon P(b_, b, ) intersectent une M-boule
dans G (ce minimum existe bien car les ensembles A(b_, b ) intersectant toutes les géodésiques de
P(b_,by) sont déenombrables, puisque G ’est, donc ces ensembles sont en bijections avec N. D’ou
Pexistence d’'un nombre minimum).

On considére maintenant ’application :

Bf X B+ — R
(b-bs) — M(b_,by)

Elle est nécessairement G-équivariante d’aprés la condition (2), donc elle doit prendre presque
stirement une valeur constante My d’aprés le théoréme (2.6.2).

Définissons maintenant la bande S(b_,b;) C G comme 'union de toutes les boules B de diamétre
My telles que toutes les géodésiques du crayon P(b_, b, ) passent a travers B.

Alors 'application :

B_ x B+ — P(G)
(b—ab-i-) — S(b—’b-i-)

est aussi G-équivariante par définition de S(b_,by) et pour toute géodésique o de S(b_,by), la
bande S(b_,by) est contenue dans un My-voisinage de a.

Ainsi les bandes S(b_, b;.) ont une croissance linéaire (dans le sens de la condition (b) du théoréme
(2.6.4)). Donc toutes les conditions de ce théoréme sont satisfaites, ce qui signifie que G est -
maximale.

Bilan

Nous avons, dans cette partie, établi un nouveau critére de maximalité des p-frontiéres via
I’approximation des bandes et un critére de py-maximalité de la compactification. Nous sommes
maintenant en mesure de les appliquer.

2.7 Groupes hyperboliques

Dans cette derniére partie, nous allons détailler I’exemple des groupes hyperboliques et c’est
sur ces groupes que nous allons appliquer tout ce que nous venons de voir dans ce chapitre. Et ceci
dans le but d’arriver & montrer que la frontiére de Poisson de marches aléatoires sur les groupes
hyperboliques n’est pas triviale. Afin de les comparer, nous allons utiliser les deux approximations
celle des rayons et celle des bandes pour démontrer notre résultat (ie appliquer les théorémes (2.5.5)
et (2.6.4)).

2.7.1 Groupe hyperbolique, espace hyperbolique

Définisson tout d’abord les groupes hyperboliques et les espaces hyperboliques.

Définition 2.7.1 On appelle graphe une paire ordonnée d’ensembles G = (V(G), E(G)) o E(g) C V(G)xV(QG).
Les éléments de E(G) sont les chemins du graphe G et ceux de V(G) sont ses sommets.

Définition 2.7.2 Soit G un groupe. Soit S C G (pas nécessairement un sous-groupe de G).
On appelle graphe de Cayley de S sur G, le graphe C(G,S) = (V,E) ou :
— l’ensemble des sommets V est égal a G ;

- (g,h) € E si et seulement si 3s € S, g.s = h.

Définition 2.7.3 Soit § > 0. Un espace métrique (X, d) est dit §-hyperbolique si :

(@]y)w = min{(z]2)w, (y|2)w} — 6
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0t (x|y)w désigne le produit de Gromov et est défini par :

1
(z|y)w = §(d(:c,w) + d(ya w) - d(:L', y))
et hyperbolique si la valeur de § n’importe pas.

Définition 2.7.4 Un groupe finiement engendré est dit hyperbolique (selon Gromov) si son graphe
de Cuayley est un espace métrique d-hyperbolique pour un certain 6 > 0.

On peut également définir d’autres objets qui s’avéreront importants pour la suite :

Définition 2.7.5 Soit X un espace métrique hyperbolique. On définit son bord 0X comme étant
lensemble des classes d’équivalence des suites tendant vers l'infini, dans le sens ot une suite (;);>1
de points de X tend vers Uinfini si lim; ;(x;|z;) = .

Ainsi, si a € 0X, on écrit x; — a, si a est la classe de la suite (x;);.

De plus, deux suites (x;); et (y;); tendant vers Uinfini sont dites équivalentes si et seulement si
(2i]z5) — oo.

Définition 2.7.6 La compactification hyperbolique d’un groupe hyperbolique T, notée T est définie
par ’égalité :
T=Tuor

ot OI' est le bord a l'infini (ou la frontiere) de I
On munit T' d’une stucture ultramétrique naturelle définie par : pour x € T et (y,), une suite &
valeurs dans ', on a lim, y, = x si :

Ym e N, AN e N,Vn > N,y,, € z,,,T

Définition 2.7.7 Une suite de points (x,), dans un espace hyperbolique de Gromov X muni de
la distance d est dite réguliere s’il existe un rayon géodésique o et un nombre I > 0 (le tauz
d’échappement) tels que d(x,,a(nl)) = o(n), ie si la suite (x,), suit asymptotiquement la rayon
.

Sil >0, on dit que (x,), est une suite réguliére non-triviale.

2.7.2 Critére de régularité des suites

Etablissons maintenant un critére de régularité des suites sur un espace hyperbolique.
Pour ce faire, on fixe un point de référence w € X et on pose |z| = d(w, x).
Et notons désormais le produit de Gromov par rapport & w par :

(aly) = 5] + o] - d(z. )

Théoréme 2.7.1 Une suite (z,,)n, d’un espace hyperbolique de Gromov X est réguliére si et seule-
ment si :

1. d(zp, xpny1) = o(n) ;

2]

2 — 1 >0.
DEMONSTRATION
(=) On suppose que la suite (x,), est réguliére, alors il existe un rayon géodésique a et une
constante [ > 0 tels que d(x,, a(nl)) = o(n).
Alors pour tout n € N, on a :

d(xpn, Tnt1) < d(zp, a(nl)) + d(a(nl), 2pi1)

<
<o(n)
D’ou d(xpn, znt1) = o(n).

x
De plus on aura bien le fait que zal —1>0.
n
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(<) Montrons que (1) et (2) impliquent la régularité sous ’hypothése I > 0.
On suppose que la suite (x,,), vérifie (1) et (2), alors on sait que :

(on-hen) = 5 (al +n 1] — dlzn,2n1))
= %(nl +o(n)+ (n—1)l4+o(n—1)—o(n—1))

= %(in — 1+ o0(n))
=nl+o(n)

ie (zp—1|xn) — 00.

On en déduit donc que (zy, |z, ) — 00, ie la suite (x, ), converge vers un point z, € 9X dans la
compactification (par définition de 9X).

A présent, on pose a, (respectivement o) la géodésique joignant w a z,, (respectivement i z.).
On note aussi les points des géodésiques & une distance ¢ de w par [x,]: = @, (t) (respectivement
[Too)t = oo (t)).

l
Soit € > 0 tel que € < 3 et soit :

N =N(e) =min{n >0, (zp_1]|zn) > (—¢€)n}

En particulier, étant donné que :

(Tn-1lzn) = %(|$n| +|zn-1] — d(zn, 2n-1))
= @0.0) + d(@r.) = (. 0m0))

< 5, 0) + d(n1,20) + () — e, 70 1)
=d(zp,w)

De méme, on montre que : (z,—1|z,) < d(Tp—1,w).

Dou (zp|zn-1) < min{|z,|,|zn-1]}. Donc on a |z,| > (n —€)l pour n > N et de la sorte les
troncatures x5, = [](—c), sont bien définies.

De plus, les points z{,_; et xf appartiennent aux cotés du triangle de géodésiques de sommets w,
Tp_1 et z,, dou :

(w1, xy,) < g, | = [ag[] + 46
=ln—1)1—¢€ —n{l—¢)|+4
=l—¢e¢+45 VYn>N

car les triangles géodésiques de X sont 46-fins (d’aprés [GAIHI0] p.38 4 41) et I — e > 0.
D’ou pour tous indices n,m > N :

d(ay,, xp,) < g | = |25, || + 40
<|n(l—e€)—m(l—¢€)|+46
< |n—m|(l — e+ 40)
< |n—m|(l+40) care>0.

d(ay, wr) 2 ||| = |25

n? m m

— n—m|(i - ¢)

l
> (n — z
> (n—m) 5
l l . l
car comme € < > alors —e > 5 doul—e> 3 > 0.
Il s’ensuit alors que la suite (z§)n,>n est une quasi-géodésique et d’aprés [GAIH90] p.101, on sait

qu'il va exister un rayon géodésique [ partant du point x5 tel que d(x, 5) < H, Vn > N et pour
une constante H = H(4,1).
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De plus, puisque (z,|z¢) = n(l — €) — oo, alors la suite (z€,) converge aussi vers le point 2, par
définition de 90X, donc les rayons géodésiques 3 et oo, sont asymptotiques.
Do d(x5,, o) < H + 80 et :

(@n, 2},) + d(z7,, asc)
(@n,2},) + H + 86
(lzn] = n(l —¢€)) + H+ 86

(X, o)

d
d

IAINA

pour tout n suffisamment grand (cf [GAIH90] p.117).
Enfin puisque e peut étre choisi arbitrairement petit, on a d(x,, aw) < H + 85+ o(n). D’ou le fait
que (z,,)n suive asymptotiquement cvo, ie (2, ), est réguliére.

Remarque : Les inégalités

@y, w5,) 2 [l | = |25,

d(ay, xp,) < | = |2, || + 40

n

découlent du fait qu’on a 1’égalité seulement dans le cas ot les points sont alignés.

2.7.3 Résultats préliminaires

Nous allons énoncer maintenant quelques résultats préliminaires qui nous permettront de fa-
ciliter les démonstrations des théorémes qui vont suivre.

Proposition 2.7.2 Un sous-groupe d’un groupe hyperbolique G est élémentaire par rapport d la
compactification hyperbolique dans le sens de la définition (2.2.5) si et seulement si il est soit fini,
soit une extension finie de Z, sinon il n’est pas moyennable.

DEMONSTRATION
(=) Soit I' un sous-groupe élémentaire de G, ie I' fixe un sous-ensemble de JG.
D’apreés [Gro87], comme I' est un sous-groupe d’un groupe hyperbolique, alors 9I" est vide ou ad-
met exactement deux points, ce qui signifie toujours d’aprés [Gro87] que T' est soit fini, soit une
extension finie de Z.
(<) Soit T un sous-groupe d’un groupe hyperbolique.
Si T est fini, alors d’aprés la Proposition 15 de [GAIH90], on sait que 9T sera vide.
SiT est une extension finie de Z, alors toujours d’aprés [GAIH90], on sait que " admet exactement
deux points.
Et d’aprés [Gro87] dans ces deux cas, cela signifie que T" est élémentaire par rapport a la compact-
ification hyperbolique.

Proposition 2.7.3 La frontiére de Poisson d’une mesure y sur G est non-triviale si et seulement
si gr(p) est non-élémentaire.

DEMONSTRATION
La démonstration se déduit de la proposition (2.7.2) et du théoréme (1.5.2) du premier chapitre.

A présent, énoncons un premier résultat intermédiaire important dans Papplication de I’ap-
proximation des rayons :

Théoréme 2.7.4 Soit p une mesure de probabilité ayant son premier moment fini sur un groupe
hyperboliqgue G telle que gr(u) soit non-élémentaire.

Alors presque tout chemin simple de la marche aléatoire (G, ) est une suite réguliére non-triviale
dans G.

DEMONSTRATION
D’aprés le lemme (2.5.2), on sait qu'’il va exister un taux d’échappement [ correspondant a une
certaine jauge de mots fixée.
Comme gr(u) est non-élémentaire, alors d’aprés la proposition (2.7.3), la frontiére de Poisson de
u est non-triviale, d’ott d’apreés le théoréme (2.5.5) le fait que [ soit strictement positif.
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De plus puisque p a un premier moment logarithmique fini (car elle a un premier moment fini),
alors :
d(@n-1,22) = |hn] = o(n)

[fon|

car — — 0 d’aprés ce qu’on a vu précédemment dans une démonstration et par définition de

n
la distance d.
Donc la suite (x,), vérifie :

2]

—1>0 et d(xn,zn-1)=o0(n)

ie d’apres le théoréme (2.7.1) que (z,,)n est réguliére non-triviale.

2.7.4 Détermination de la frontiére de Poisson via ’approximation des
rayons

Appliquons maintenant le théoréme faisant intervenir I’approximation des rayons au cas parti-
culier des groupes hyperboliques.

Théoréme 2.7.5 Soit p une mesure de probabilité ayant un premier moment fini sur un groupe
hyperboliqgue G telle que le groupe gr(u) soit non-élémentaire.

Alors presque tous les chemins simples de la marche aléatoire (G, u) convergent dans la com-
pactification hyperbolique et la frontiére hyperbolique OG munie de la mesure limite résultante est
isomorphe a la frontiére de Poisson de (G, ).

DEMONSTRATION
Soit & € OG, on pose a¢ le rayon géodésique tel que 'application : £ —— a¢ soit mesurable
(prendre par exemple pour g le rayon minimal pour l'ordre lexicographique le long de tous les
rayons joignant e et ).
Soit 'application :

T, 0G — G
§— mu(§) = ag([nl])

ou [ est le taux d’échappement et [t] la partie entiére de t.

Alors d’aprés le théoréme (2.7.4), on sait que tout chemin « = {x,,} sera une suite réguliére non-
triviale, ie d(zp, Th(Zeo)) = d(Tn, @ ([nl])) = o(n) pour P-presque tout x par définition de la
régularité.

On peut alors appliquer le théoréme (2.5.5) a la suite 7, qui vérifie :

o (T2)) g = (1) )

= (1), 20)

- %d@m([numn)

— 0

D’ou le fait que 0G muni de la mesure limite soit isomorphe a la frontiére de Poisson.

2.7.5 Détermination de la frontiére de Poisson via ’approximation des
bandes

Faisons de méme que dans le paragraphe précédent, mais cette fois-ci utilisons le théoréme
faisant intervenir "approximation des bandes.
D’ailleurs, en utilisant I’approximation des bandes a la place de celle des rayons, on obtient un
résultat plus fort d’une facon plus simple et c’est ce que nous allons constater.

Proposition 2.7.6 La compactification hyperbolique d’un groupe hyperbolique non-élémentaire
satisfait les conditions (1), (2) et (3).
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DEMONSTRATION
Montrons que G satisfait la condition (1).
En fait cette condition est immeédiatement vérifiée par définition de la compactification hyper-
bolique. En effet, si la suite (g,), € G converge vers un point y € 9G, alors cela signifie que :

Vm e N, AN e N,Vn > N, g, € ynG
Mais alors dans ce cas pour tout z € (G, on a aussi :
Vm € N,dN € N,Vn > N, gpx € ynG

(car G est un groupe). D’ou la convergence de (g, ), vers y pour tout z € G.

Montrons maintenant que la condition (2) est également vérifiée.

Comme G est la compactification hyperbolique d’un groupe hyperbolique non-élémentaire, alors
d’apreés la Proposition-Définition 15 de [GAIH90] se trouvant dans le chapitre 7, au paragraphe 5,
on sait que G admet au moins trois points.

A présent, soient £ # &, € OG, on pose S(£_,&,) I'union des points de toutes les géodésiques
dans G joignant £_ & &;. Et on considére ’application :

S:0G x 0G — P(G)
(€ &4+) — S(€-.84)

En fait S vérifie les conditions voulues d’aprés les paragraphes 7.3 et 7.5.A de [GdAIH90], car dans
ceux-ci on apprend que l’enveloppe S(£_,&4) est quasi-convexe (ou e-convexe).

Montrons pour finir que la conpactification vérifie la condition (3).

Comme on considére depuis le début une mesure p sur G, alors cette derniére induit une distance
d définie par la longeur des incréments, |h,|q = |z, 1 2,] = d(xp_1,7n)-

Cette distance est invariante & gauche par G car pour tout g € G :

d(gz, gy) = |(gx) gyl = la7 g gyl = la 7 y| = d(z, y)

De plus si on considére la jauge de mots G associée & cette distance, alors elle sera bien tempérée
(puisque G est fini car G est un groupe hyperbolique finiement engendré).

Ensuite comme G vérifie les conditions (1) et (2), alors pour tous b_ # by € JG, on sait que
S(b_,by) #0, dou P(b_,by) # 0.

De plus quelles que soient deux géodésiques de P(b_,b;) comme elles sont dans un groupe hy-
perbolique, alors elles sont & une distance uniformément bornée 'une de 'autre d’ou la condi-
tion (3) (en effet car Va,b,c € OG formant un triangle de géodésiques, on sait que Vv € |a,b],
d(v,[a,c]U][e, b)) < 0).

Théoréme 2.7.7 Soit pn une mesure de probabilité sur un groupe hyperbolique G telle que le sous-
groupe gr(u) engendré par son support soit non-élémentaire.

Alors presque tous les chemins simples {x,} convergent vers un point (aléatoire) T, € G, ie 0G
muni de la mesure limite résultante X est une p-frontiere et la mesure A est ['unique mesure de
probabilité p-stationnaire sur 0G.

DEMONSTRATION
La démonstration découle du théoréme (2.2.1) et de la proposition (2.7.6).

Théoréme 2.7.8 Sous les conditions du théoréeme (2.7.7), si la mesure 1 a une entropie H ()
finie et son premier moment logarithmique fini (cas particulier : p a son premier moment fini),
alors (0G, \) est isomorphe a la frontiére de Poisson de (G, ).

DEMONSTRATION
La démonstration découle du théoréme (2.6.5) et de la proposition (2.7.6).

Remarque : Les méthodes que nous venons de voir peuvent s’appliquer dans d’autres situations
comme par exemple : pour les sous-groupes discrets des groupes semi-simples de Lie (dans le cas ou
les bandes A,_ ,, sont plates dans ’espace symétrique correspondant), pour des produits libres,
pour des groupes résolubles (en particulier polycycliques), etc.
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Bilan

Gréce a I’étude que nous avons mené dans ce chapitre, nous avons été en mesure de montrer que
la frontiére de Poisson de marches aléatoires sur les groupes hyperboliques s’identifie & la frontiére
hyperbolique, qui elle n’est pas triviale. Ainsi, nous avons pu exemplifier le fait que la frontiére de
marches aléatoires sur les groupes n’est pas toujours triviale, méme s’il existe une multitude de
fagons de montrer qu’elle Iest.

Conclusion

Grace a I’étude que nous avons mené, nous avons pu exemplifier I’existence de groupes pour
lesquels les marches aléatoires sur ceux-ci admettent une frontiére non triviale. De plus, cette étude
s’applique & d’autres types de groupes que nous n’avons pas étudié ici mais dont on peut trouver
le détail par exemple dans [Fur71] ou encore [Kai00].
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Conclusion

Ce travail réalisé au sein du Mathematical Institute d’Oxford m’a permis de découvrir un do-
maine de recherche actif de nos jours en algébre et en aléatoire. En effet mon stage ayant consisté
en la découverte de la théorie des marches aléatoires sur les groupes discrets, qui s’avére étre in-
téressante dans le sens ou elle permet d’effectuer une classification des groupes selon la trivialité
ou non de la frontiére d’'une marche aléatoire ayant certaines propriétés sur ces groupes.

Pour finir, je remercie le Mathematical Institute d’avoir bien voulu m’accueillir et plus particuliére-
ment les étudiants du laboratoire pour leur accueil et leur aide, ainsi que Cornelia Drutu qui m’a
permis d’effectuer ce stage et m’a suivi pendant toute la durée de celui-ci.
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