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Dé�nition 0.1 Soit n ≥ 2. L'algèbre des polyn�mes en n indéterminées à 
oe�
ients dans R,

notée R[X1, . . . , Xn], est l'ensemble des polyn�mes P ∈ R[X1, . . . , Xn] qui s'é
rivent de manière

unique sous la forme :

P =
∑

α=(α1,...,αn)∈Nn

aαX
α1

1 . . . Xαn
n ,

ave
 aα des réels nuls sauf pour un nombre �ni d'entre eux.

Dé�nition 0.2 Soit (α1, . . . , αn) ∈ N
n
. On 
onsidère le mon�me Xα1

1 . . . Xαn
n . On appelle degré

de 
e mon�me la quantité :

n
∑

i=1

αi.

Dé�nition 0.3 Un polyn�me P ∈ R[X1, . . . , Xn] non nul est dit homogène de degré d, si il est


ombinaison linéaire non nulle de mon�mes de degré d. On note alors deg(P ) son degré.

On 
onsidère le polyn�me homogène de degré n :

∆ =
∏

1≤i<j≤n

(Xj −Xi).

On rappelle qu'il existe une a
tion à gau
he, notée ρ, du groupe symétrique Sn sur R[X1, . . . , Xn]
donnée, pour σ ∈ Sn et pour P =

∑

α aαX
α1

1 . . . Xαn
n , par :

ρ(σ)(P ) =
∑

α

aαX
α1

σ(1) . . .X
αn

σ(n).

Notation: Pour simpli�er les notations, on note

σP := ρ(σ)(P ).

Dé�nition 0.4 On dit qu'un polyn�me P ∈ R[X1, . . . , Xn] est antisymétrique si pour toute trans-

position θ ∈ Sn, on a :

θP = −P.

Exer
i
e 1

Soit (α1, . . . , αn) ∈ N
n
. Soit P = Xα1

1 . . . Xαn
n . On note, pour 1 ≤ i < j ≤ n, θi,j la transposition

(i, j).

1. Cal
uler :

P − θi,jP

Xi −Xj

.

2. En déduire que, pour tout polyn�me P de R[X1, . . . , Xn] et pour toute transposition θi,j
(ave
 1 ≤ i < j ≤ n), P − θi,jP est divisible par Xi −Xj .

Exer
i
e 2

1. Soit σ ∈ Sn. On note ǫ(σ) sa signature. Montrer que tout polyn�me antisymétrique véri�e :

σP = ǫ(σ)P.

2. Montrer que le polyn�me ∆ est antisymétrique.

3. Soit P ∈ R[X1, . . . , Xn] un polyn�me antisymétrique. Montrer qu'il est divisible par ∆ dans

l'anneau R[X1, . . . , Xn].

Notation: Soit P ∈ R[X1, . . . , Xn], on note P (∂) l'opérateur di�érentiel obtenu en remplaçant les

Xi par les opérateurs di�érentiels
∂

∂Xi

, ie si P =
∑

α aαX
α1

1 . . . Xαn
n , on a :

P (∂) =
∑

α

aα
∂|α|

∂Xα1

1 . . . ∂Xαn
n

ave
 |α| = α1 + . . .+ αn.
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Proposition 0.1 (Admise) Soient P,Q ∈ R[X1, . . . , Xn]. On note P.Q leur produit.

Alors, on a :

(P.Q)(∂) = P (∂) ◦Q(∂).

Dé�nition 0.5 Soient P,Q ∈ R[X1, . . . , Xn], on dé�nit une forme bilinéaire 〈., .〉 sur R[X1, . . . , Xn]
par :

〈P,Q〉 = P (∂)(Q)(0, . . . , 0).

Exer
i
e 3

1. Soient P,Q deux polyn�mes homogènes non nuls tels que deg(P ) 6= deg(Q). Montrer que :

〈P,Q〉 = 0.

2. Soient P,Q,R ∈ R[X1, . . . , Xn]. Montrer que :

〈P.Q,R〉 = 〈Q,P (∂)(R)〉.

3. Montrer que la forme bilinéaire 〈., .〉 détermine un produit s
alaire dé�ni positif surR[X1, . . . , Xn]
(on pourra travailler dans une base adaptée).

4. Soit σ ∈ Sn. Soient P,Q ∈ R[X1, . . . , Xn]. Montrer que :

〈 σP, σQ〉 = 〈P,Q〉.

5. Montrer que :

〈∆,∆〉 = 1!2! . . . n!.

(on pourra utiliser le développement du déterminant de Vandermonde
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dont on admettra l'expression fa
torisée).

Notations: Soit k un paramètre réel.

� (e1, . . . , en) désigne la base 
anonique de R
n
;

� R+
désigne le sous-ensemble �ni de R

n
dé�ni par :

R+ = {ei − ej ; 1 ≤ i < j ≤ n}.

� pour β = ei − ej ∈ R+
(ave
 i < j), on note abusivement Xβ = Xi − Xj, θβ = θi,j la

transposition (i, j) de Sn et ∆β l'appli
ation linéaire donnée, pour Q ∈ R[X1, . . . , Xn], par :

∆β(Q) =
Q− θi,jQ

Xi −Xj

=
Q− βQ

Xβ

.

Dé�nition 0.6 Soit l ∈ N tel que 1 ≤ l ≤ n. L'opérateur de Dunkel d'indi
e l, noté Tl(k), est
dé�ni, pour tout polyn�me P ∈ R[X1, . . . , Xn] par :

Tl(k)(Q) =
∂Q

∂Xl

+ k
∑

1≤i<j≤n

(el, ei − ej)
Q − θi,jQ

Xi −Xj

=
∂Q

∂Xl

+ k
∑

β∈R+

(el, β)∆β(Q).

Exer
i
e 4

1. Soit Q un polyn�me homogène non nul. Montrer que pour tout entier l tel que 1 ≤ l ≤ n, le

polyn�me Tl(k)(Q) est nul ou homogène de degré deg(Q)− 1.

2. Montrer que pour tout polyn�me Q ∈ R[X1, . . . , Xn], pour tout σ ∈ Sn et pour tout entier

l tel que 1 ≤ l ≤ n, on a :

σ (Tl(k)(Q)) = Tσ(l)(k)(
σQ).
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Notations:

� Pour tout entier l tel que 1 ≤ l ≤ n, on note Ml l'opérateur de multipli
ation par Xl,

autrement dit, pour tout Q ∈ R[X1, . . . , Xn], on a :

Ml(Q) = Xl.Q.

� On note D(k) l'opérateur dé�ni par :

D(k) =

n
∑

l=1

Tl(k)
2.

Exer
i
e 5

1. Soient P,Q ∈ R[X1, . . . , Xn]. Soit β ∈ R+
. Montrer que :

∆β(P.Q) = P.∆β(Q) + ∆β(P ).
(

θβQ
)

.

2. En utilisant la question pré
édente, montrer que, pour tout 
ouple (i, j) d'entiers tels que

1 ≤ i < j ≤ n, on a, entre opérateurs de R[X1, . . . , Xn], l'égalité :

[Tj(k),Mi] = (ei, ej)Id+ k
∑

β∈R+

(β, ei)(β, ej)ρ(θβ).

3. Soit l un entier tel que 1 ≤ l ≤ n. Déduire des questions pré
édentes que, entre opérateurs

de R[X1, . . . , Xn], on a l'égalité :

[D(k),Ml] = 2Tl(k)

(on pourra utiliser la formule sur le 
ommutateur donnée au début).
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