Prépa agreg TD 5 d’algébre et géométrie 20142015

Définition 0.1 Soit n > 2. L’algébre des polynomes en n indéterminées a coefficients dans R,
notée R[X1, ..., X,], est 'ensemble des polynomes P € R[X1,...,X,]| qui s’écrivent de maniére
unique sous la forme :

P = Z an X0 X

a=(ai,...,an)EN

avec a,, des réels nuls sauf pour un nombre fini d’entre euz.

Définition 0.2 Soit (aq,...,ay) € N™. On considére le monome X' ... X%. On appelle degré
de ce monéme la quantité :

n

>

i=1

Définition 0.3 Un polynéme P € R[Xy,...,X,] non nul est dit homogéne de degré d, si il est
combinaison linéaire non nulle de monomes de degré d. On note alors deg(P) son degré.

On considére le polynéme homogéne de degré n :
A= ] x;-X).
1<i<j<n

On rappelle qu’il existe une action & gauche, notée p, du groupe symétrique &,, sur R[ X, ..., X,)]
donnée, pour 0 € &, et pour P =% aoX{" ... X%, par:

p(0)(P) = aaXily - X5,

Notation: Pour simplifier les notations, on note P := p(c)(P).

Définition 0.4 On dit qu’un polynéme P € R[Xq, ..., X,,] est antisymétrique si pour toute trans-
position 0 € G, on a :
‘p=—P.

Exercice 1

Soit (ai,...,ay) € N™. Soit P = X{" ... X3". On note, pour 1 < i < j < mn, §; ; la transposition
(i,7)-
1. Calculer :
p—Y%ip

Xi—X;
2. En déduire que, pour tout polynéme P de R[Xj,...,X,] et pour toute transposition 6; ;
(avec 1 <i < j <n), P— %iP est divisible par X; — X;.
Exercice 2

1. Soit o € &,,. On note €(0) sa signature. Montrer que tout polyndome antisymétrique vérifie :
7P =¢(o)P.

2. Montrer que le polynome A est antisymétrique.

3. Soit P € R[Xy,...,X,] un polynome antisymétrique. Montrer qu’il est divisible par A dans
Panneau R[X7q,..., X,].

Notation: Soit P € R[X1,..., X},], on note P(9) opérateur différentiel obtenu en remplagant les

X, par les opérateurs différentiels X lesiP=>)_ a,X{"... X", ona:
(3

Hled
PO =2 oz xg Mkl =zt ton
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Proposition 0.1 (Admise) Soient P,Q € R[Xq,...,X,]. On note P.QQ leur produit.
Alors, on a :

(P.Q)(9) = P(8) 0 Q(9).

Définition 0.5 Soient P,Q € R[X1,...,X,], on définit une forme bilinéaire {.,.) surR[Xy,..., X,]
par :

(P,Q) = P(9)(@Q)(,...,0).

Exercice 3

1. Soient P, @ deux polynomes homogeénes non nuls tels que deg(P) # deg(Q). Montrer que :
(P,Q) = 0.
2. Soient P,Q, R € R[X1,...,X,]. Montrer que :
(P.Q,R) =(Q, P(0)(R)).

3. Montrer que la forme bilinéaire (., .) détermine un produit scalaire défini positif sur R[ X1, ..., X,]
(on pourra travailler dans une base adaptée).

4. Soit 0 € G,,. Soient P,Q € R[X7,...,X,]. Montrer que :
<0Pa GQ> = <P7Q>

5. Montrer que :
(A, A) =1121 . nl.

(on pourra utiliser le développement du déterminant de Vandermonde

I CHENUUEND ¢
1 X ... Xyt
1 X, ... xp!

dont on admettra lexpression factorisée).

Notations: Soit k un paramétre réel.
- (e1,...,en) désigne la base canonique de R™;
— R désigne le sous-ensemble fini de R™ défini par :

Rt ={ei—ej;1<i<j<n}

—pour B = e, —e; € RT (avec i < j), on note abusivement Xg = X; — X;, 03 = 60, ; la
transposition (4, j) de &,, et Ag I’application linéaire donnée, pour @ € R[Xy,...,X,], par:

Q-"Q _Q-"Q

M@ =g =5

Définition 0.6 Soit | € N tel que 1 < | < n. L’opérateur de Dunkel d’indice I, noté T;(k), est
défini, pour tout polynome P € R[Xq,...,X,] par :

0 — Oy o
TH@ = ga+h 3 (ne—a) g = fe+h 3 (A)A(Q)
1<i<j<n ¢ BERT

Exercice 4
1. Soit @ un polyndéme homogéne non nul. Montrer que pour tout entier [ tel que 1 <1 < n, le
polynome T;(k)(Q) est nul ou homogéne de degré deg(Q) — 1.

2. Montrer que pour tout polynoéme @ € R[X,...,X,], pour tout o € &,, et pour tout entier
ltelque 1 <l <n,ona:

7 (Ti(k)(Q)) = Towy (F)(°Q)-
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Notations:

— Pour tout entier [ tel que 1 < [ < n, on note M; 'opérateur de multiplication par X,
autrement dit, pour tout @ € R[Xy,...,X,],on a:

M;(Q) = X,.Q.

— On note D(k) l'opérateur défini par :
D) = 3 Tk
=1

Exercice 5

1. Soient P,Q € R[X,..., X,]. Soit 8 € RT. Montrer que :
As(P.Q) = P.As(Q) + As(P). (7 Q).

2. En utilisant la question précédente, montrer que, pour tout couple (i,j) d’entiers tels que
1 <4< j <n,on a, entre opérateurs de R[X1, ..., X,], Pégalité :

[T(k), My] = (ei,e)Id+k Y (B,e:)(B,e;)p(6).

BERT

3. Soit [ un entier tel que 1 <[ < n. Déduire des questions précédentes que, entre opérateurs
de R[X1,...,X,], on a I’égalité :

[D(k), M) = 2Ti (k)

(on pourra utiliser la formule sur le commutateur donnée au début).
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