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Notation: Soit E une partie de R
n
et soit A ∈ GLn(R). On note A(E) l'image de E par l'endo-

morphisme de R
n
anoniquement assoié à A.

Dé�nition 0.1 Soit E une partie de R
n
. On appelle �gure polaire de E, notée E∗

, la partie de

R
n
dé�nie par :

E∗ = {y ∈ R
n; ∀x ∈ E, 〈x, y〉 ≤ 1}.

Notation: O le veteur nul de R
n
.

Dé�nition 0.2 Une partie E de R
n
est dite O-symétrique si elle est globalement invariante par

la symétrie entrale a�ne de entre O.

Dé�nition 0.3 On dit qu'une partie E de R
n
est un orps onvexe si elle est onvexe et d'intérieur

non vide.

Soit K un orps onvexe ompat de R
n
ontenant O dans son intérieur.

Exerie 1

SoientK0 et K1 deux parties onvexes de R
n
. Soit θ un réel dans [0, 1]. Montrer queKθ est onvexe,

où :

Kθ = (1 − θ)K0 + θK1 = {x ∈ R
n; ∃(x0, x1) ∈ K0 ×K1, x = (1− θ)x0 + θx1}.

Exerie 2

Soit A ∈ GLn(R). Montrer que (A(K))∗ = tA−1(K∗).

Exerie 3

Soit x ∈ R
n
, on pose : Ix = {λ ∈ R+;x ∈ λK}.

1. Montrer que Ix est un intervalle fermé non majoré de R+.

2. On pose jK(x) = inf Ix ∈ R+. Soit ∂K la frontière de K. Montrer que :

x ∈ K ⇔ jK(x) ≤ 1 et x ∈ ∂K ⇔ jK(x) = 1.

Exerie 4

1. Expliiter K∗
, jK et jK∗

dans les as suivantes :

(a) K est le disque unité eulidien de R
2
;

(b) K est le arré K = {(x1, x2) ∈ R
2;−1 ≤ x1, x2 ≤ 1} ;

() K est un parallélogramme de entre O.

2. Montrer que K∗
est un orps onvexe, ompat, ontenant O dans son intérieur et que :

∀y ∈ R
n, jK∗(y) = max{〈x, y〉, x ∈ K}.

3. On suppose que K est O-symétrique. Montrer que jK et jK∗
sont des normes. Que peut-on

dire de (Rn, jK) et de (Rn, jK∗) ?

Exerie 5

On note pK la projetion sur le onvexe ompat K.

1. Soit a /∈ K. Soit H l'hyperplan passant par pK(a) et orthogonal à la droite passant par a et

pK(a). Montrer qu'il existe une équation de H de la forme :

H = {x ∈ R
n; 〈x, u〉 = 1},

pour un ertain veteur u ∈ R
n
tel que 〈a, u〉 > 1 et tel que pour tout x ∈ K, 〈x, u〉 ≤ 1.

2. Montrer que (K∗)∗ = K.
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Exerie 6

Soit prH une projetion (a�ne) de R
n
d'image l'hyperplan a�ne H et de diretion quelonque D

(une droite a�ne) non parallèle à H . On munit l'espae a�ne d'un repère (non néessairement or-

thogonal) tel queH soit l'hyperplan d'équation xn = 0 etD la droite d'équation x1 = x2 = . . . = xn−1 = 0.
Montrer qu'il existe φK et φK

des appliations de prH(K) dans R respetivement onvexe et on-

ave telles que :

K = {x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n; (x1, . . . , xn−1) ∈ prH(K) et φK(x1, . . . , xn−1) ≤ xn ≤ φK(x1, . . . , xn−1)}.

Dé�nition 0.4 On appelle ellipsoïde (entré en O) la boule unité pour une forme quadratique

dé�nie positive de R
n
. Cela revient au même de se donner une matrie A symétrique dé�nie

positive et de onsidérer le sous-ensemble E(A) de R
n
des x tels que 〈x,Ax〉 ≤ 1.

Notation: E l'ensemble des ellipsoïdes.

Exerie 7

Soit A une matrie symétrique dé�nie positive. Montrer qu'il existe une matrie B symétrique

dé�nie positive telle que B2 = A−1
. En déduire qu'un ellipsoïde est l'image de la boule unité

eulidienne par une appliation linéaire.

Exerie 8

Montrer que l'appliation A 7−→ (detA)−1/2
de l'ensemble des matries symétriques dé�nies posi-

tives dans R
∗

+ est stritement onvexe.

Exerie 9

Soit K un orps onvexe ompat O-symétrique de R
n
.

1. Soit v ∈ R
∗

+. Montrer que l'ensemble EK,v des ellipsoïdes de R
n
ayant un volume supérieur à

v et inlus dans K est une partie ompate de E .

2. En déduire qu'il existe un unique ellipsoïde EK de R
n
inlus dans K de volume maximal

pour ette propriété.
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