
Prépa agreg TD 2 - Polyn�mes 2015�2016

Exer
i
e 1 (Extrait des sujets 2008 - 2011)

Soit K un 
orps. Soit P = Xn +
∑n−1

i=0 aiX
i ∈ K[X ] un polyn�me unitaire de degré n. On note

MP ∈ Mn(K) la matri
e 
ompagnon, i.e. :
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Si M ∈ Mn(K), on note CM (X) = det(XIn −M) le polyn�me 
ara
téristique (unitaire) de M .

1. Montrer que CMP
= P .

2. Soit λ ∈ K. Montrer que le rang de MP − λIn est supérieur ou égal à n− 1.

3. Montrer l'équivalen
e entre les trois assertions suivantes :

(a) le polyn�me P est s
indé sur K à ra
ines simples ;

(b) toutes les matri
es de EK(P ) = {M ∈ Mn(K);CM = P} sont diagonalisables sur K ;

(
) MP est diagonalisable sur K.

Exer
i
e 2 (Extrait du sujet 2008)

Soit M ∈ GL2(Z) d'ordre �ni m.

1. Montrer que si z est une ra
ine 
omplexe du polyn�me 
ara
téristiqueCM (X) = det(XIn−M),
alors z est ra
ine du polyn�me Xm − 1.

Soit m ∈ N∗
, on note Φm(X) le polyn�me 
y
lotomique d'ordre m, i.e. :

Φm(X) =
∏

{k∈{1,...,m};k∧m=1}

(X − e2iπk/m).

On rappelle que Φm(X) est un polyn�me unitaire à 
oe�
ients entiers, irrédu
tible sur Q[X ]. Le
degré de Φm(X) est φ(m) où φ est la fon
tion indi
atri
e d'Euler. On rappelle également que :

Xm − 1 =
∏

d|m

Φd(X).

2. Montrer, en résolvant ave
 soin l'équation φ(k) = 1, qu'il y a exa
tement deux polyn�mes


y
lotomiques de degré un.

3. Montrer de même qu'il y a exa
tement trois polyn�mes 
y
lotomiques de degré deux dont

on donnera les expressions développées.

4. En déduire que le polyn�me CM (X) appartient à l'ensemble :

{X2 +X + 1, X2 + 1, X2 −X + 1, X2 − 1, (X − 1)2, (X + 1)2}.

5. En déduire que m ∈ {1, 2, 3, 4, 6}.

6. Donner un élément de GL2(Z) d'ordre 6.

Exer
i
e 3 (Extrait du sujet 2011)

Soit K un 
orps.

1. Soit P ∈ K[X ]. Soit a ∈ K une ra
ine de P . Montrer que a est une ra
ine simple de P si et

seulement si P ′(a) 6= 0.

2. Soit P un élément irrédu
tible de Q[X ]. Montrer que les ra
ines de P dans C sont simples.

3. Soient P et Q dans Q[X ] unitaires, tels que P ∈ Z[X ] et que Q divise P dans Q[X ]. Montrer

que Q ∈ Z[X ] (indi
ation : on pourra utiliser le lemme de Gauss : Si U ∈ Z[X ] \ {0}, soit
c(U) le pg
d des 
oe�
ients de U . Alors, pour tout 
ouple (U, V ) d'éléments de Z[X ] \ {0},
on a c(UV ) = c(U)c(V )).
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Exer
i
e 4 (Extrait du sujet 2009)

Soit K un 
orps de 
ara
téristique nulle. Soient m,n ≥ 1. Soient :

P =

m
∑

k=0

akX
k

et Q =

n
∑

k=0

bkX
k.

On dé�nit le résultant de P et Q par le déterminant de taille n+m :

R(P,Q) =
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Soit P ∈ K[X ] de degré n ≥ 1 et de 
oe�
ient dominant an. On dé�nit le dis
riminant de P par :

∆(P ) =
(−1)n(n−1)/2

an
R(P, P ′).

1. Soient α, β, γ ∈ K. Montrer que le dis
riminant du polyn�me P = −X3 + αX2 + βX + γ est

−27γ2 − 18αβγ + α2β2 − 4α3γ + 4β3
.

2. On pose dans M3(K) :

M =





m1 m2 m3

m4 m5 m6

m7 m8 m9





et N =





s 0 0
0 0 0
0 0 1





ave
 s 6= 0, 1. Montrer que le dis
riminant du polyn�me 
ara
téristique χM+λN = det(M+λN−XI3)
de M + λN est un polyn�me de degré 6 en λ dont le 
oe�
ient dominant est (s(1− s))2.

3. On pose dans M3(K) :

B =




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et Q =


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

et on note χP = det(P −XI3) = −X3 + aX2 + bX + c.

(a) Montrer que si
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= 0, on a :

∀λ ∈ K, χB+λQ = −X3 + (a+ λ)X2 + (b − (b1 + b5)λ)X + c.

(b) Montrer alors que si de plus b1 + b5 6= 0, le dis
riminant de PB+λQ est un polyn�me de

degré 4 en λ et déterminer son 
oe�
ient dominant.

Exer
i
e 5 (Extrait du sujet 2012)

Soit K un 
orps. Soit d ∈ N∗
. On �xe m = (m1, . . . ,md) ∈ (N∗)d. Pour tout P ∈ K[X1, . . . , Xd],

on note πm(P ) = deg(P (Tm1 , . . . , Tmd)). Pour tout n ∈ N, soit :

Hm,n = {P ∈ K[X1, . . . , Xd];P (Tm1X1, . . . , T
mdXd) = T nP (X1, . . . , Xd]}.

1. Soit P un mon�me de K[X1, . . . , Xd]. Existe-t-il un n ∈ N tel que P appartienne à Hm,n ?

2. Démontrer que Hm,n est un K-espa
e ve
toriel de dimension �nie dont on donnera une base.

3. Démontrer que K[X1, . . . , Xd] est la somme dire
te des sous-espa
es Hm,n où n dé
rit N.
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