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Exerie 1 (Extrait du sujet 2007)

Soit F16 le orps �ni à 16 éléments.

1. (a) Comment peut-on onstruire F16 ?

(b) Démontrer que le groupe multipliatif F∗

16 est formé des puissanes suessives d'un

élément ω véri�ant l'égalité ω4 + ω3 + 1 = 0.

() Démontrer que ω, ω2
, ω4

et ω8
sont les raines du polyn�me X4 +X3 + 1 dans F16.

(d) Démontrer que la famille (ω, ω2, ω4, ω8) est une base de F16 sur F2.

2. (a) Soit a ∈ F16. Résoudre dans F16 l'équation x5 = a, en disutant éventuellement selon la

valeur de a.

(b) Démontrer qu'il existe quatre éléments γ ∈ F16 tels que, pour haun d'eux, la famille

(γ, γ2, γ4, γ8) est une base de F16 sur F2 telle que le produit de deux de ses éléments

appartient à la base ou est égal à 1.

Exerie 2 (Extrait du sujet 2011)

Soit p un nombre premier. Soit Fp le orps �ni Z/pZ. Soit Fp une l�ture algébrique du orps Fp.

Pour P ∈ Z[X ], on note P l'élément de Fp[X ] obtenu en réduisant P modulo p. Si M ∈ Ml(Z),
on note M la matrie de Ml(Fp) obtenue en réduisant M modulo p.

1. Montrer que si M,N sont deux matries de Ml(Z) semblables sur Z, alors M et N sont

semblables sur Fp.

2. Soit P ∈ Z[X ] non onstant dont les raines dans C sont simples.

(a) Montrer qu'il existe d ∈ N∗
et S, T ∈ Z[X ] tels que : SP + TP ′ = d.

(b) Si p ne divise pas d, montrer que les raines de P dans Fp sont simples.

3. Soit M ∈ Ml(Z) diagonalisable sur C.

(a) Montrer qu'il existe un élément P ∈ Z[X ] unitaire dont les raines omplexes sont toutes

simples et tel que P (M) = 0.

(b) Montrer qu'il existe un entier dM tel que si p ne divise pas dM alorsM est diagonalisable

sur Fp.

Exerie 3 (Extrait du sujet 2002)

Soit p un nombre premier impair. On appelle espae semi-quadratique un triplet (E, b, f) où E est

un espae vetoriel de dimension �nie sur Fp, b une forme bilinéaire sur E non dégénérée et f une

forme linéaire sur E telle que :

∀x ∈ E, ∀y ∈ E, b(x, y) + b(y, x) = 2f(x)f(y). (1)

Un espae semi-quadratique (E, b, f) possède un veteur entre e et un poids λ dé�nis par :

∀x ∈ E, b(x, e) = f(x) et f(e) =
1− λ

2
.

Soient E = (E, b, f) et E ′ = (E′, b′, f ′) deux espaes semi-quadratiques. On appelle isomorphisme

de E sur E ′
une appliation linéaire bijetive φ : E −→ E′

telle que :

∀x ∈ E, f ′(φ(x)) = f(x),

∀x ∈ E, ∀y ∈ E, b′(φ(x), φ(y)) = b(x, y).

1. Soit E = (E, b, f) un espae semi-quadratique de dimension 1 et de poids −1. Soit e le veteur
entre de E . Montrer que : f(e) = b(e, e) = 1.
En déduire qu'il existe un espae semi-quadratique de dimension 1 et de poids −1. Puis
montrer que deux tels espaes sont isomorphes.

2. Soit En l'espae vetoriel Fn
p de dimension n, on note {e1, . . . , en} sa base anonique. La

forme linéaire sur En qui envoie haque ei en 1 sera notée f .
Montrer qu'il existe une unique forme bilinéaire b sur En telle que :

� ∀i ≤ n, b(ei, ei) = 1 ;
� ∀i < j ≤ n, b(ei, ej) = 0 ;
� En = (En, b, f) est un espae semi-quadratique.

Caluler b(ei, ej) pour i > j.

3. Soient m,n ∈ N∗
. Montrer que En+m est isomorphe au produit orthogonal de En et de Em.
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