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Exerie 1 (Extrait du sujet 2002)

On appelle espae sesquilinéaire symétrique un ouple (E, b) où E est un espae vetoriel de

dimension �nie sur C et b est une forme sesquilinéaire symétrique sur E, i.e. :

∀λ ∈ C, ∀x, y ∈ E, b(λx, y) = λb(x, y) et b(x, λy) = λb(x, y);

∀x, y ∈ E, b(x, y) = b(y, x).

Une base B = (e1, . . . , en) d'un espae sesquilinéaire symétrique (E, b) est dite semi-orthonormée

si elle est orthogonale et que pour tout i, b(ei, ei) est égal à 1, 0 ou −1.

1. Soit (E, b) un espae sesquilinéaire symétrique. On suppose b non nulle. Montrer qu'il existe

un veteur x ∈ E tel que b(x, x) soit non nul. Montrer qu'il existe un veteur y ∈ E tel que

b(y, y) soit égal à 1 ou −1.

2. Soit (E, b) un espae sesquilinéaire symétrique. Montrer qu'il existe une base semi-orthonormée

de (E, b).

3. On suppose que E est l'espae vetoriel C2
et que la forme b est dé�nie par la matrie :

A =

(

0 1
1 0

)

.

Construire une base semi-orthonormée de (E, b).

4. Soit (E, b) un espae sesquilinéaire symétrique. Soit B = (e1, . . . , en) une base semi-orthonormée

de (E, b). Soit E+ (respetivement E−, E0) le sous-espae vetoriel de E engendré par les

veteurs ei véri�ant b(ei, ei) = 1 (respetivement b(ei, ei) = −1, b(ei, ei) = 0). Soit F un

sous-espae vetoriel de E.

(a) Montrer que F ∩ (E− ⊕E0) est nul si b est dé�nie positive sur F et que F ∩ (E+ ⊕E0)
est nul si b est dé�nie négative sur F .

(b) En déduire que le nombre

∑

i b(ei, ei) est indépendant de B. Ce nombre sera noté σ(E).

5. Soient n > 0 un entier et E l'espae vetoriel Cn
muni de sa base anonique (e1, . . . , en). Soit

b la forme sesquilinéaire sur E véri�ant :

b(ei, ej) =

{

1 si i+ j = n+ 1,

0 sinon.

Caluler le nombre σ(E).

Exerie 2 (Extrait du sujet 2002)

Soit (E, b) un espae sesquilinéaire. Si F est un sous-espae vetoriel de E, on appelle orthogonal

à droite (respetivement orthogonal à gauhe) de F l'ensemble noté F⊥
(respetivement

⊥F ) des

veteurs x ∈ E qui véri�ent :

∀y ∈ F, b(y, x) = 0 (respetivement b(x, y) = 0).

On dit que la forme b est non-dégénérée si E⊥
et

⊥E sont nuls.

1. Soit (E, b) un espae sesquilinéaire. Soit B = (e1, . . . , en) une base de E. Soit M la matrie

de b dans ette base, i.e. la matrie dont les oe�ients sont les nombres b(ei, ej).

(a) Soient x et y deux veteurs de E etX et Y les matries olonnes ayant omme oe�ients

les oordonnées de x et y dans la base B. Montrer la formule :

b(x, y) = tXMY .

(b) Montrer que les quatre onditions suivantes sont équivalentes :

i. b est non-dégénérée ;

ii. M est inversible ;

iii. E⊥ = {0} ;

iv.

⊥E = {0}.
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2. Soit (E, b) un espae sesquilinéaire. Soit F un sous-espae vetoriel de E.

(a) Montrer que F⊥
et

⊥F sont des sous-espaes vetoriels de E.

(b) Montrer les inégalités :

dimF + dimF⊥ ≥ dimE et dimF + dim ⊥F ≥ dimE.

Montrer que es inégalités sont des égalités si b est non-dégénérée sur E.

() On suppose que b est non-dégénérée sur F . Montrer les égalités :

E = F ⊕ F⊥ = F ⊕ ⊥F.

3. Soit E l'espae vetoriel C2
muni de sa base anonique (e1, e2). Soit b la forme sesquilinéaire

sur E véri�ant :

∀i ∈ {1, 2}, b(ei, e1) = 0 et b(ei, e2) = 1.

Déterminer un sous-espae vetoriel F de E tel que F⊥
et

⊥F n'aient pas la même dimension.
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