
Prépa agreg TD 6 - Géométrie projetive 2015�2016

Exerie 1 (Extrait du sujet 2007)

Une ubique sur un orps K est l'ensemble Γ des points M = (x, y) ∈ K
2
annulant un polyn�me

du troisième degré :

P (X,Y ) = aX3 + bX2Y + cXY 2 + dY 3 + eX2 + fXY + gY 2 + hX + iY + j

à oe�ients dans K. Dans toute la suite P est supposé non nul.

1. Dans ette question, on prend Γ la ubique dé�nie par le polyn�me P = X3
− Y ∈ R[X,Y ].

(a) La traer à main levée.

(b) Démontrer que toute droite oupe Γ en exatement un ou trois points en omptant leur

multipliité éventuelle et que, lorsqu'il existe trois points d'intersetion notésA = (xA, yA),
B = (xB, yB), C = (xC , yC) :

xA + xB + xC = 0.

On note Ω le point de oordonnée (0, 0) de Γ. Pour tout ouple (A,B) de points de Γ, on
onsidère le troisième point C d'intersetion ave Γ de la droite AB (ou de la tangente en

A à Γ si B = A), puis le troisième point d'intersetion A ∗ B de la droite ΩC ave Γ. Cei
dé�nit sur Γ une loi multipliative ∗.

() Démontrer que (Γ, ∗) est isomorphe à (R,+).

2. Reprendre la question 1. pour P = X3
− 3XY − 1 ∈ R[X,Y ] et Ω = (1, 0) en préisant à

quel groupe usuel est isomorphe (Γ, ∗) dans et exemple.

3. On étudie dans la suite des ubiques du plan projetif. On onsidère un polyn�me non nul à

trois variables :

P (X,Y, Z) = aX3 + bX2Y + cXY 2 + dY 3 + eX2Z + fXY Z + gY 2Z + hXZ2+ iY Z2 + jZ3.

La ubique assoiée est l'ensemble Γ des points du plan projetif dont les oordonnées ho-

mogènes (X,Y, Z) véri�ent P (X,Y, Z) = 0. Démontrer que l'intersetion de Γ ave toute

droite du plan projetif est onstituée d'exatement un ou trois points, en omptant toujours

les multipliités éventuelles.

4. Dans ette question, on onsidère P = Y 3
− X2

− Y 2
et le polyn�me homogène assoié

P = Y 3
−X2Z − Y 2Z.

(a) Dans ette question, on se plae dans le plan a�ne eulidien R
2
et on onsidère la ourbe

γ d'équation y3 = x2 + y2 privée du point (0, 0). En hoisissant un paramétrage de γ

(par exemple en oordonnées polaires), étudier ette ourbe et la traer, en préisant

l'allure des branhes in�nies s'il en existe.

Dans la suite de la question 4, on onsidère dans le plan projetif la ubique Γ d'équation

Y 3
−X2Z − Y 2Z = 0 privée du point de oordonnées (0, 0, 1). On hoisit pour Ω le point à

l'in�ni (1, 0, 0) et on dé�nit le omposé A ∗B de deux points quelonques de Γ omme en 1.

(b) Montrer que Γ admet omme paramétrage :











X = cos θ;

Y = sin θ;

Z = sin3 θ.

où θ dérit R.

Si A et B sont deux points de Γ, aratériser le point C tel que C = A ∗B.

() Démontrer que (Γ, ∗) est isomorphe à un groupe usuel qu'on préisera.
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