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Exer
i
e 1 (Extrait du sujet 2012)

1. Soient p et q des entiers stri
tement positifs et premiers entre eux. On pose x =
p

q
. Démontrer

que la suite (un)n∈N dé�nie par :

un = Card (Z ∩ [0, nx])− nx,

pour n ∈ N est une suite périodique dont on déterminera la période.

2. Soient a, b, c, d ∈ Z. On pose A = (a, b) et B = (c, d) ∈ Z
2
. On note [A,B] le segment de R

2

d'extrémités A et B. Démontrer que :

Card

(

[A,B] ∩ Z
2
)

= pg
d(c− a, d− b) + 1.

Dans la suite de 
ette partie, on munit R
2
de sa stru
ture eu
lidienne usuelle et de la mesure

usuelle, 
'est-à-dire 
elle obtenue en faisant le produit des mesures de Lebesgue sur R. On appelle

polygone de R
2
l'enveloppe 
onvexe d'un ensemble �ni de points. Si X est une partie de R

2
, on

note ∂X sa frontière, 
'est-à-dire X \X0
où X désigne l'adhéren
e de X et X0

son intérieur. Soit

P un polygone de R
2
. On dit que P est un polygone à sommets entiers s'il est l'enveloppe 
onvexe

d'une partie �nie de Z
2
.

Soit P une partie 
ompa
te de R
2
. On note V (P) son aire. On dit que la partie P véri�e la formule

de Pi
k, si elle véri�e la formule :

Card(P ∩ Z
2) = V (P) +

1

2
Card(∂P ∩ Z

2) + 1.

3. (a) Soient a, b, c, d ∈ Z ave
 a < b et c < d. Le re
tangle [a, b]× [c, d] véri�e-t-il la formule

de Pi
k ?

(b) Soient a, b des entiers non nuls. Le triangle obtenu 
omme enveloppe 
onvexe des points

(0, 0), (a, 0) et (0, b) véri�e-t-il la formule de Pi
k ?

4. (a) Démontrer qu'un polygone est une partie 
ompa
te de R
2
.

(b) Soit P un polygone d'intérieur non vide. Démontrer que l'intérieur de P est dense dans

P .

5. Soient P1 (respe
tivement P2) un polygone, enveloppe 
onvexe d'une partie �nie S1 (respe
-

tivement S2) de Z
2
. On suppose que les intérieurs de P1 et P2 sont non vides et que P1 ∩P2

est un segment [A,B] où A et B sont des éléments distin
ts de S1 ∩ S2.

(a) Démontrer l'égalité [A,B] = ∂P1 ∩ ∂P2.

(b) Démontrer que P1 est 
ontenu dans l'un des demi-plans fermés de frontière la droite

(AB).

(
) On suppose que P1 et P2 véri�ent la formule de Pi
k. Démontrer qu'il en est de même

pour P1 ∪ P2.

(d) On suppose que P1 et P1 ∪ P2 véri�ent la formule de Pi
k. Que peut-on dire pour P2 ?

6. Soit P un polygone à sommets entiers et d'intérieur non vide. Soit S un ensemble de 
ardinal

minimal dont P est l'enveloppe 
onvexe. On note N le 
ardinal de S.

(a) Soit A ∈ S. Démontrer que A n'est pas bary
entre à 
oe�
ients positifs de points de

S \ {A}.

(b) Soient A,B,C,D quatre points distin
ts de S. Soient (α, β, γ) le système de 
oordonnées

bary
entriques de D dans le repère a�ne (A,B,C) tel que α + β + γ = 1. Démontrer

qu'un et un seul des nombres α, β, γ est stri
tement négatif.

(
) On suppose N ≥ 3. Démontrer qu'on peut 
hoisir une bije
tion i 7−→ Ai de {1, . . . , N}
sur S de sorte que A1 soit le seul point de S dans un des deux demi-plans ouverts de

frontière la droite (A2A3) (il est re
ommandé de faire un dessin).

(d) On suppose N ≥ 4. Soit M un point de P qui n'appartient pas à l'enveloppe 
onvexe

de {A2, . . . , AN}. Démontrer que M appartient à l'enveloppe 
onvexe de {A1, A2, A3}
(on pourra éventuellement é
rire M 
omme bary
entre à 
oe�
ients positifs des points

A1, . . . , Ak ave
 k minimal).

(e) Démontrer que P est la réunion de N − 2 triangles dont les sommets appartiennent à S

et dont les intérieurs sont non vides deux à deux disjoints.
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