RESOLUGCAO DO EXAME FINAL 12 DATA
2013/14

1. a) Sejam 1 e 2 os indices que identificam as regides em que o potencial vale 0 e V_0, respectivamente. As
solugdes da ESIT nas duas regides sao

k =Sqrt[2mEn] / h; k=.; y1 = AExp[ikx] + BExp[- 1 k x]

Be—ikx +Aejkx

Kk =8qrt[2m (VO - En)] /A; x=.; y2 = CExp[-xx]

Ce™™
e as condigdes de matching sao

{y1 /. x>0} =0

{A+B} =

¥l = FullSimplify[¢l /. B - -A]

21iASin[k x]

Y1 /. x> a} == {Yy2 /. x> a}
{21ASin[ak]} = {Ce*"}
{D[¥1l, x] /. x>»>a} == {D[¢¥2, x] /. x> a}

{2 ]'].AkCOS[ak]} - {*C@iaK}(}

Eliminando a constante arbitraria A, vem
Solvelk Cot[ak] == - x, K]

{{k—>-kCot[ak]}}

b) Vejamos como se simplifica esta equac¢ao no caso dado.
Simplify[x~2 == 2m (V0) /A*2 - k*2 /. VO (3/a)*2h*2/ (2m) ]

9
k? +x? = —

a2

9
Simplify[Cos[ka]"2/Sin[ka] A2 - k*2/k*2 /. {xz -> - kz}]
a
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Simplify[l— —+Cot[ak]® /. {Cot[ka] "2~ (1 - sinka"2) /sinka"Z}]

a?k
9 1

+
a?k? sinka?

ou seja, a equagio geral reduz-se a equagao
9Sin[x] 2 = x*2 ;

onde x = k a. E facil ver que esta equagio transcendente tem uma Unica solucéo positiva, X, no segundo quadrante,
Plot[{3Sin[x], x}, {x, -Pi, Pi}]

3

3l
de modo que a energia do Unico estado ligado vem dada em fung¢ao de X por

Solve[X*2/a”*2 ==2mEn /A, En]

e ot

2. a) Convem obter de (2) também as expressdes dos estados proprios de B em fungao dos de A.

X? h

2a’m

Solve[{¢l == (2 /Sqrt[13]) x1 + (3 /Sqgrt[1l3]) x2,
¢2 = (3/8Sqrt[13]) x1 - (2/Sqrt[13]) x2}, {x1, x2}]

2¢1 3 ¢2 3¢1 2 ¢2
{{Xle + , X2 > - }}
Vi Vi3 Vi V13

Apds a medida cujo resultado é a1, o sistema esta no estado ¢1. Com probabilidade 4/13 (resp. 9/13) a segunda
medida da b1 (resp. b2). Se da b1, entdo com probabilidade 4/13 a terceira medida da at, e se da b2, entao com

probabilidade 9/13 a terceira medida d&a al. Portanto, a probabilidade de que a terceira medida dé al é (4/13)*2 +
(9/13) ~2.

b) A propriedade enunciada é equivalente a mostrar que a matriz de mudanga de base dos ¢i para os yi, M, dada
por (2) é unitaria. Ora
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M= (1/8sqrt[13]) {{2, 3}, {3, -2}}; MatrixForm[M]

2 3
V13 V13

3 2
V13 V13

é real e simétrica, portanto é unitdria sse M2 = Id:
M.M
{{1, 0}, {0, 1}}
c) Em geral, operadores hermiticos tém vaps reais.
<p_ilAlp_i>=a_i*=<¢_ilA* lp_i>=<¢_ilAlp_i>=a_i
d) Construimos a representagio de A e de B na base dos ¢i e calculamos o comutador:
A= {{al, 0}, {0, a2}}; B¢l = (1/Sqrt[13]) (2x1 + 3x2) /. {x1 » blxl, x2 » b2 x2}
2 bl x1 +3Db2x2
Vi3
2¢1 342 3¢1 2¢2

iz v NG T

2bl x1 +3b2 x2

V13

Bol = Collect[ } {61, $2}, Simplify]

1 6
— (4Dbl+9b2) ¢l + — (bl - b2) ¢2
13 13

B¢2 = (1/8Sqrt[13]) (3x1 - 2x2) /. {x1 » blxl, x2 » b2 x2}

3bl x1-2Db2 x2

V13
3bl x1-2b2 x2 261  3¢2 361 2¢2
B2 = Collect[ - . {xl - + , X2 - - } (61, 62}, Simplify]
V13 V13 V13 V13 13
6 1
(b1 -Db2) ¢l + — (9 Dbl +4Db2) $2

13 13

B = {{% (4b1 + 9b2), % (bl—b2)}, {% (bl - b2), 11—3 (9b1+4b2)}}

H% (4bl+9Db2), ° (b:bz) } {6 (b:bz) , % <9b1+4b2)}}

Ho, l%al (bl - b2) - %aZ (bl—bZ)}, {—%al (bl - b2) + %az (bl - b2), o}}

Portanto A e B comutam se a1=a2 ou b1=b2.

3. a) Sao respectivamente 721 (I1+1) e z m.
b) Ortonormalizagao:
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Y10[6, ¢] :=Sqrt[3/ (4m)] Cos[6]; Y11l[O, @] := -Sqgrt[3/ (8x)] Sin[6] Exp[i ¢];
Y1Iml[6, ¢] :=Sqrt[3/ (8x)] Sin[6] Exp[-1 ¢];
Integrate[Y10[6, ¢]*2Sin[6], {6, 0, 7}, {¢, 0, 27}]

1

Integrate[Y10[6, ¢] Y11[6, @] Sin[6], {6, O, 7}, {@, 0, 2 7m}]

0

Integrate[Y10[6, ¢] YIml[6, ¢] Sin[6], {6, 0, 7}, {¢, 0, 2 7}]

0

Integrate[Y11[6, ¢] Conjugate[Y1l1l[6, ¢]] Sin[6], {6, 0, 7}, {e, 0, 2 7}]

1

Integrate[Y1ml[6, ¢] Conjugate[Y1Iml[6, ¢]] Sin[6], {6, 0, 7}, {¢, 0, 2m}]

1

Integrate[Y11[6, ¢] Conjugate[Y1ml[6, ¢]] Sin[6], {6, 0, 7}, {¢, 0, 27}]

0

LzY Im=m#aY_Im:

Simplify[- 1 AD[Y11[6, @], ¢]/Y11l[e, ¢]]

h

Simplify[- 1 AD[Y1Iml1[6, @], ¢] /Y¥1ml[6, ¢]]

-h

D[Y10[e, ¢], ¢]

0

c)TemosL x=(L ++L -)2, L x2=(L+2+L -"2+L +L_-+L -L +)/4. Da definigao decorre imediatamente
que <Im|L_+|lIm>=<Im|L_-|Im>=0, e portanto <Im|L_x|Im>=0. Quanto a <Im|L_x"2|lm>= <Im|L_+ L_- + L_- L_+|Im>/4,
tem-se

<Im|L+L-|Im>=c_-(m)<Im|L_+|Im-1>=c_-(m)c_+(m-1)<Im|Im>=c_-(m) c_+(m-1),

onde c_+(m) e c_-(m) sao os factores dados na equagao (3) do enunciado, assim como

<Im|L-L +]|Im>=c_+(m)<Im|L_+ |Im+1>=c_+(m)c_-(m+1) <Im || m>=c_+(m) c_-(m+1). Portanto
<Im|L_x*2|Im>= (c_-(m) c_+(m-1) +c_+(m) c_-(m+1) )/4 = (7"2/4) (Sqrt[l(I+1) - m (m-1)]Sqrt[l(I+1) - m (m-1)] + Sqrt[l-
(I+1) - m (m+1))1Sart{l(I+1) - m (Mm+1))]) = (#*2/4) (I(I+1) - m (M-1)+ [(I+1) - m (M+1))= 2 #"2 (I(I+1) - m"2).

d Lx|1-1>=(L++L-)[1-15)/2=(L +|1-1>)/2=(ASqrt(1.2+1.0)/2)]10>=(#~/2)]|10>;
Lx|10>=(L++L-)][105)/2=(L_+]105)/2+ (L +]|105)/2= @~ 2)(]11>+]1-15);
Lx|11>=(L ++L-)[115)/2=(L-|11>)/2=(#Sqrt(1.2+1.0)/2)]10>=(A/~/2)]10>.

Portanto, a representacao de L_x nesta base é a matriz
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(= Lk =8 {{0, 1/8sqrt[2], 0}, {1/ Sqrt[2], O, 1/ Sqrt[2]}, {0, 1/Sqgrt[2], 0}}; MatrixForm[Lx]

Out[1])//MatrixForm=

0 B 0
V2o
Ay
N2 N2
0 X 0
V2o

2= Sqrt[2]

Outl2l= V2

Os valores proprios de L_x sado -1,0 e 1 (independentes da base). Os estados préprios de Lx nesta base séo os

vectores proprios normalizados desta matriz associados as estes trés valores préprios,

M-1> x=(1-1>-4/2 [10> +|115)/2
10> x=(1-1>+[11>+)~/2
1> x=(1-1>++/2 |[10> +[115)/2

e) Um dos feixes exteriores corresponde ou a |1 -1>_x ou a |1 1>_x. Pela alinea anterior, uma medida de L_z separa
este feixe em trés feixes, de intensidades relativas 1, 1/2, 1. Uma medida de L_z sobre o feixe central separa-o em

dosi feixes de igual intensidade.

4. Intervieram directamente nos calculos os postulados da decomposigao espectral e do colapso da fungdo de onda.



