
TESTE INTERCALAR

08-11 Novembro 2013

a) A relação de dispersão para a partícula livre é E=Ñ^2 k^2/2m, cujo gráfico em unidades reduzidas é a parábola

Plot@x^2, 8x, −3.5, 3.5<D
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Vejamos como se modifica esta representação se identificarmos valores de k que diferem, por exemplo, de duas

unidades. A variável  independente passa a tomar valores num círculo,  de modo que o gráfico da função se

inscreve num cilindro. A figura seguinte é a representação plana desse cilindro, e as linhas verticais de abcissas

1 e -1 devem ser vistas como estando identificadas. 

ParametricPlot@8Mod@x, 2, −1D, x^2<, 8x, −3.5, 3.5<, AspectRatio → 1 ê 2D
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b) Consideremos então o potencial periódico de período a definido no intervalo [0,a] por

V@x_D := V0 ê; Mod@x, aD < a − b;

V@x_D := 0 ê; Mod@x, aD > a − b;

V0 =.; a =.; b =.;

? V

Global`V

V@x_D := V0 ê; Mod@x, aD < a − b

V@x_D := 0 ê; Mod@x, aD > a − b



V0 = 1; a = 2; b = 2 ê 3; Plot@V@xD, 8x, −3, 3<D
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A equação de Schrödinger independente do tempo nos poços e nas barreiras escreve-se

ESITp = ψ''@xD + 2 m En ê —^2 ψ@xD � 0

2 En m ψ@xD
—2

+ ψ′′@xD � 0

ESITb = ψ''@xD + 2 m HEn − V0L ê —^2 ψ@xD � 0

2 m HEn − V0L ψ@xD
—2

+ ψ′′@xD � 0

e as soluções gerais nas duas regiões são 

solp = DSolve@ESITp, ψ, xD

::ψ → FunctionB8x<, C@1D CosB
2 En m x

—
F + C@2D SinB

2 En m x

—
FF>>

solb = DSolve@ESITb, ψ, xD

::ψ → FunctionB8x<, 

2 −En m+m V0 x

— C@1D + 

−

2 −En m+m V0 x

— C@2DF>>

ou seja, temos

α = Sqrt@2 m EnD ê —; α =.; ψp = A Exp@
 α xD + B Exp@− 
 α xD

B 
−� x α + A 
� x α

β = Sqrt@2 m HEn − V0LD ê —; β =.; ψb = C Exp@
 β xD + D Exp@− 
 β xD

D 
−� x β + C 
� x β

e para as derivadas

ψp' = D@ψp, xD

−� B 
−� x α α + � A 
� x α α

ψb' = D@ψb, xD

−� D 
−� x β β + � C 
� x β β

Impondo as condições de matching em x=0, obtemos duas equações para os coeficientes A, B, C e D:
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ψp ê. x → 0

A + B

ψb ê. x → 0

C + D

m1 = A + B == C + D

A + B � C + D

ψp' ê. x → 0

� A α − � B α

ψb' ê. x → 0

� C β − � D β

m2 = α HA − BL � β HC − DL

HA − BL α � HC − DL β

 c) Para uma função de onda de Bloch, ou seja, dada pelo produto de uma onda plana por uma função periódica

de período a,

ψ Hx + aL = u_k Hx + aL e^H
 k Hx + aLL = u_k HxL e^H
 k Hx + aLL = e^H
 k aL ψ Hx L

e o  mesmo vale  para  a  derivada y'(x)  de  uma função de  onda de Bloch.  Vamos então  impor  estas  duas

condições adicionais às soluções gerais encontradas.

ψb ê. x → a − b

D 
−� Ha−bL β + C 
� Ha−bL β

ψp ê. x → −b

A 
−� b α + B 
� b α

m3 = e^H
 k a L IA �−b 
 α + B �b 
 αM == D �−Ha−bL 
 β + C �Ha−bL 
 β

e� a k IA 
−� b α + B 
� b αM � C 
� Ha−bL β + D 
� H−a+bL β

ψb' ê. x → a − b

−� D 
−� Ha−bL β β + � C 
� Ha−bL β β

ψp' ê. x → −b

� A 
−� b α α − � B 
� b α α

m4 = �^H
 k a L IA �−b 
 α 
 α − B �b 
 α 
 αM == −D �−Ha−bL 
 β 
 β + C �Ha−bL 
 β 
 β


� a k I� A 
−� b α α − � B 
� b α αM � � C 
� Ha−bL β β − � D 
� H−a+bL β β

8m1, m2, m3, m4<

9A + B � C + D, HA − BL α � HC − DL β, �
 a k IA �−
 b α + B �
 b αM � C �
 Ha−bL β + D �
 H−a+bL β,

�
 a k I
 A �−
 b α α − 
 B �
 b α αM � 
 C �
 Ha−bL β β − 
 D �
 H−a+bL β β=

d) Para que existam soluções não triviais o determinante deste sistema linear tem que se anular. 
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SimplifyA
DetA981, 1, −1, −1<, 8α, −α, −β, β<, 9�a 
 k �−b 
 α, �a 
 k �b 
 α, − �Ha−bL 
 β, − �H−a+bL 
 β=,

9α �a 
 k �−b 
 α, − α �a 
 k �b 
 α, − β �Ha−bL 
 β, β �H−a+bL 
 β==EE


−� Hb Hα−βL+a βL I
� Ha k+2 b αL Hα − βL2 + 
� H−2 b β+a Hk+2 βLL Hα − βL2 +
4 
� Hb Hα−βL+a βL α β + 4 
� Hb Hα−βL+a H2 k+βLL α β − 
� a k Hα + βL2 − 
� H2 b Hα−βL+a Hk+2 βLL Hα + βL2M

CollectA
�−
 a k �−
 b α �− 
 Ha−bL β ExpandA�
 Ha k+2 b αL Hα − βL2 + �
 H−2 b β+a Hk+2 βLL Hα − βL2 + 4 �
 Hb Hα−βL+a βL α β +

4 �
 Hb Hα−βL+a H2 k+βLL α β − �
 a k Hα + βL2 − �
 H2 b Hα−βL+a Hk+2 βLL Hα + βL2E, 8α , β<, SimplifyE

−
−� Ha β+b Hα+βLL I−1 + 
2 � b αM I
2 � a β − 
2 � b βM α2 − 2 
−� Ha Hk+βL+b Hα+βLL

I
� a Hk+2 βL + 
� Ha k+2 b βL − 2 
� Ha β+b Hα+βLL − 2 
� Ha H2 k+βL+b Hα+βLL + 
� Ha k+2 b Hα+βLL + 
� H2 b α+a Hk+2 βLLM α β −


−� Ha β+b Hα+βLL I−1 + 
2 � b αM I
2 � a β − 
2 � b βM β2

FullSimplifyA−�−
 Ha β+b Hα+βLL I−1 + �2 
 b αM I�2 
 a β − �2 
 b βME
4 Sin@b αD Sin@Ha − bL βD

FullSimplifyA−2 �−
 Ha Hk+βL+b Hα+βLL

I�
 a Hk+2 βL + �
 Ha k+2 b βL − 2 �
 Ha β+b Hα+βLL − 2 �
 Ha H2 k+βL+b Hα+βLL + �
 Ha k+2 b Hα+βLL + �
 H2 b α+a Hk+2 βLLM E
8 HCos@a kD − Cos@b αD Cos@Ha − bL βDL

A existência de soluções depende então da condição

eq = Cos@k aD � Cos@b αD Cos@Ha − bL βD − Sin@b αD Sin@Ha − bL βD Iα2 + β2M ë H2 α βL

Cos@a kD � Cos@b αD Cos@Ha − bL βD −
Iα2 + β2M Sin@b αD Sin@Ha − bL βD

2 α β

Cos@b αD Cos@Ha − bL βD −
Iα2 + β2M Sin@b αD Sin@Ha − bL βD

2 α β
ê.

8β −> Sqrt@µ HEn − V0LD, α → Sqrt@µ EnD<

CosBb En µ F CosBHa − bL HEn − V0L µ F −

HEn µ + HEn − V0L µL SinAb En µ E SinBHa − bL HEn − V0L µ F

2 En µ HEn − V0L µ

e) Defininamos uma função para representar o segundo membro da equação eq como função da energia:  

F@En_, a_, V0_, b_, µ_D := CosBb En µ F CosBHa − bL HEn − V0L µ F −

HEn µ + HEn − V0L µL SinAb En µ E SinBHa − bL HEn − V0L µ F

2 En µ HEn − V0L µ

4   sol_testeQM_1314.nb



Plot@8F@x, 1, 10, 0.2, 3D, −1, 1<, 8x, 5, 30<, PlotRange → AllD
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ContourPlot@Cos@kD � F@En, 1, 10, 0.2, 3D, 8k, −Pi, Pi<, 8En, 5, 30<D
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disp1@k_D := Re@x ê. FindRoot@Cos@kD == F@x, 1, 10, 0.2, 3D, 8x, 1<DD

disp2@k_D := Re@x ê. FindRoot@Cos@kD == F@x, 1, 10, 0.2, 3D, 8x, 15<D D

disp3@k_D := Re@x ê. FindRoot@Cos@kD == F@x, 1, 10, 0.2, 3D, 8x, 30<D D

disp@k_D := disp1@kD ê; Abs@kD < Pi; disp@k_D := disp2@kD ê; Pi < Abs@kD < 2 Pi;

disp@k_D := disp3@kD ê; 2 Pi < Abs@kD < 3 Pi
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Plot@disp@kD, 8k, −3 Pi, 3 Pi<, Exclusions → 8Sin@kD � 0<D
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f)

Solve@k N a == 2 n Pi, kD

::k →
2 n π

a N
>>

disp1@k_D := Re@x ê. FindRoot@Cos@kD == F@x, 1, 10, 0.2, 3D, 8x, 1<DD

disp2@k_D := Re@x ê. FindRoot@Cos@kD == F@x, 1, 10, 0.2, 3D, 8x, 15<D D

disp3@k_D := Re@x ê. FindRoot@Cos@kD == F@x, 1, 10, 0.2, 3D, 8x, 30<D D

NN = 10; b1 = Table@disp1@2 j Pi ê NND, 8j, −NN ê 2, NN ê 2<D;
b2 = Table@disp2@2 j Pi ê NND, 8j, −NN ê 2, NN ê 2<D;
b3 = Table@disp3@2 j Pi ê NND, 8j, −NN ê 2, NN ê 2<D;

b1

88.8853, 8.63683, 8.13284, 7.66499, 7.35644,

7.25005, 7.35644, 7.66499, 8.13284, 8.63683, 8.8853<

ListPlot@8b1, b2, b3<D
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NN = 50; b1 = Table@disp1@2 j Pi ê NND, 8j, −NN ê 2, NN ê 2<D;
b2 = Table@disp2@2 j Pi ê NND, 8j, −NN ê 2, NN ê 2<D;
b3 = Table@disp3@2 j Pi ê NND, 8j, −NN ê 2, NN ê 2<D;
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ListPlot@8b1, b2, b3<D
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NN = 500; b1 = Table@disp1@2 j Pi ê NND, 8j, −NN ê 2, NN ê 2<D;
b2 = Table@disp2@2 j Pi ê NND, 8j, −NN ê 2, NN ê 2<D;
b3 = Table@disp3@2 j Pi ê NND, 8j, −NN ê 2, NN ê 2<D;

ListPlot@8b1, b2, b3<D
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g) e h)  Ver notas indicadas na alínea h).

i) Ver notas indicadas nesta alínea.
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