TESTE INTERCALAR
08-11 Novembro 2013

a) A relagao de dispersao para a particula livre é E=#"2 k"2/2m, cujo grafico em unidades reduzidas é a parabola
Plot[x*2, {x, -3.5, 3.5}]
12f
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Vejamos como se modifica esta representagao se identificarmos valores de k que diferem, por exemplo, de duas
unidades. A variavel independente passa a tomar valores num circulo, de modo que o grafico da fungao se
inscreve num cilindro. A figura seguinte é a representacédo plana desse cilindro, e as linhas verticais de abcissas
1 e -1 devem ser vistas como estando identificadas.

ParametricPlot[{Mod[x, 2, -1], x*2}, {x, -3.5, 3.5}, AspectRatio -» 1/ 2]
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b) Consideremos entao o potencial periédico de periodo a definido no intervalo [0,a] por

V[x_] :=V0 /; Mod[x, a] <a-Db;
V[x_] :=0/; Mod[x, a] > a-Db;

VO0=.; a=.; b=.;

?Vv

Global Vv

V[x_] :=V0 /; Mod[x, a] <a-Db

V[ix_] :=0/; Mod[x, a] >a-b
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VO=1; a=2; b=2/3; Plot[V[x], {x, -3, 3}]
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A equacao de Schrédinger independente do tempo nos pogos e nas barreiras escreve-se
ESITp=¢''[x] + 2mEn/ A" 2 y[x] ==
2Enmy[x]
—— Y [x] =
h2
ESITb = ¢ ''[x] + 2m (En-VO0) / h*2 y[x] =

2m (En -V0) ¥[x]

. +yY7[x] =0
h

e as solugdes gerais nas duas regides séo

solp = DSolve [ESITp, ¥, x]

V2 VEn Vnm x V2 VEn Vn x
{{weFunction[{x}, C[l]cOs[—}+C[2JSin[ H}}
A B
solb = DSolve [ESITb, ¥, x]
{{z//a Function[{x}, 677/7 Cr1] +e’7ﬁ e C[Z]]}}

ou seja, temos

a=Sqrt[2mEn] /h; a=.; Yyp = AExp[iax] + BExp[- 1 ax]
Bet*%4pelxe
B=Sqgrt[2m (En-V0)] /h; B=.; yb = CExp[iB8x] + DExp[- 1 B x]
Dei*Pcelt*h

e para as derivadas

yp' = D[Yp, x]

Tl ag+ine'* Yo

-1Be”
Yyb' = D[yb, x]
—iDet*PpRricel*fp3

Impondo as condi¢des de matching em x=0, obtemos duas equagbes para os coeficientes A, B, C e D:



yp/. x>0

A+B

yb /. x>0

C+D

ml=A+B==C+D
A+B=C+D

yp' /. x>0
1Aa-1iBa

yb' /. x>0
1CB-1Df

m2=qa (A-B) == 3 (C-D)

(A-B)a= (C-D) B
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¢) Para uma fungao de onda de Bloch, ou seja, dada pelo produto de uma onda plana por uma fungao periddica

de periodo a,

Y (x +a)=uk(x+a)er*(ik(x+a)) =uk(x)er*(ik(x+a)) = e*(ika)y (x)

e 0 mesmo vale para a derivada ¢'(x) de uma fungéo de onda de Bloch. Vamos entdo impor estas duas

condicdes adicionais as solugdes gerais encontradas.

ybp /. x>a-b
Del (D B, cel(@bh
yp /. x> -b

Aeflbo(_*_BeJibot

m3=e?(i1 ka) (Ae'bi“+Bebi“) ==De @Pif, cel@Pis

elak (A e—jbaJrBeiba) - Cel(ab) B el (-ath) B

Yyb' /. x> a-b
—iDet@P AR Licel@PER
yp' /. x> -b

iAnetP*gq-1BelP%y

md =e*(i1 ka) (Ae'bi"i a-BePt i a) == -De @Pifj grcel@®ifi g

elak (jAe-ﬁbaa_jBeibaa) =icel @GP BR_jpel -ak) b g

{ml, m2, m3, m4}

{pa+B=cC+D, (A-B)a= (C-D) B, e*** (Ae?”*+Be'”?) =Ce* @ P P pel 2P F,

eiak (iAe-ibaa_iBeibaa) = iCeb (a-b)BB_iDei(-a+b)f3/3}

d) Para que existam solugdes nao triviais 0 determinante deste sistema linear tem que se anular.
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Simplify |

Det[{{ll 1! _lr _1}I {al -Q, _/3! /3}! {eaik e—bia, eaikebia, - e(a_b)iﬁr - e(—a+b)ifi},
{aeaik e—bi .'x, _ aeaikebi a, _ Be(a—b)iB, Be(—a+b)iB}}]]

e—li (b (a-B)+ap) <eli (ak+2ba) (O(*B)2+ejl(_2b6+a (k+2 3)) (O(’B>2+

4@11 (b (a-B)+ap) O(BJr 4@11 (b (a-B)+a (2 k+B)) O(B*(Eiak (O(JrB)Z*@i (2b (a-B)+a (k+23)) (O(+B>2)

Collect[
eiak g-iba o-i (a-b)ﬁExpand[ei (ak+2ba) (a—/3)2 + @l (-2bB+a (k+2)) (a—/3)2 +aet®@mras) g,
4 @t (B (x-B)va 2kh)) 5 g _ giak (a+/3)2 _ et (2b (a-B)+a (k+2B)) (a+/3)2] , {a, B}, Simplify]
_e-i(aB+b (a+p)) (71 . ezjba> <ezia/3 _ ezjbﬁ) a2 — 2 @i (a (k+B)+b (a+B))
(ela (k+2 ) + e]’l (ak+2bp) _ 2 el (aB+b (a+B)) _ 2 el (a (2k+B)+b (a+B)) + el (ak+2Db (a+B)) + e]’l (2boa+a (k+26))) aB _
e—li (a B+b (a+B)) (_1+e2]'1b0(> (e2]'1a[3_e2]'1b[3> /32
FullSimplify[-e™ (3F® (@B) (L7, g2iPa) (g212F _g2iPF) ]
4sin[ba] Sin[(a-b) B]
FullSimplify[-2 e (2 (k+A)+b (a+B))
(eia (k+2B) | oi (ak+2bB) _ 5 gi (aB+b (a+B)) _ o gi (2 (2k+B)+b (a+B)) | oi (ak+2b (a+B)) , i (2bara (k+2 /3))) ]

8 (Cos[ak] -Cos[ba] Cos[(a-Db) B])
A existéncia de solugdes depende entao da condigao

eq = Cos[ka] = Cos[ba] Cos[(a-b) B8] - Sin[ba] Sin[(a-b) B] (a®+8*) / (2aB)

(o + B?) Sin[ba] sin[(a-b) B]
Cos[ak] = Cos[ba] Cos[(a-Db) B] -

2af

(a? + B2) sin[ba] Sin[(a - b) B]

Cos[ba] Cos[(a-Db) B] -
2af

{B ->8S8qrt[u (En-V0)], a-> Sqrt[uEn]}

Cos{bxlEnu]Cos[(a—b) (En—VO)u]—

(Enu+ (En-V0) u) Sin[bx/Enu } Sin{(a—b) (En-VO0) u }

2A/Enu +/ (En-V0) u

e) Defininamos uma fungéo para representar o segundo membro da equagao eq como fungéo da energia:
F[En_,a ,VO_,b_, p ] := Cos[b \/H] Cos[(a—b) \/m] -
(Enp+ (En-V0) y) Sin[b+Enu | Sin[(a—b) \/m]
2Enu +f (En-v0) 4.




Plot[{F[x, 1, 10, 0.2, 3], -1, 1}, {x, 5, 30}, PlotRange - All]

8

ContourPlot [Cos[k] == F[En, 1, 10, 0.2, 3], {k, -Pi, Pi}, {En, 5, 30}]
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displ[k_] :=Re[x /. FindRoot[Cos[k] == F[x, 1, 10, 0.2, 3], {x, 1}]]
disp2[k_] :=Re[x /. FindRoot[Cos[k] == F[x, 1, 10, 0.2, 3], {x, 15}] ]
disp3[k_] :=Re[x /. FindRoot[Cos[k] == F[x, 1, 10, 0.2, 3], {x, 30}] 1]
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disp[k_] :=displ[k] /; Abs[k] < Pi; disp[k_] :=disp2[k] /; Pi < Abs[k] < 2Pji;
disp[k_] :=disp3[k] /; 2Pi < Abs[k] < 3Pi
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Plot [disp[k], {k, -3Pi, 3Pi}, Exclusions -» {Sin[k] == 0}]
35?
30?
25?
20;

15F

Solve[kNa == 2nPi, k]
2n7t

{{fer 71
aN

displ[k_] := Re[x /. FindRoot [Cos[k] == F[x, 1, 10, 0.2, 3], {x, 1}]]

disp2[k_] := Re[x /. FindRoot[Cos[k] == F[x, 1, 10, 0.2, 3], {x, 15}] ]

disp3[k_] :=Re[x /. FindRoot[Cos[k] == F[x, 1, 10, 0.2, 3], {x, 30}] 1]

NN = 10; bl = Table[displ[2 jPi /NN], {j, -NN/2, NN/ 2}];
b2 = Table[disp2[2 jPi /NN], {j, -NN/2, NN/ 2}];

b3 = Table[disp3[2 jPi /NN], {j, -NN/2, NN/ 2}];

bl

{8.8853, 8.63683, 8.13284, 7.66499, 7.35644,
7.25005, 7.35644, 7.66499, 8.13284, 8.63683, 8.8853}

ListPlot [{bl, b2, b3}]
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NN = 50; bl = Table[displ[2 jPi /NN], {j, -NN/2, NN/ 2}];
b2 = Table[disp2[2 jPi /NN], {j, -NN/2, NN/ 2}];
b3 = Table[disp3[2 jPi /NN], {j, -NN/2, NN/2}];
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ListPlot[{bl, b2, b3}]
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NN = 500; bl = Table[displ[2 jPi /NN], {j, -NN/2, NN/ 2}];

b2 = Table[disp2[2 jPi /NN], {j, -NN/2, NN/ 2}1;

b3 = Table[disp3[2 jPi /NN], {j, -NN/2, NN/ 2}1;

ListPlot [{bl, b2, b3}]
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g) e h) Ver notas indicadas na alinea h).
i) Ver notas indicadas nesta alinea.



