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Sumario

O Método Adjunto no Caélculo das Variagoes comecou a ser utilizado com rigor
matematico na resolucao de problemas de optimizacao governados por equagoes com
derivadas parciais a partir da década de 1980, com os trabalhos de J. Céa, F. Murat e
L. Tartar.

A autora propoe uma passagem em revista de varias aplicagoes do Método Adjunto no
Calculo das Variagoes que estudou ao longo dos ultimos dez anos de investigagao cientifica
no dominio da optimizacao de estruturas eldsticas. Sao abordadas aplicacoes do Método
Adjunto a problemas de controlo, optimizacao de forma e optimizacao de topologia. Por
fim é discutido um problema de optimizacao de valores préprios com vista a identificacao
de coeficientes materias da zona fissurada numa estrutura eldstica.

Comega-se por dar uma breve descricao do Método Adjunto. O problema fulcral
no Calculo das Variagoes é o seguinte : Dadas duas grandezas fisicas u e 6 que estao
relacionadas u = u(#), determinar a relacao entre as suas variagoes. Mais precisamente,
dada uma variacao de #, designada por 06, essa produz uma variacao na grandeza u,
designada por du; pretende-se relacionar as duas variagoes du e 06. Quando as variagoes
00 e du sao infinitesimais, surge naturalmente a nocao de derivada de u em relagao a 6,
havendo neste caso uma dependéncia linear entre du e §6.

No enquadramento das aplicacoes, a relacao entre u e 6 pode ser regida por uma
equagao de estado, equacao essa com derivadas parciais, tendo a forma variacional

Ag(ug,v) = lg(v),Yv € H, (Py)

onde Ay representa uma aplicacao bilinear, continua e coerciva que depende de 6, Iy
representa uma aplicagao linear, continua dependente de 0, sendo H um espaco de Hilbert.
A grandeza fisica # chama-se controlo.

O estado up depende de 6 implicitamente, através do problema (Py) e pretende-se
descrever a variacao de ug em funcao da variacao de €, sob hipoteses convenientes de
diferenciabilidade das familias de operadores Ay e ly relativamente a 6.

Em problemas de controlo éptimo, dado um funcional a minimizar/maximizar, o
objectivo é encontrar o controlo # que produza o estado ug que minimiza/maximiza o
funcional. Nomeadamente, dado um funcional que depende de # tanto directamente como
através da soluc@o ug do problema (FPp),

'](9) = ‘-7(97 U@),

pretende-se encontrar # de modo a que J seja minimo/maximo. Como uma condi¢ao
necessaria de extremo ¢ ter a derivada total de J nula,

aJ

do
um dos ingredientes fundamentais é o calculo analitico dessa derivada. De notar que a
derivada total de J envolve a derivada de ug relativamente a 6 :

Y 0T dug
@(9)7—— %(Q,UQ)T‘F%(Q,UJ@)%(G)T (dJ)
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A dificuldade consiste no facto de o termo — 97 (0, up)—— il (0) T envolver % (0) T ; asalientar

ou do
que ug depende de § implicitamente através do problema (Py). E pelo Método Adjunto que

essa dependéncia implicita é transformada numa dependéncia explicita de 7. Considerando
o problema adjunto na forma

0
Ag(pg,w) = 8—Z(0,UQ)U),VU) € H, (PAQ)
a solucao py € H chama-se estado adjunto. Entao, sob hipdteses de simetria dos operadores
Ayg é possivel provar que o termo implicito em (d.J) tem a forma :

6._7 dUQ

dug dAyg
99 (g due
au( o) do

e ) = (=4 o) + G o) ) 7

0O)r=A
( )7_ 9(p97 do

(0) 1) = Ap(— -
Consequentemente, a derivada total de J tem a seguinte forma em que a dependéncia de

T é explicita :
dJ 0T dAy dlg
@(9) (80 (0,up) — 0 ——(ug, ) + @(Pe))

O Calculo das Variagoes fornece a derivada do funcional J num ponto 6 arbitrario. No
entanto nos métodos de optimizacao de forma e de topologia é usada apenas a derivada no
ponto # = 0, uma vez que estes usam a configuracao corrente do controlo para determinar
a configuracao da iteracao seguinte.

F. Murat e L. Tartar aplicaram em [23] o Método Adjunto na teoria da homogeneizacao
e salientaram as origens do método nos trabalhos de Pontryagin. Seguindo essa observacao,
na seccao 1 é apresentado o Principio de Pontryagin. Na seccao 2 é apresentado o Método
Adjunto versus os multiplicadores de Lagrange, sendo essa a perspectiva partilhada por J.
Céa em [12].

O Método Adjunto generalizado é formalizado na secgao 3.

Na seccao 4 é apresentado o Método Adjunto na optimizacao de forma, em casos
classicos bem como a contribui¢do da autora no dominio [3], [4], [5], [6].

A seccao 5 é dedicada ao Método Adjunto na optimizacao de topologia, nomeadamente
optimizagao de microestruturas periédicas, sendo baseada nos trabalhos da autora [7], [8],
[9], [33].

A aplicacao do Método Adjunto na optimizacao de valores e vectores préprios é
abordada na sec¢ao 6 seguindo o enquadramento do trabalho da autora [24].

Abstract

The Adjoint Method in the Calculus of Variations is being used in a rigorous
framework in optimization problems governed by partial differential equations since the
eighties, with the papers of J. Céa, F. Murat and L. Tartar.

The author proposes a review of several applications of the Adjoint Method in the
Calculus of Variations that she has been studying during the last ten years of scientific
research in the domain of structural optimization of elastic structures. Applications of the
Adjoint Method to control problems, shape optimization and topology optimization are
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discussed. A problem of optimization of the eigenvalues and eigenmodes for identifying
material coefficients in a damaged zone of elastic structure, is also considered.

A brief description of the Adjoint Method is given in the sequel. The main problem in
the Calculus of Variations can be stated in a simplistic way like : Given two physical
quantities v and 6 that are related u = wu(f), determine the relation between their
variations. More precisely, given a variation of the quantity 6, denoted by 46, it produces
a variation of the quantity u, denoted by du; one seeks for the relation between their
variations du and d0. When the variations 06 and du are infinitesimal, this leads naturally
to the notion of derivative of u with respect to 8, having in this case a linear dependency
between du and 6.

In the framework of applications, the relation of u and 6 is given by a state equation,
which may be a partial differential equation having the variational formulation

AQ(UQ,U) = lg(U),VU € H, (Pg)

where Ay is a bilinear, continuous and coercive application depending on 6, Iy is a linear,
continuous application depending on 0, H is a Hilbert space. The physical quantity 6 is
called control.

The state uy depends on # in an implicit way, through the problem (FPy) and one
seeks to describe the variation of ugy in terms of the variation of 6, under convenient
differentiability hypothesis on the families of operators Ay and ly with respect to 6.

In optimal control problems, given a functional to minimize/maximize, the goal is to
find a control # producing the state ug that minimizes/maximizes the functional. Namely,
given a functional

'](9) = ‘-7(97 U@),

that depends on 0, in a direct mode and through the solution ug do problem (FP), one is
looking for a # that minimizes/maximizes J. Since a necessary condition for extremum is
the vanishing of the total derivative
aJ
do
one of the most important ingredients is the analytic calculus of the above referred
derivative. Note that the total derivative of J involves the derivative of ug with respect to

0 :

0,

dJ 0 oTJ N4 dug

— =—(0 —(0,ug)——(0) 7. d
dg()T 69(7u9)7_+6u(7u9)d9()7- (J)
The difficulty lays in the fact that the term (?9—‘7(0,119)%(9) 7 involves %(9) T ; note
U

that up depends on 6 implicitly through problem (FPp). It is the Adjoint Method that
allows one to transform this implicit dependency in an explicit one with respect to 7.
Consider the adjoint problem in the form

oJ
Ag(pg, w) = %(G,ug)w,Vw € H, (PAy)
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the solution py € H is called the adjoint state. Then under symmetry hypothesis on the
operators Ay it is possible to prove that the implicit term in the expression of (dJ) has
the form :

6._7 dUQ due dUQ dA@ dl@

— — =A — = Ayg(— =|—— — .
By (02 u0) 2 (0) 7 = Ag(po, —7(0) ) = Ao (—77(6) 7. o) 7p (uespe) + —p () | T
Therefore, the total derivative of J writes as the following expression, where the
dependency on 7 is explicit :

dJ 0 dA dl
@(9) T = (6—5(9,“9) - d—;(ue,pe) + d—g(l?e)) T.

The Calculus of Variations provides the derivative of the functional J in an arbitrary point
0. However in the shape and topology optimization methods only the derivative in § = 0
is employed since these methods use the current configuration of the control in order to
determine the configuration of the next iteration.

F. Murat and L. Tartar in [23] applied the Adjoint Method in the Theory of
Homogenization and pointed out its origins in the works of Pontryagin. Following this
assertion, in section 1 Pontryagin’s Principle is presented. In section 2 the Adjoint Method
is introduced from the perspective of the Lagrange multipliers. This is the point of view
followed, in a practical way, by J. Céa in [12].

The generalized Adjoint Method is formalized in section 3.

In section 4 the Adjoint Method is applied to shape optimization. Classical cases are
presented as well as the author’s contribution in the field [3], [4], [5], [6].

Section 5 is devoted to the Adjoint Method applied to topology optimization of
periodic microstructures and presents some of the results obtained by the author in [7],
[8], [9], [33].

The Adjoint Method applied to optimization of eigenvalues and eigenmodes is
described in section 6 following the framework presented by the author in [24].

1. Principio de Pontryagin.

Designa-se por AC(0,7;R™) o espago das fungoes y : [0,7] — R™ absolutamente
continuas.

Uma fungao y diz-se absolutamente continua se for continua (y € C([0,T];R™)),
derivdvel em quase todos os pontos de [0,7] e se a sua derivada for integravel d_?Z €

LY(0,T;R™).
Seja H'(0,T;R™) o espaco de Sobolev das fungoes y de L?(0,T; R™) cujas derivadas
distribucionais d_?i pertencem a L2(0,T;R™).
As seguintes inclusoes estritas tém lugar H(0, T; R™) c AC(0,T;R™) C C([0, T]; R™).
Considera-se o seguinte problema classico na teoria do controlo :

{ W) = Ay @,00), 1,7 L)
y(0) = yo,



onde 6, o controlo, pertence a L>°(0,7";[0,1]). Quer-se minimizar o funcional

T
F(0) = /O B(t,y(t),0(t))dt, (1.2)

em que a aplicagao B : [0,T] x R™ x [0, 1] — R é continuamente diferencidvel nas varidveis
y e 6 e continua na variavel t.

O Principio de Pontryagin fornece uma condicao necesséaria de optimalidade, ou seja
uma condicao necessaria para que uma funcao # minimize o funcional F'.

Para 6 fixo, (1.1) é um problema de Cauchy cuja solugao y depende de 6. Se a aplicacao
A:[0,T] x R™ x [0, 1] — R™ for continuamente diferencidvel nas varidveis y e 6 e continua
na variavel ¢, entao a aplicagao 6 — y(0), que a cada 6 € L>°(0,T; |0, 1]) faz corresponder
a solugao y € H(0,T;R™) do problema (1.1), é continuamente differencidvel (conforme
Teorema A.2 do Anexo A). Entao uma variagao 66 de 6 induzira na solugdo y uma variagao

oy = %(0)59, que ¢é solucao do problema :
{ 0 (1) = 22 00,0000 + Sty 0000, E0TL
dy(0) = 0.

Este tultimo problema pode obter-se directamente, derivando o problema (1.1) em 6, ou
entdo usando a formulagao variacional do problema (1.1). Neste tltimo caso, tendo em
conta que a formulagao variacional de (1.1) é

procura-se y € H'(0,T;R™) com a propriedade

T dv T
- [ o) s = [ A ys).005))u(s)ds + g (0) (1.4
0 0
Yo € HY(0,T;R™), com v(T) =0,

a variagdo oy € H*(0,T;R™) verifica o seguinte problema

4 dv T (0A 0A
- [ v G eis = [ (G 660060500 + 51 (61, 0o ) wls)a.

Vo € H'(0,T;R™), com v(T) = 0.
Consequentemente, a formulagao variacional do problema (1.3) que define dy é
T T
d A A
[ (G0 + Gt oepue)onteis = [ S ute0)o06)ds. () 5
Yo € HY(0,T;R™), com v(T) = 0.
Por outro lado, a variacdo d6 € L°>°(0,T;R) de 6 determina uma variacdo no funcional F,

(5F:/O {g—i(s,y(s),ﬁ(s)ﬁy(s)—f—%—?(s,y(s),@(s))%(s) ds. (1.6)



T
B
Para tornar explicita a dependéncia linear de 60 do termo / g—(s,y(s),H(s))éy(s)ds,
o Y

procura-se a solucao p € H'(0,T;R™) do seguinte problema, chamado problema adjunto :

. (%s) " %s,y(s),e(s))p(s)) = g—f@ay(s)v"(s))’ (L.7)

p(T) = 0.

Se p for o estado adjunto, a variacdo 6F em (1.6), substituindo o termo que envolve a
derivada de B em y, reescreve-se

0B

5F — / [_ (%s)+%<s,y<s>,e<s>>p<s>) 0y(s) + g (5. 4(5). 0(5))30(s) | ds.(1.8)

Como a variagao dy verifica (1.5) para toda a fungao teste v, em particular para v = p,
tem-se

[ (B + s w6000 ) dutshas = [ 5 u(s). 0 ptepo00s) s

e consequentemente, substituindo em (1.8), a variagao JF' assume a forma

5F = / [2—?<s,y<s>,e<s>>p<s>+ %—?(ay(s),e(s))} 56(s)ds. (L.9)

Obteve-se uma expressao da variacao de F' em que a dependéncia linear da variacao de 6
é explicita.
O Principio de Pontryagin pode ser enunciado como

Proposicao 1.1. Sejam A e B as aplicacoes acima introduzidas com as propriedades
suplementares de A ser linear no terceiro argumento e B ser convexa no terceiro argumento.
Se 0* € L>°(0,T,10,1]) for solu¢ao do problema de minimizacao do funcional (1.2), onde
y € solucao do problema (1.1), entdo, para quase todo t € [0,T], a fung¢do

T €[0,1] = p(t) AL, y(t), 7) + B(t, y(t),7) (1.10)
atinge o minimo em T = 0*(t), onde a fun¢ao p € solu¢ao do problema adjunto (1.7).

Demonstracao: Como 6* minimiza o funcional

T
F(o) = / B(t,y(t), 6(t))dt

resulta que as variagoes 06 a partir do minimo 6* induzem no funcional F' variagoes o F
positivas. Tem-se, usando a expressao (1.9) de §F :

T
or= | {83—‘;‘<s,y<s>,e<s>>p<s>+%—§<s,y<s>,e<s>> 50(s)ds > 0,

Voh = 60" — 0.

(1.11)



Resulta que, dado 60 = 0*—60 arbitrariamente fixo, para quase todo t € [0, T (relativamente
a medida de Lebesgue) tem-se

5 0,000 + 5 0,000 | 09(0) > 0 (112

Prova-se (1.12) por absurdo : Sopde-se que existe um intervalo [to,t1] C [0,7] e € > 0 tal
que

{g_?(t’y(t)’e(t»p(tH%—g(@y(t%e(t))} (07(t) —0(t)) < —e, VtE€[to,t].  (1.13)

0 — 9*(t)7t g [thtl] 5
Escolha-se 6 = { 0(),1 € [to, 1] Entao de (1.9) resulta

o= / [%?( (5),0))p(3) + T (5, (s), 0(s)) | 0°(s) — ),

- /t B—?@,y(s),e(s))p(s) + 98 (5,5(5), 0| (0°(5) — 0s))ds < ~<(t2 —to) < 0.

Obteve-se uma contradigao com (1.11) o que prova a afirmagao (1.12).

De (1.12) obtemos as seguintes conclusoes :
A
Nos conjuntos em que 6(t) = 0, como 6*(t) > 0, tem-se 2—9
0B
(t,y(t),0(t)) = 0.
0A

90
Nos conjuntos em que 6(t) = 1, como 6*(t) < 1, tem-se %(t,y(t),e(t))p(t) +
OB

S (10,60 < 0.

Nos conjuntos em que 0 < 6(t) < 1, como 6*(t) € [0, 1], tem-se

0B
Como A é linear em 7 e B é convexo em T resulta que a expressao p(t)A(t, y(t), ) +

B(t,y(t),7) é convexa em 7. Consequentemente, as trés afirmagoes acima implicam que
para t € [0, 7] fixo, 8*(f) minimiza a funcdo 7 € [0, 1] — p(t)A(t,y(t),7) + B(t,y(t), 7). O

(¢, y(t), 0())p(t) +

S0 00)(e) +

Observacao 1.2. O estado directo y e o estado adjunto p pertencem naturalmente
ao mesmo espaco de Hilbert H'(0,T;R™). Ao tentar enfraquecer o espaco de procura da
solugao y, necessariamente devem ser usadas fungoes teste com mais regularidade. Neste
caso, visto que a formulacao variacional (1.5) é usada com o estado adjunto p como fungao
teste, p deve ter a respectiva regularidade. Esse facto nao é natural nem é possivel garanti-
lo sem o impor artificialmente.



2. Multiplicadores de Lagrange sobre espagos de Banach.

O seguinte resultado sobre multiplicadores de Lagrange demonstrado em [34] (seccao
4.14) pode ser aplicado para obter o estado adjunto. A observar que este enquadramento
nao abrange o caso em que o controlo pertence a L°°(0,77;[0,1]) (conjunto ndo aberto
de L*°(0,T")) mas apenas fornece o resultado para o caso em que o controlo pertence a
L*>°(0,T) (ou a um subconjunto aberto deste).

Teorema 2.1. Sejam dois espacos de Banach reais X e Y e seja U C X um
subconjunto aberto de X. Consideram-se duas aplicagoes continuamente diferencidveis,
f:U — R, que representa a fun¢do a minimizar/maximizar e g : U — Y, que representa
o constrangimento. Se uqy for ponto de extremo da restricao de f a g~ 1(0) e se a derivada
de g em g, designada por Dg(ug) € L(X,Y), for sobrejectiva, entao existe uma aplicagdo
A € L(Y,R), chamada multiplicador de Lagrange, com a propriedade

Df(ug) = Ao Dg(ug), ou, equivalente, D f(ug) = (Dg(ug))*(X),

onde (Dg(ug))* : LIY,R) — L(X,R), (Dg(ug))*(A) = Ao Dg(ug) € a aplicagao adjunta de
Dg(uy).

Considera-se o problema de controlo da seccao 1, na sua forma variacional :
Pretende-se minimizar/ maximizar o funcional F': L*°(0,T") — R, definido por

/ B(t,y(t),6(t))dt, onde y depende do controlo §# € L°*°(0,T) através do
problema de Cauchy

procura-se y € H(0,T;R™) tal que

T dv T
[ w6 s = [ Al y(5).0))(5)ds + o (0) (2.1
0 0
Yo € HY(0,T;R™), com v(T) = 0,

O problema (2.1) acima é o mesmo que o problema variacional (1.4) da seccao 1.

Tomando U = X = H*(0, T;R™) x L>=(0,T) e f : H*(0, T;R™) x L>=(0,T) — R,

ﬂ%®=A Bt y(t), 0())dt (2.2)

e tomando Y = L2(0, T;R™) x R™ e g : H*(0, T;R™) x L>(0,T) — L?*(0,T;R™) x R™,

ol0:0) = () = At.y(0.00), 4O~ ) (2.3

f e g sao continuamente diferencidveis (devido as propriedades de A e de B). De observar
que, como H(0,T;R™) C C([0,T]; R™), a segunda componente de g faz sentido.
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Seja  (yo,0p) um ponto de extremo de f sujeito ao constrangimento
9(y0,00) = 0 € L?(0,T;R™) x R™. A sobrejectividade da aplicacio Dg(yo,6o),
Dg(yo,00) € LIHY(0, T;R™) x L*>(0,T), L?(0,T; R™) x R™), definida por

Dg(yo, 60)(dy, 66) = (Cl(c(l?)(t) - %(t’yo(t)’eo(t())jy N g_?(t’yo(t)’ 90(t)>59> (2.4)
oy(0

demonstra-se sem dificuldade tendo em conta que reduz-se a resolucao duma equagao
diferencial ordinéria linear com condigao inicial. Mais precisamente, dados («(t),3) €
L?(0,T;R™) x R™ pode-se tomar 60 = 0 e Jy é a solucido pertencente a H'(0,T;R™) do
problema

{ d0y) ) _ %(t,yo(t), 0o(t)dy = a(t),  t€]0,T],

dt
6y(0) = B,

t t s
ou seja Sy (t) = e [ 32 (s,0(),00(5))ds / als)e Jo B Qb oy 5Y

0
Aplicando o Teorema 2.1 acima, resulta que existe um multiplicador de Lagrange
A€ L(L?(0,T;R™) x R™; R), ou seja, tendo em conta que L2(0,T;R™) x R™ é espaco de
Hilbert, existem \; € L?(0,T;R™) e Ay € R™ com a propriedade

T
[ 00 56000 = S0 00) 00060 — S 000,008 e -
#2ay(0) = [ [Tt 10(0) 6008 + G 1. 90(0).60(0)06

para todo dy € H(0,T;R™) e todo 60 € L>°(0,T). Em particular, para d6 = 0 e para
todo dy € D(]0, T[; R™), obtemos

T d r 0A OB
/0 Al(t)a(éy)(t)dt = /0 A1(t) {a—y(t, yo(t),00(t)) + a—y(t’ yo(1), 90(25))] dy(t)dt.
Como %(t,yo(t),eo(t)) e g—f(t,yo(t),eo(t)) pertencerem a L*°(0,T;R™), Ay verifica

| m@genma = [ o

onde ¢ designa uma fungao de L*°(0,7;R™). Pela defini¢ao da derivada fraca resulta que
a funcao \; posui derivada fraca, em particular, A\; € H'(0,T;R™). Tomando 60 = 0 em
(2.5) obtém-se, para dy € H (0, T; R™)

T
—/0 (%(t) +)\1(t)%(t,yo(t),90(t)) + g—f(t,yo(t),eo(t))) Sy(t)+
+A1(T)(6y(T)) + (—=A1(0) + A2)(dy)(0) = 0.
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Consequentemente devem ser satisfeitas as equacoes

)\1 (T) = 07

<s,yo<s>,eo<s>>A1<s>) — 58_5<8,y0<3>,90<8>> emlo, 7, (29

d\ 0A
- (W@ oy

e ainda a condicao Ay = A1(0). A solucdo A\; de (2.6) é de facto o estado adjunto designado
por p na seccao 1 e é solucao do problema (1.7) que coincide com (2.6).

No entanto, como o constrangimento considerado no Teorema 2.1 é de tipo igualdade,
nao é possivel aplicar este resultado no caso em que o controlo é pertence a L>°(0,7T [0, 1]),
que é um constrangimento de tipo desigualdade.

3. Método Adjunto generalizado.

O enquadramento descrito na presente secgao ¢é inspirado nas ideias de J. Céa (ver
[12]) e constitul uma generalizacdo ao Método Adjunto utilizado em [18]. Os resultados
foram publicados em [33].

Seja V um espaco de Hilbert, seja V; um subespaco fechado de V e seja K = v+ V)
uma variedade afim, fechada de V', onde v é um elemento fixo de V.

O seguinte Lema, introduzido em [33], representa uma generalizagdo do Lema Lax-
Milgram e torna-se necessario quando a forma bilinear é coerciva apenas num subespaco

fechado de V.

Lema 3.1. Dada uma forma bilinear, simétrica e continua a : V xV — R, cuja
restricao a Vo x Vi € coerciva, e uma forma linear continual : V — R, o problema

procurar u € K tal que (3.1)
a(u,v) =1(v) Yv € Vp, '
tem uma solu¢ao unica.
Demonstragao : O problema (3.1) é equivalente ao seguinte problema auxiliar
procurar ug € Vy tal que (3.2)
a(ug,v) =1(v) —a(y,v) Yv € V. '

De notar que u é solugao de (3.1) se e s6 se ug = u — v for solugdo do problema auxiliar
(3.2). Como [ — a(7,-) é uma forma linear continua sobre Vj, pode-se aplicar o Lema
Lax-Milgram ao problema auxiliar. Resulta que existe e é tinica a solucao ug do problema
(3.2). Consequentemente existe e é inica a solugdo u do problema (3.1). O

Seja um parametro p > 0 e uma familia de formas a, : V x V. — R bilineares,
simétricas, uniformemente continuas (com a constante M) e coercivas apenas no subespago
Vo (com a constante o > 0) :

ap(u,v) < Mlull|jv|| Yu,v €V, (3.3)
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ay(u,u) > allul|® Yu € V. (3.4)

Seja uma familia de formas lineares I, : V' — R, uniformemente continuas (com a constante
L>0):
ll,(v)] < Lljv|| Yv e V. (3.5)

Supoe-se que existe uma funcao f : R, — R, com a propriedade

lim f(p) =0,

p—0

para a qual as seguintes estimativas se verificam
lap —ao — f(p)dallc2(vy = o(f(p)), (3.6)

1y = lo = f(p)aull vy = o(f(p)), (3.7)

onde §, : V x V — R é uma forma bilinear, simétrica e continua, e §; : V. — R é uma
forma linear continua. L£(V') representa o espago das formas lineares e continuas sobre V'
e L2(V) representa o espaco das formas bilineares e continuas sobre V.

Segundo o Lema 3.1, para um parametro p > 0 arbitrariamente fixo, o problema

{ procurar u” € K tal que

ay(u”,v) =1,(v) Yo € 1, (3.8)

tem uma solugao tnica.
O resultado seguinte descreve o comportamento das solucoes u” em termos da solucao
ug do problema nao perturbado :

Lema 3.2. Se u” for solugdo do problema (5.8) e u® for solucio do problema :

procurar u® € K tal que
ao(u®,v) = lo(v) Yov € Vp,

tem-se

lu” =" = O(f(p)).

0

Demonstracio : Para v’ e u? em K, u” — u® € Vj e pela coecividade de a, tem-se

O uf —u®) =1,(u” — uo) - ap(u uf — u®

) =
ap(u, 0 — 1) — ay(u ) =
lo(u? — ) + (I, = lo)(u” —u®) — a,(u’,uf —u’) =
ao(u®, uf —u®) —a,(u®, u” —u®) + (I, — lp)(u” — u°) =
F(p) (3a(u,u” —u®) + 61 (up — u®)) + o(f(p)lu” — u[[(Ju’]] +1) <

O(f(p))llu” — u?l|(Ju’[| + 1).
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Na ultima desigualdade acima usou-se a continuidade da forma bilinear ¢, e a continuidade
da forma linear §;. Consequentemente tem-se

[u? —u°|| < O(f(p))(lu°]| + 1)
de onde resulte a estimativa do enunciado. O

O objectivo é estudar o problema de minimizacao
min j(p) onde j(p) = J,(u’),

O resultado principal da presente seccdo permite o cédlculo da derivada de j(p)
supondo que o funcional J, admite o desenvolvimento assimptético (3.10) relativamente
ao parametro p.

De observar que no caso em que V =V = K obtém-se o Teorema 2.2 de [18].

Teorema 3.3. Supoie-se que existe d; : V — R tal que

Jp(v) = Jo(w) = DI (u)(w - u) + f(p)3s(u) + olllv — ull + f(p)), Yu,v € V,  (3.10)

onde DJ(u) é a derivada de Gateauz de Jy relativamente a varidvel u. Entdo, o functional
Jj(p) tem o seguinte desenvolvimento assimptdtico

3(p) = 3(0) + f(p) (65 (u) + da(u,v) — 6i(v)) + o(f(p)), (3.11)

e o estado adjunto p € solugao do sequinte problema adjunto

{ ( procurar p € Vy tal que (3.12)

o(w,p) = —DJ(u®)w, Yw € Vj.

Demonstragao : Como u” é solugao de (3.8) e u® é solugao de (3.9), tem-se
i(p) =3 (0 ) To(u?) = Jo(u)
To(u”) = Jo(u®) + ap(u’, v) — ag(u’,v) + 1,(v) = lo(v)
= DJ( D)W —u’) + ay(u”,v) = ag(u’,v) + f(p) (35 (u") = 81(v)) + o(f(p)),

em que a ultima igualdade resulta da hipé6tese (3.10) e da estimativa do Lema 3.2.

Tomando v igual ao estado adjunto v = p, que é solu¢ao do problema adjunto (3.12),
obtém-se

3(p) = 3(0) = —ao(u” — u®,p) + a,(u”, p) — ao(u’, p) + f(p) (5 (u") — &i(p)) + o(f(p))
= a,(u”, p) — ao(u”,p) + f(p)(65(u’) = &i(p)) + o(f(p)).

Usando a estimativa (3.6) e o Lema 3.2 resulta que

i(p) — §(0) = f(p)da(u”,p) + f(p)(65(u°) — 6i(p)) + o(f(p))
= f(p) (0.0(u) + da(u,v) — 01(v)) + o(f(p)).0
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Observacgao 3.4. Nos trabalhos de J. Céa e na literatura dai emergente é usado um
funcional auxiliar designado por Lagrangeano £, : V' x V — R, definido por :

Lo(u,v) = Jp(u) + ap(u,v) —1p(v).

No entanto na abordagem acima nao foi utilizado o Lagrangeano, esse sendo apenas um
utensilio auxiliar e nao uma caracteristica essencial do problema.

4. A optimizacao de forma e o Método Adjunto.

A optimizacao de forma aplicada a estruturas elasticas constitui um assunto muito
importante para aplicagbes e é bastante popular. A ideia geral é variar a forma duma
estrutura eldstica (o dominio) dentro da mesma classe de homotopia, ou seja, variando
o dominio através de transformacoes homotdpicas. A primeira abordagem remonta
historicamente a 1908, & apresentacao do trabalho de J. Hadamard [19]. Os métodos
classicos na optimizagao de forma foram desenvolvidos por F. Murat e J. Simon [22],[28],
O. Pironneau [25], J.Sokotowski e J. P. Zolesio [30].

Considera-se o seguinte problema modelo na elasticidade linearizada, estudado em [3],
[4], [5], [6]: Dado um dominio aberto e limitado, @ € R?, com d = 2 ou 3, ocupado por
um material eldstico isétropo cuja lei de Hook é

AC =2uC + A(tr{)I (4.1)

onde 1 e A sao as constantes de Lamé, o campo de deslocamentos u sobre €2 é solucao do
sistema de equacoes da elasticidade linearizada :

—div(Ae(u)) = f em Q,
u = 0 sobre I'p, (4.2)
Ae(u)n = g sobre I'y.

O tensor das extensoes é notado por e(u) e representa a parte simétrica do gradiente
1
de u, ou seja, e(u) = 3 (Vu + (Vu)'). A fronteira do dominio Q estd dividida em dois

subconjuntos disjuntos I'p e I'y, sobre I'p estao aplicadas as condicoes de Dirichlet e
sobre I'y estao aplicadas as condicoes de Neumann :

0N=TpuUly. (4.3)

A funcdo f, que representa as forcas voltimicas aplicadas & estrutura, pertence a (L?(Q))?
e a funcio g pertence a (H?(Q2))9, e representa as forcas superficiais, no sentido em que
trata-se do traco de g sobre I'y. Assumindo que I'p # (), é conhecido que existe e é unica
a solucdo u € (H?(2))? do sistema (4.2).

Pretende-se minimizar o funcional objectivo J(§2) quando o dominio 2 varia, mantendo
o volume constante igual a V' (V' > 0, dado). O problema modelo em optimizagao de forma
é procurar

Jnf J(Q,u(2), (4.4)

14



onde U, 4 representa o conjunto dos dominios admissiveis :
Upa = {0 C D,/ de = VY, (4.5)
Q

D C R? sendo um aberto limitado fixo dentro do qual 2 varia. No entanto a escolha
natural (4.5) para o conjunto de dominios admissiveis torna o problema (4.4) mal posto.
A existéncia da solu¢do do problema (4.4) foi provada para alguns subconjuntos de U,q
por D. Chenais [14], F. Murat e J. Simon [22], e mais recentemente por A. Chambolle [13].

No trabalho [4] é estudado um problema modelo na elasticidade linearizada em que a
condicao de Neumann ¢é de tipo pressao hidrostatica, ou seja

—div(Ae(u)) = f em Q,
u = 0 sobre I'p, (4.6)
Ae(u)n = ppn sobre 'y,

onde pj, pertence a H2(D) e é uma funcio escalar dada. De observar que devido & variacio
do dominio 2, o problema de optimizacao (4.4), para u solugdo de (4.6), ndo é um caso
particular do caso em que wu verifica um problema da forma (4.2), onde a condi¢do de
Neumann corresponde a um campo vectorial g dado, fixo, cujos valores nao dependem da
posicao do dominio 2. No caso da pressao hidrostatica, num dado ponto, o valor da forca
superficial depende do valor p; dado e da normal ao dominio no respectivo ponto. Em
funcao da orientacao da fronteira do dominio, no mesmo ponto, a forga superficial aplicada
poderd ser outra, mantendo-se sempre normal a fronteira do dominio.

As técnicas de calculo da derivada de forma desenvolvidas em [3], [4], [5] e [6] tém
um caracter geral e podem ser usadas para qualquer funcional objectivo J(£2, u(£2)) com
u solugao em €2 do sistema de equagoes da elasticidade linearizada. Na subseccao 4.1
¢é intoduzida a definicao da derivada de forma e algumas propriedades relacionadas. Na
subseccao 4.2 sao enunciados alguns resultados classicos sobre derivadas de forma enquanto
que nas subseccgoes 4.3, 4.4 e 4.5 sao enunciados os resultados tedricos que estao na base
dos trabalhos [3], [4], [5], [6]. A demonstracao do Teorema 4.8 é esbocada na subseccao 4.4
e permite uma visao geral sobre as técnicas utilizadas. As férmulas das derivadas obtidas
nos Teoremas 4.7, 4.8 e 4.9 constituem um ingrediente essencial dos algoritmos numeéricos
propostos em [3], [4], [5] e [6].

4.1. Derivacao relativamente ao dominio.
Para definir uma nocao de derivada é necessario introduzir um tipo de parametrizagao
da forma. Ao longo da presente subseccao sera seguido o enquadramento descrito por F.
Murat e J. Simon em [22] e [28].

Seja Q¢ um dominio de referéncia, aberto de R, limitado e regular de classe C!.
Considera-se o conjunto de formas admissiveis obtidas pela deformagao de €2,

ul,={Qc D,/ dx =V, tal que existe T' € 7 com Q =T(Qp)}, (4.7)
Q

onde 7 é o espaco de difeomorfismos sobre R?¢ definido por

T = {T tal que T € WL (R4 RY), 771 € WL™(RERY)L. (4.8)

oc oc
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Para definir uma nocao de diferenciabilidade em €2y consideram-se os difeomorfismos que
sao proximos da identidade, ou seja,

T = I + 9 com 9 ~ WLOO(Rd;Rd), Hele,oo(Rd;Rd) < 1,
e os conjuntos por eles transportados
Qo =L +0)Q={x+0(x) |z € Q}.

O seguinte Lema garante que para 6 “suficientemente pequeno”, T' = I 4+ 0 é um
difeomorfismo e pertence a 7.

Lema 4.1. Para todas as funcées 0 € WH° (R4 RY) que verificam
HHHWLOO(Rd;Rd) < 17
a funcdo T = I + 0 é uma bijeccdo de RY que pertence ao conjunto T definido em (4.8).

Definigao 4.2. Seja uma aplicacio J : UL, — R. Diz-se que J ¢é diferencidvel
relativamente ao dominio, em g, se a funcao

01— J((I + 6)Q) (4.9)

¢ diferencidvel em 0 no espaco de Banach W1 (R%; R9),
A derivada de forma de J € definida como a derivada de Fréchet da aplica¢ao (4.9),
isto é, uma forma linear continua L sobre W1>°(R%; R%) tal que

J((I+6)(Q0)) = J(Qo) + L(B) + 0(0), com éi_r)% % =0, onde L =J(Qp).

Dado que a representacao dum dominio €2 de L{;d por um difeomorfismo nao é tnica
(podem existir 01 # 6, tais que (I+601)(20) = (I +602)(20), basta tomar 5 — 6, de suporte
compacto em )y e de norma suficientemente pequena), prova-se que a derivada J'(€)
depende apenas da componente normal de 6 sobre a fronteira de ) :

Proposicao 4.3. Seja Qo um aberto de R?, limitado e regular de classe C'. Seja
J U, — R uma fungdo diferencidvel em Qqo. Entdo se 61,02 € WH* (R4 RY) sdo tais
que 0 — 01 € CY(R% RY) e verificam

01 -n =0y -n sobre 0L,

a derivada J' () satisfaz
J'(Q0)(61) = J'(20)(02).

O resultado anterior é fundamental para aplicacoes uma vez que implica que a derivada
de forma depende apenas da componente normal da variacao da forma sobre a fronteira
do dominio.
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4.2. A derivada de forma. Alguns casos classicos.

As duas proposicoes seguintes fornecem a derivada de forma para dois casos
particulares de funcoes J em que o funcional nao depende do estado directo u que é a
solucado do problema (4.2). As férmulas das derivadas, obtidas por F. Murat e J. Simon
em [22] e [28] e que sdo apresentadas nas Proposicoes 4.4 a 4.6, realgam a dependéncia
dessas da componente normal da variacao do dominio sobre a fronteira.

Proposicao 4.4. Seja Qo um aberto de R?, limitado e regular de classe C'. Seja
f e WHL(RY) e seja J : UL, — R definida por

J(Q) = /Q F(@)da.

Entao J € diferenciavel em Qg e

J'(Q0)(0) :/Q div(0(z) f(z))dxo :/ 0(z) - n(x)f(x)ds,

Qo

para todo 0 € W1 (R% RY), onde n representa a normal exterior ao dominio Q.

Proposicao 4.5. Seja Qy um aberto de R¢, limitado e reqular de classe C?. Seja
f e W2LRY) e seja J : UL, — R definida por

Entao J € diferencidavel em Qg e

7(90)(6) = [

0Qo

(g + div nf) 0 - nds,
on

para todo § € W1 (R4, R?), onde n representa a normal exterior ao dominio €.

Em geral, para uma funcao J qualquer, aplica-se o seguinte resultado. De notar que
a dependéncia de J da forma do dominio 2 pode-se traduzir pela dependéncia de J do
estado directo u, que por sua vez depende de €2 pelo problema (4.2) de que é solucao.

Proposicao 4.6. Seja )y um aberto de R?, limitado e reqular de classe C'. Seja
uma aplicagdo ¢ : UL, — LY(R?). Define-se ¢ : WH°(R? R?) — L1(R?) por

¢(0) = ¢((I +0)(0)) o (I +0),

por hipétese derivdvel em 6 = 0. Entdo a aplicagdo J : UL, — R definida por

J(Q) = /Q $(Q)dx.
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¢ diferencidvel em g e tem-se

géWXﬂ\kﬂ=[;o(mawdwr+§§wxfw&ﬂ)dx

para todo 0 € WH (R4 RY). Se, por hipdtese & como aplicacdo de W (R R?) para
LY(0Qy), for diferencidvel, entdao a aplicagao J definida por

J(Q) = . ¢(Q)ds,

¢ diferencidvel em g e tem-se

%(9)(7) lo=0= /mo &(Qo)(divr — Vn -n) + %(9)(7) lo=o | ds.

4.3. A derivada de forma do funcional de flexibilidade.

Na optimizacao de estruturas eldsticas, é habitual optimizar, em primeiro lugar, a
flexibilidade duma estrutura uma vez que ao minimizar a flexibilidade maximiza-se a
rigidez dessa. O funcional objectivo designado por flexibilidade (em inglés compliance)
tem a forma

Jl(Q):/Qf-udaH—/F g - uds (4.10)

onde u ¢ solucao do problema (4.2).
O seguinte resultado, que fornece a derivada de forma do funcional de flexibildade .Jy,
foi enunciado em [3] e provado em [4].

Teorema 4.7. Seja Q0 um aberto de R, limitado e reqular de classe C', e seja
7 € WHe(R4GRY). Supondo f € HY(Q)Y, g € HX2(Q)? e a solucio u de (4.2) pertence
a H?(Q)?, a derivada de forma em Qg do funcional (que representa a flexibilidade da
estrutura) Ji : UL, — R definido por (4.10) é

[2 (8(9'@ +Hg-u+f-u)}7'-nds—
on on

K@) = [

r

- [ (Aetw)-etu)7onds+ [ (et e s

Top

onde I'on € L'op representao as partes da fronteira de Qo onde sao aplicadas as condigoes
de Neumann e de Dirichlet respectivamente, 0Qy = I'oy UTgp e H = divn representa a
curvatura média de 0€)g.
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4.4. A derivada de forma no caso da pressao hidrostatica.

Quando o problema modelo envolve uma condic¢ao de tipo pressao hidrostatica (4.6),
a variagao do dominio implica uma variacao nas forcas superficiais aplicadas, no sentido
em que essas “seguem” o dominio, permanecendo normais a fronteira de 2. Este caso foi
estudado em [4] onde foi provado o seguinte resultado.

Teorema 4.8. Seja Qy um aberto de R?, limitado e regular de classe C*, e seja
7 € WHe(R%:RY). Supondo que a solugcdo u de (4.6) pertence a H*(Q), a derivada de
forma do funcional (que representa a flezibilidade da estrutura) Jy : UL, — R definido por

Jl(Q):/Qf~ud:1:+/F P - uds
N

em o €
J1(Q0)(7) = / 2(f - u+ div(ppu)) — Ae(u) - e(u)]T - nds + Ae(u) - e(u) T -nds,
Ton Top

onde I'oy e Lop representao as partes da fronteira de §lo onde sao aplicadas as condigoes
de Neumann e de Dirichlet respectivamente, e 02y = I'ony U Tgp.

Uma demonstracao diferente da publicada em [4] é esbocada em seguida : Usando
técnicas semelhantes as empregues em [22] e [28], a derivada do funcional pode ser escrita
na forma

J{ (Qo)(T) = / fiyjuﬂj +/ fiuﬂj,j +/ phniui(Ta,a — Ta’gnanﬁ)
QQ Q0 8Q0

+/ Ph jiUiT; —/ pruina (nsni[+vp7%i]) Ta, (4.11)
8QQ OQO
+ fz'5712'+/ PrNiOU;
Qo 80
N : _ . N du .
onde 04 representa a derivada de @ relativamente a 6 : da = — |p—o (7), sendo @ a

transportada de u, solugdo no dominio deformado €2, sobre Qg : @ = uo (I 4+ 6). De notar
que u depende apenas de 6 e de 2. Para d = 3, n e v representam dois vectores tangentes
a 0{) que juntamente com a normal n formam uma base ortonormada e para d = 2, n e
n formam uma base ortonormada. Na férmula da derivada do funcional J; e no resto da
demonstracao, a parcela que se encontra entre parénteses rectos aparece apenas no caso
tridimensional. O problema variacional que define §u € H' (), com 6t |p,,= 0, é :

Aijriug, 16U, j = Akt (Wk,aWi jTa — Wk Wi jTa,a — UkilWiajTa)
Qo Qo

+/ (fiwiTs) 5 + Aijkluk,lui,aTanj+/ Dh jUiN; T} (4.12)
Qo

890 1—‘ON

—|—/ PrU;N; T — / phui(nink + UmkH%%])”jTﬁk
Ton Ton
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Por outro lado, o estado adjunto P é solucao do seguinte problema adjunto :

Aijii Prw; ; = fiwi+/ DR W;, (4.13)
Q0 Q% 8%

qualquer que seja w € H1(Qg) com w |r,,,= 0. De facto o problema (4.13) coincide com
a formulagao variacional do problema (4.6) colocado no dominio £y e consequentemente
o problema ¢é auto-adjunto, sendo o estado adjunto P o mesmo que o estado directo w :
P = u. Em particular, para w = dt obtém-se :

/Aijkluk,l5ﬁi,j= fz'5112~+/ PR 0. (4.14)
o Qo 90

Tendo em conta (4.14) e (4.13) é possivel substituir na derivada (4.11) de J; os termos que
envolvem du obtendo :

/
J1(Qo)(7) =2 fiuiming — / AjjriU Ui jTaNa +/ AL, U jTaNa
Ton Ton T

0D

+2/ (Prwinitj j — pruingTj; + Ph jWi;Tj + Phi 1Ty -
Ton
Usando a seguinte identidade integral
/ (PRUNiT; j — PRUNGT) i + Dh jUiNiTj + Prlls jNiT;) = / (prui)iming,  (4.15)
Ton Pon

resulta a férmula do enunciado. A identidade (4.15) é equivalente & seguinte consequéncia
do teorema de Stokes

/ (PhuiTj),jniZ/ (PruiT;) ;n;.00
Ton Ton

4.5. A derivada de forma no caso de um funcional distancia.

Um problema importante para aplicagoes a optimizacao de estruturas flexiveis é o de
obter numa estrutura um deslocamento u mais proximo de um deslocamento alvo u. O
funcional a minimizar

() = ( | kol —u<x>|a) - (4.16)

onde o« > 2, u € L*(Q) e k € L*(Q), foi proposto em [2] e [27] para modelar o
comportamento de mecanismos flexiveis. O seguinte resultado apresentado em [4] (ver
também [3]) fornece a derivada de forma do funcional Jy definido em (4.16).

20



Teorema 4.9. Seja Qy um aberto de R, limitado e reqular de classe C', e seja
T € WHe(R4G RY). Supondo que f € HY(Q)?, g € H2(Q)? e a solucdo u de (4.2) pertence
a H*(Q)?, a derivada de forma do funcional definido em (4.16) é

d(g-p)
on

+/FOD (%k\u —a|* — Ae(p) - e(u)) ron,

onde H = divn representa a curvatura média de 0y e p € o estado adjunto, que supoe-se
pertencer a H?(0)?, definido como solugio do problema adjunto

(b= a4+ et lu) — 13-

B©a)() = [ —Hg-p) ron

Fon

(4.17)

—div(Ae(p)) = —Coklu — u|* 2 (u — @) em Qy,
p =0 sobre I'yp, (4.18)
Ae(p)n =0 sobre T'gn.

e Cy € uma constante dada por

Cop = (/Q k(@) u(z) — u(x)|°‘)1/a1.

De notar que no caso do funcional distancia (4.16), o problema adjunto é diferente do
problema (4.2) que define o estado directo u. A solucao p de (4.18), designada por estado
adjunto, é distinta da solu¢do u. O problema de minimizagao do funcional distancia (4.16)
nao ¢ auto-adjunto.

5. A optimizacao de topologia e o Método Adjunto.

A optimizagcao de topologia de estruturas elasticas constitui outra aplicacao do Célculo
das Variagoes, que, juntamente com a optimizacao de forma, completa o quadro geral
da optimizacao de estruturas. Se, no caso da optimizacao de forma, as variacoes do
dominio sao efectuadas na mesma classe de homotopia, nao sendo permitidas variacoes de
topologia, na optimizacao de topologia as variacoes sao feitas na topologia do dominio.
Mais precisamente, é estudada a influéncia da posicao duma perfuracao infinitesimal
virtual a nuclear no dominio, sobre o funcional que se quer minimizar/maximizar. Este
problema surgiu primeiro em Engenharia, a nivel macroscépico, com o trabalho de H.
Eschenauer, V. Kobelev e A. Schumacher [17] e foi estudado com rigor matematico em
[18], [20], [21] e [29]. No entanto, a nivel microscépico, nomeadamente no caso das
microestruturas periédicas, apesar de ja haver trabalhos numéricos sobre a optimizacao
de topologia de microestruturas, a validacao de ponto de vista matematico dos métodos
utilizados foi proposta em [32] e concretizada muito recentemente em [33]. Na subseccao
5.1 sao apresentadas algumas nocoes de homogeneizacao necessarias para enunciar os
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resultados sobre derivadas topoldgicas contidos na subseccao 5.2. As férmulas das derivadas
topologicas obtidas no Teorema 5.7 e no Corolario 5.8 constituem um ingrediente essencial
dos algoritmos numéricos propostos em [8] e [9].

5.1. Microestruturas periédicas.

Supoe-se que em cada ponto dum corpo elastico dado, o material é obtido homoge-
nizando uma microestrutura periédica formada por uma mistura de material e vazio, ou
seja uma microestrutura porosa. Entao, no ponto escolhido do corpo o material homo-
geneizado, mais precisamente o seu tensor homogeneizado, caracteriza-se em termos de um
problema celular que sera detalhado de seguida.

Torna-se necessaria a introdu¢ao duma nogao de periodicidade generalizada (ver [33]),
que contenha qualquer outra nocao de periodicidade em R?.

Definicao 5.1. Considera-se G um subgroupo aditivo de R% com d geradores
linearmente independentes (uma ldtice). Uma funcdo ¢ : RS — R™ diz-se G-periddica
se

p(z+g) = p(r), Ve e R VG e G.

De observar que qualquer translacdo pode ser identificada com um vector de R? e a
composicao de translacoes corresponde a soma dos respectivos vectores, consequentemente
qualquer nocdo de periodicidade pode ser descrita por um subgrupo aditivo de R¢ com d
geradores linearmente independentes.

A nocao de G-periodicidade nao depende do conjunto de geradores escolhidos. De
facto existe uma infinidade de células de periodicidade uma vez que cada conjunto de
geradores linearmente independentes define uma célula de periodicidade. Torna-se natural
entao restringir a familia de células de periodicidade introduzindo a nocao de célula de
periodicidade minimal.

Definicao 5.2. Dado um subgrupo aditivo G de R com d geradores linearmente in-
dependentes, a célula de periodicidade minimal associada € um paralelipipede {Zle ;G |
0 <a; <1} onde {g1,G2,...,Ga} € um conjunto de geradores de G com a propriedade que
minimiza o somatorio |gi| + ...+ |ga| entre todos os conjuntos de geradores linearmente
independentes.

De observar que a definicao anterior nao assegura, para um subgrupo G dado, a
unicidade da célula de periodicidade minimal.

Seja G um subgrupo de R? e seja Y uma célula de periodicidade associada a G, ndo
necessariamente minimal. .

Considera-se um conjunto compacto 7' com fronteira Lipschitziana tal que T' C Y.
Supde-se que na célula de periodicidade Y, o conjunto Y \ T' corresponde a um material
cujo tensor de elasticidade é C', enquanto que 1" corresponde a vazio, nao existindo material
no conjunto 7.

Pela G-periodicidade, o espaco R? é perfurado periodicamente com buracos obtidos
como translacoes do conjunto 7" obtendo

R (T) =R\ U (T + k1g1 + .. . kaga)- (5.1)
kezd
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Na Figura 5.1 é representado o conjunto Rﬁerf(T ) para a periodicidade hexagonal. A zona

ocupada pelo material é representada em cinzento e os buracos em branco.

Figura 5.1. R?

=ext(T) correspondente a periodicidade hexagonal.

Dado um parametro pequeno ¢ > 0, efectuando uma homotetia de razao £ ao
dominio Rger #(T') obtém-se um novo dominio dependente de €. Este novo dominio ¢
preenchido pelo material com o tensor elastico igual a C. Quando o parametro € tende
para zero, o comportamento efectivo da microestrutura correspondente é caracterizado
pelo tensor homogeneizado C*. Conforme a teoria da homogeneizacio, ver o trabalho de
D. Cioranescu e J. Saint Jean Paulin [16], e mais especificamente, usando a H-convergéncia
para dominios perfurados, ver o trabalho de M. Briane, A. Damlamian and P. Donato [11],
o tensor homogeneizado CH pode ser caracterizado em termos das solucdes do problema

celular :

Teorema 5.3. Dada uma extensdio efectiva A, ou seja uma matriz em M%(R), o
tensor homogeneizado C™ caracteriza-se do sequinte modo

1
CHA= — Ce(ua)dx (5.2)
Y1 Jy\r

onde up € a solugao do sequinte problema celular :

—div(Ce(un)) =0 em Re_(T)

perf

Ce(ua)n =0 sobre OT (5.3)
ua(z) = Az + pa(x), ¢a funcao G-periddica.

Outra caracterizacao de CH, envolvendo produtos de tipo energia, é

(CH A, B) = % [ (Cetwa) cus)is. (5.4)

onde us e up sao solugoes do problema celular (5.8) para duas extensoes efectivas
diferentes A e B.

Para a demonstracdo do teorema anterior ver [16] e [11].
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Designa-se por HJ, (R¢

Pert(1), R?) o completamento do espaco de funcdes C'>° (Rgerf(T ), R9)

que sdo G-periédicas, na norma do espaco H(Y \ T, R%).

Seja LP(]Rgerf(T)) o espaco das funcoes lineares mais deslocamentos periddicos,
definidas em Rgerf(T ) :
LP(RY(T)) = {u: R (T) — R [ u(z) = Az + p(2),

A€ MyR).p € HY(RL, (T), R}, (5:5)

onde M3 (R) designa o espago das matrizes de dimensao d x d, simétricas, com elementos
reais. LP(R?_.(T)) é um espaco de Hilbert sendo uma soma directa entre um espaco de

perf
dimensdo finita e H} (RE ((T),R?).
Para A € M3(R) arbitrariamente fixo, designa-se por LPA(]Rgerf(T)) o conjunto das

funcoes lineares mais deslocamentos periédicos, tendo a parte linear igual a Ax :
LPA(RE((T)) = {u : RE(T) — R? | u(w) = Az + ¢(2), ¢ € Hy(Rp(T), R} (5.6)
Consequentemente a tltima equagao de (5.3) é equivalente a ter uy € LPy (Rgerf(T)).

De observar que LPy(Re _(T)) = H#(Rd (T),R%) é um subespaco fechado de

perf perf

LP(RZ,+(T)) e para uma extensdo arbitrariamente dada A € Mg(R) o conjunto
LPA(RE, ((T)) é uma translagao de LPy (R, ((T)): LPA(RE (T)) = A+ LPy(RE, ((T)) =
A+ Hj (Rgerf(T), R?). Mais ainda,

LP(Rgerf(T)) = U LPA(Rgerf(T))'
Ae M5 (R)

O problema celular (5.3) pode ser escrito, usando uma formulagdo em extensoes, do
seguinte modo :
Dada uma extensao A, ou seja uma matriz simétrica em M3(R), a funcdo u4 € solugao de

ua € LP(Rgerf(T))
—div(Ce(ua)) =0 em Rgerf(T)

) Ce(ua)n = 0 sobre OT (5.7)
—(/ e(uA)dx—/ ua Vnds(z)) =A,
Y| y\r oT

em que o simbolo V designa a parte simétrica do produto tensorial.

Teorema 5.4. O problema celular (5.3) € equivalente ao problema celular na
formulagao em extensoes (5.7).

O resultado anterior foi provado em [7], para onde remete-se a demonstracao.
A formulagdo em tensoes do problema celular (5.3), escreve-se do seguinte modo :
Dada uma tensao o, ou seja uma matriz simétrica em My(R), a funcdo w, é solugao do

problema
Wo € LP(Rgerf(T))ﬂ

—div(Ce(wy)) =0 in Rgerf(T)
Ce(wy)n =0 on 0T (5.8)
ﬁ /Y Ce(wy,)dx =0 .
\T
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De observar que a formulacao em extensées do problema celular (5.7) é equivalente a
formulacdo em tensoes (5.8), no seguinte sentido :

Teorema 5.5 Dada uma matriz simétrica A € M*(R) a solugcdo us do problema (5.7)
é também solugdo do problema (5.8) para o = CH A. Reciprocamente, dada uma matriz
simétrica 0 € M%(R) a solugio w, do problema (5.8) é também solu¢io do problema
(5.7) para A = (C*)~1o, onde (CH)=1 € o tensor inverso do tensor homogeneizado C*,
chamado tensor de flexibilidade homogeneizado.

Um resultado analogo para o caso de misturas periédicas de dois materiais foi provado
por P.M. Suquet em [31]. A demonstragdo do Teorema 5.5 foi apresentada em [7].

5.2. A derivada topoldgica dos coeficientes elasticos homogeneizados.

Dadas as matrizes (as extensoes effectivas) A e B numa base do espago das matrizes
simétricas, o funcional em baixo fornece cada um dos coeficientes homogeneizados (as
entradas do tensor homogeneizado na base escolhida).

JY\T) = % [ (cetua) cus) a (5.9)

Ao criar uma perfuragao infinitesimal, esférica, de raio p a tender para 0, no ponto
o pertencente a uma zona do dominio previamente preenchido com material, o problema
(5.7) transforma-se no seguinte problema perturbado :

—div(Ce(uy)) = 0 em Rgerf(T U B(zo, p))
Ce(u”y)n = 0 sobre 0T
Ce(u’y)n = 0 sobre dB(zo, p)
ufy(z) = Az + ¢ (z), ¢ funcdo G-periodica.

(5.10)

O dominio varia com o parametro p e na fronteira da perfuragao introduzida ¢ aplicada
uma condicao de Neumann homogénea; consequentemente a solucao u” do problema
celular perturbado depende de p. Essa dependéncia incide sobre o funcional j, cujo
desenvolvimento assimptético em p pretende-se obter :

JY\(TUB(xo,p) = j(Y \T) + f(p)Drj(x0) + o(f(p)), (5.11)

onde lim,_o f(p) =0, f(p) > 0.

O segundo termo do desenvolvimento assimptotico envolve a derivada topolégica Drj
em xg. Do ponto de vista da optimizacao, quando se quer minimizar um coeficiente
homogeneizado, é criada uma perfuragao infinitesimal no ponto zg em que a derivada
topolégica tem minimo negativo. Esta ideia estd na base do algoritmo de optimizacao
desenvolvido em [8] que usa a derivada topoldgica como uma das direcgoes alternadas. De
observar que a teoria aplica-se para perfuracoes infinitesimais, sendo que a variacao de
perfuracoes existentes é modelada usando a derivada de forma.

Do ponto de vista da teoria do controlo, os coeficientes homogeneizados sao controlados
pela localizacdo x¢ do centro duma perfuracio B(zg, p), de raio infinitesimal p — 0.
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O calculo da derivada topoldgica enquadra-se no contexto das aplicagoes do Método
Adjunto generalizado descrito na secgao 3. No entanto, para aplicar os Lemas 3.1 e 3.2
e o Teorema 3.3, introduz-se o seguinte problema baseado num operador Dirichlet-para-
Neumann (ver Anexo B), cuja solucdo estd definida num espago fixo (R > 0 sendo um
nimero fixo) : ~

—div(Ce(u,)) =0 em Rgerf(T U B(xo, R))

Ce(u,)n = 0 sobre T

Ce(up)n = T,u, sobre 0B(xo, R)

u,(x) = Az + ¢%(z), ¢% fungdo G-periodica.
O problema acima enunciado, designado por (b.1) no Anexo B, é equivalente ao problema
(5.10).
Tomando os espagos V' = LP(Rgerf(TUB(xO, R)))eVo = Hy (Rgerf(TUB(a:o, R)),R%),
usando as notagoes da seccao 3, a forma bilinear a, é definida por
1 1
ap(u,v) = (Ce(u),e(v))dxr + — Tyuvds(x). (5.12)

Y] o\ (ruBeo.r)) Y[ JoB(xo,R)

onde 7, representa o operador Dirichlet-para-Neumann definido no Anexo B. Entao a,
verifica as estimativas do tipo (3.6) :

lay —ao = p%dallc2(v) = o(p?), (5.13)
onde ap : V x V — R pode ser definida por (ver Anexo B)

1
ap(u,v) = v Y\T<Ce(u),e(v)>d:v, (5.14)
e a forma bilinear §, é definida por
1
da(u,v) = — druvds(x). (5.15)
Y| JoB(xo,R)

Tomando as formas lineares [, e [y identicamente iguais a zero, uma estimativa do
tipo (3.7) :
1o —lo = f(P)aillcovy = o(f(p))
é verificada para 9; igual a zero.
Considerando a variedade afim fechada K = LPA(]Rgerf(T U B(zg, R))) do espago
LP(]Rgerf(T U B(xg, R))), a solugdo fraca u, do problema perturbado (5.10) ¢ solucao do
seguinte problema variacional (ver o problema (b.4) do Anexo B)

(T U B(zg, R))) tal que

procurar ufy € LPa(RY, (5.16)
a,(ufy,v) =0, Vo e H#(Rgerf(T U B(xo, R)),R%), '

e a solucao fraca ug do problema nao perturbado (5.3), reescrito na forma (5.7), é solugao
do problema variacional (ver o problema (b.7) do Anexo B)

(T U B(zg, R))) tal que
(T U B(xo, R)),RY).

perf

agp(ug,v) =0, Yu € H;E(Rd

perf

{procurar ug € LP4(RY (5.17)
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Pode-se entao aplicar o Lema 3.2 de onde resulta que é verificada a estimativa
d
Jufy — UOHLP(IR{;erf(TUB(xO,R))) = O(p“). (5.18)

Para obter o desenvolvimento assimptético (5.11) aplicar-se-4 o Teorema 3.3 com os
funcionais Jo e J, : LP(RY_ (T U B(xo, R))) — R, definidos por

perf

! (Ce(u),e(u)) + 1 Tyuuds(z) (5.19)

Jp(u)
g Y| JoB(z0,R)

YT o\ (ruBeo.R))
e respectivamente

1 1
= — i (Ce(u),e(u)) + — Touuds(x)
Y[ Jy\(rUB(w0, R)) Y[ JoB(wo,R)

1
] Y\T<C’e(u),e(u)).

Jo(u)
(5.20)

A Proposigao 5.6 abaixo, garante para o caso em estudo uma estimativa do tipo (3.10).

Proposicao 5.6 O functional J, satisfaz :

1(0) = Jo(u) = 2 [ (Ce(u), ew — u))dat

7
Yl nr (5.21)

1
+ pte druuds(x) + o(||v — ul| + p?).
Y[ JoB(wo,R)

Demonstracao : A diferenca

2
Jo(v) — Jo(u) — (Ce(u),e(v—u))ydx
Y| Jy\r
pode ser reescrita na forma
1 1 1
— (Ce(v —u),e(v—u))dr + — Toovds(x) — — Tovv ds(x),
Y| Sy Y[ JoB(xo,R) Y| JoB(o,R)

que, usando a estimativa (b.8) do Anexo B, fica igual a

1
1 / 5rvvds(x) + o([[v — ul]?) + o(p?).
Y™ JoBe,r)

Tomando v = u + (v — u) e usando a linearidade e a continuidade do operador d7, a
expressao acima pode ser escrita como

1
1 / 5runds(z) + o — ull + p%),
‘Y‘ 8B(a:0,R)
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que conclui a estimativa (5.21) do enunciado. O

Segundo o Método Adjunto generalizado apresentado na secgao 3, o problema adjunto
tem a forma :

(T U B(xo, R)),RY) tal que

procurar o estado adjunto p € H;é (Rgerf
ag(w,p) = —=DJ(up)w, Yw € H#(Rgerf(TU B(xg, R)),R%).

Tendo em conta que a derivada Gateaux do funcional J; é

1

DJo(u)(w) = 1 Jyr

(Ce(u), e(w))dz

e usando a definicao de ag e a sua propriedade de simetria, resulta que o estado adjunto p
verifica
ap(w, p) = —2ap(w, ug) para todo w € H#(Rgerf(T U B(zo, R)),RY).

(T'U
B(xg, R)),R%), 0 que implica p = 0, ou seja o problema é nulo-adjunto (null-adjoint problem
em inglés).

Com as notagoes j(p) = J,(uy) e j(0) := Jo(ug) o seguinte Teorema fornece a
derivada topolégica do funcional definido em (5.9) no caso em que as extensoes efectivas
A e B sao iguais.

Como ug ¢é solucao de (5.17), resulta que ag(w,p) = 0 para todo w em H#(Rgerf

Teorema 5.7. O functional

1

3(p) = = (Ce(uf), e(uy))da (5.22)

Y| S\ @uBo.n

admite o sequinte desenvolvimento assimptotico
j(p) = §(0) + p?Drj(xo) + o(p?), (5.23)

onde a derivada topologica Drj em xqy escreve-se em termos do operador T como

1

Drj(zg) = — druguods(zx)
Y1 JoB(zo,R)
onde ug € solugao de (5.17).
Demonstracao : Aplica-se o Teorema 3.3 uma vez que todas as hipdteses sao

verificadas. O funcional j admite um desenvolvimento assimptético do tipo (3.11) em
que f(p) = p?, 6; =0 e 64(ug,p) = 0 uma vez que o estado adjunto p = 0. Da Proposicio

5.6 resulta consequentemente que §;(ug) = druguods(z). O

Y| JoB(xo,R)
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Supondo que o tensor elastico C' da subseccao 5.1 corresponde a um material isétropo
com as constantes de Lamé A\ e u, pode-se deduzir a seguinte formula explicita para a
derivada topoldgica do funcional (5.9) :

Corolario 5.8. Considera-se o functional j(p) := j(Y \ (T'U B(xg, p)), ou seja

1

ip) = =
Y| Jy\(@UB(0.0))

onde uy e uy sao as respectivas solugies do problema celular (5.16) com as extensoes
efectivas A e B, respectivamente. Entao j admite o desenvolvimento assimptotico

i(p) = j(0) + p“Drj(zo) + o(p?),

onde a derivada topologica Drj em xg para d = 2, tem a forma:

. T A+ 2
Drjlwo) = ~ 15155, | 4elualeo)eus (w0))+
5.24)
A2 4+ 22 — p? (
,UM a tre(ua(xo)) tre(up(zo))| -
Para d = 3 a derivada topoldgica tem a forma
. T A+2
Drj(w0) = = o3 |40me(ua(zo))e(un (w0))+
[Y'| 99X + 14p (5.25)
ONZ + 20\ p — 4p® '

. tre(ua(zop)) tre(uB(xo))] .

Demonstracao : Pelo Lema 5 de [33] a solugao v/ depende linearmente da extensao
efectiva A. Consequentemente verifica-se a identidade :

1
L o (Celuly) cluplde = § (0 m) — Jolats_)
Zo,pP

Aplicando o Teorema 5.7 com os funcionais de tipo (5.22) com as extensoes efectivas
A+ B e A — B, respectivamente, e tendo em conta a dependéncia linear das solucoes das
matrizes A+ B e A — B, obtém-se

1
Drj(zg) = — drusupds(z).
Y| JoB(o,R)

A expressao do operador 7 foi obtida em [18] (ver a férmula (4.17) e a Tabela 3.1 para o
caso das condi¢oes de Neumann na fronteira da perfuragio). Para obter as férmulas (5.24)
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e (5.25) basta observar a seguinte propriedade de d7 para um tensor de elasticidade C
correspondente a um material isétropo :

% - drpipds(z) = —7 );\12: [4Me(gp($0))e(¢(x0))+ (5.26)
A+ 22# - tre(p(zo)) tre(w(l’o))] ’ |
em duas dimensdes (d = 2), e
% [ brpvnta- _ngiifgu 40e(ip (o)) et (x0) )+ .
OA? + 20:# —d4p? e(p(x0)) tre(i(zo))| , |

em trés dimensoes (d = 3). O

As férmulas (5.26) e (5.27) foram implementadas com sucesso num algoritmo de
optimizacao de forma e de topologia de microestruturas e os resultados numéricos foram
publicados em [8] e [9].

E interessante observar que as expressoes obtidas em (5.26) e (5.27) sdo formalmente
as mesmas com as obtidas em [18] mas com sinal oposto. Isso deve-se ao facto de derivar
a energia interna armazenada que no caso macroscopico tratado em [18] coincide com
o funcional de flexibilidade e no caso microscopico abordado em [32] e tratado em [33]
coincide com a rigidez (oposto da flexibilidade).

6. A optimizacao de valores e vectores proprios e o Método Adjunto.

Dada ume estrutura que ocupa um dominio  C R¢, constituida por um material
de tensor elastico C, que varia de ponto para ponto, pretende-se encontrar a “ melhor ”
distribuicao de material em ()2 que minimize um funcional objectivo. Nesta abordagem
enquadra-se o problema inverso estudado em [24] em que pretende-se minimizar um
funcional de tipo distancia

k
Fi(C)=> |\ — Al
i=1
entre os primeiros k valores préprios medidos da estrutura dada \;, 1 <14 < k, e os valores
préprios A\;, 1 < i < k, obtidos como solucoes do problema

—div(Ce(u)) = Au em €,
u = 0 sobre I'p, (6.1)
Ce(u)n = 0 sobre I'y.

I'p e I'y sao as partes da fronteira de 2 em que estao aplicadas as condicoes de Dirichlet
e respectivamente as condicoes de Neumann. Ao minimizar o funcional F} com o intuito

30



de obter o valor minimo igual a zero, quer-se encontrar a distribuicao de material em cada
ponto da estrutura que corresponde aos valores préprios medidos, ou seja correspondente
A situacdo \; = \;. Este tipo de método permite identificar materiais em estruturas dadas
e faz parte dos chamados métodos nao destrutivos de identificacao de parametros, que
actualmente tém um papel fulcral em Engenharia.

Mais precisamente, o campo tensorial C' : 2 — £ define os tensores elasticos em cada
ponto do dominio €2 como um elemento do conjunto dos tensores eldsticos de quarta ordem,
simétricos e coercivos com a constante de coercividade o > 0

& = {A tensor de quarta ordem | A;jr = Akiij = Ajiki,

Aijrieri€ij > aEij€45, V€ tensor de segunda ordem}.

Supoe-se ainda que o campo tensorial C' depende de um parametro s, que pode
ser escalar ou vectorial, s € S onde S é um intervalo compacto de R™. Tem-se entao
C: 85 xQ — & como é habitual na optimizagao com livre escolha de material conforme
descrita por M. P. Bendsge, no terceiro capitulo de [10]. Entao o problema (6.1) depende
de s e consequentemente as suas solugoes (\;, u;) = (A\;(s), u;(s)) dependem do parametro
s. As consideragoes que se seguem tém como hipétese o facto de os valores préprios A;(s)
serem simples (ver a Observagao 6.1 para o caso dos valores préprios multiplos).

Por abuso de notacao, pondo em evidéncia a dependéncia do funcional F; do
parametro s, esse escreve-se na forma

Fi(s) = Y ils) = A (6.2)

e minimiza-se em s pertencente a S. Calcula-se a derivada de F} relativamente a s, que

envolve a derivada Is dos valores préprios A;(s) relativamente a s. A derivabilidade
s
dos valores préprios e dos vectores préprios em relagao a um parametro foi provada

num enquadramento mais abstrato por D. Chenais e B. Rousselet em [15]. Assumindo
que a dependéncia do tensor C' relativamente ao parametro s é suave (diferenciavel),

du
resulta que as solugoes (A;(s),u;(s)) sao diferencidveis em relacdo a s e d—z(s) € V onde
s

V ={ve H(Q),v |r,= 0}. A formulacao variacional do problema (6.1) ¢

procurar (A(s),u(s)) tais que
{/ C(s)e(u(s))e(v)dx = )\(s)/ u(s)-v, Yo eV, (6.3)
Q Q
. d\ du ) )
e tem um papel fundamental na obtencao de — e de —. E habitual normalizar os vectores

s S

proprios u, ou seja impor-se-a a condicao [|ul[z2(q) = 1.
De observar que o problema variacional (6.3) tem uma natureza essencialmente
diferente do problema Py do sumario e dos problemas tratados nas Seccoes 3, 4 e 5, sendo

que o termo A(s) [ wu(s)-v em (6.3) ndo é uma aplicagao linear nem bilinear. No entanto é

Q
possivel aplicar as ideias directoras do método adjunto, como serd apresentado em seguida.
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Ao escolher a fungao teste v igual a u; em (6.3) resulta que o valor préprio A; pode
ser escrito como :

- / C(s)e(ui(s))e(us(s))da. (6.4)

dX;
Entao a derivada 5 obtém-se de (6.4) :
s

T = [ G eelule)etu(sNdr +2 [ Cls)el G )e(uits)ds
/Cfg( )e(ui(s))e(ui(s))daz+2)\(s)/QCZ“: (s)u;(s)dx

/ 9C (s)e(ui(s))e(us(s))dz,

ds

dui

. ~ . ~ ~ . ds
usada a condicao de normalizacao ||u;(s)| r2(q) =1 e a sua consequéncia

onde usou-se a formulagao variacional (6.3) com a funcdo teste v = (s). Foi ainda

/Q Ci;;l (s)u;(s)dx = 0. (6.5)

De notar que, no célculo acima, o termo que envolve a derivada do vector proprio anula-
se, 0 que torna desnecessario explicitar esse termo usando um problema adjunto. No
enquadramento formal apresentado no Sumadrio, isso corresponde a ter na férmula (d.J) o
segundo termo identicamente nulo, ou seja o termo que era explicitado a custa do problema
adjunto. Obtém-se a derivada do funcional F; definido em (6.2), na forma :

_ZZ /QCéf(s)e(ui(s))e(ui(s))dx. (6.6)

que estd na base do algoritmo de optimizagao apresentado em [24].
No entanto, ¢ de interesse usar a informacao vinda dos vectores préprios medidos da
estrutura dada, ou seja usar um funcional que dependa desses, por exemplo :

k
Fo(s) =Y 1Xi(s) = Ml®+ > [luils) — tl|72 (- (6.7)
i=1

=1

A derivada do segundo termo do funcional acima pode ser escrita, usando (6.5), na forma

ids/ (ui(s)—1;) dm—QZ/ duz — :—22/ duZ . (6.8)
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Sao introduzidos k problemas adjuntos com o objectivo de explicitar cada um dos termos

du;
da forma/ i(s)ﬂi(s)da::
Q ds

procurar p; € V, com / pi - u;i(s)dx = 0 tal que
Q

_)\i(s)/gp,--wda:+/QC(8)€(pi)€(w)dx: (6.9)

—2/w-uida:+2/ui-uida:/w-uidx,
Q Q Q

L Yw €V,

onde p;, 1 <1 < k, sao os k estados adjuntos. Pela alternativa de Fredholm, o problema
(6.9) tem solugao tnica uma vez que a condicao de compatibilidade é satisfeita para

1<i<k,
—2/ui~ﬂidaz+2/ui-ﬂida@/ui-uid:v:O.
Q Q Q

O problema (6.9) reduz-se a um problema do tipo

{ procurar p; € W; tal que (6.10)

a;(pi,w) = l;(w), Yw € W,

onde W; =< u; >+C V é o complemento ortogonal do subespaco préprio associado a u;,
para 1 < i < k (relativamente ao produto de L?(2)), a; é uma forma bilinear sobre W; x W;
e l; é uma forma linear sobre W;. De observar que \;(s) e u;(s) sao fixos, para o valor
corrente do parametro s. O espago W; pode ser escrito como soma directa dos subespacos
Wi =< ui,ug,...,ui—1 > ® < u1,Us,...,u;_1 >>-. O problema (6.10) é equivalente a
dois subproblemas do mesmo tipo, um no espago < uq,us,...,u;—1 > € outro no espaco
< Ui, Ug,...,u—1 >-. De recordar que a; ndao é coerciva sobre o espaco V, uma vez que
Ai(s) é valor préprio do problema (6.3); também nao é coerciva sobre W;. No entanto a
forma bilinear a; é coerciva sobre o espaco < ui,us,...,U;—1 > e —a; é coerciva sobre
0 espaco < ui,Us,...,U;—1 >, O que garante a existéncia e a unicidade das solucoes dos
subproblemas acima referidos nos respectivos subespagos.

Observagao 6.1. No caso em que os valores préprios sao multiplos, escolhem-se
vectores proprios no respectivo espaco préprio e constroi-se o funcional Fs. Os problemas
adjuntos sao construidos de modo semelhante relativamente aos vectores proprios assim
escolhidos.

W
Por outro lado d—z(s) que pertence ao complemento ortogonal do subespaco préprio
s

. % . ~ .
associado a u;, d—l(s) €< u; >+, é solucdo do seguinte problema :
s

procurar —(s) €< u; >~ tal que

)\()/Cil vda:+/C d“Z (s))e(v)dz =

2 Getwreturds [ vz - / T (s)e(we(v),
\ Vv e V.

(6.11)
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Pela alternativa de Fredholm, o problema (6.11) acima tem solugao tnica se a condic¢ao de
compatibilidade

/Q%(s)e(ui)e(ui)dx/gui-uidac— /Q %(s)e(ui)e(uz‘) =0

for satisfeita, o que se verifica imediatamente.

Substituindo w = %(s) no problema adjunto (6.9) e tendo em conta o problema
s

(6.11) que define %(s), a expressao da derivada em (6.8) escreve-se :
s

=1
k
=3 n) [ G+ [ C@epielEehdr (612

=1

_ é/ﬁ%(s)e(ui)e(ui)d:ﬂ/

ac
u; - pidx —/ d_(s)e(ui)e(pi)'
Q Q as
Consequentemente, usando a derivada do funcional F} (6.6), a férmula (6.12) e o facto de
p; pertencer a < u; >, obtém-se a derivada do funcional F, na forma:

ddFsz( )ZQZ(MS)_;Z)/ C;(j(s)e( A(5))e(us (s da:—Z/ Je(ps). (6.13)

i Q

As derivadas (6.6) e (6.13) foram usadas com sucesso no algoritmo de identificacdo das
propriedades do material em cada ponto da estrutura a partir dos valores préprios e dos
vectores préprios medidos, apresentado em [24]. Deste modo foi possivel determinar os
pardametros materias na zona danificada duma barragem de betao.
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Anexo A

Os seguintes resultados de L. S. Pontryagin [26] garantem a continuidade e a
derivabilidade da solugao de uma equacao diferencial ordindria, relativamente aos
parametros.

Seja a equacao

dy
E = f(t7y7,u) (a)
em que p € R! representa um parametro vectorial e a funcao f : D C R'*7* — R™.

O teorema A.1 a seguir garante a continuidade da solugao da equacao (a) relativamente
aos parametros e o teorema A.2 garante a derivabilidade da solucao relativamente aos
parametros.

Teorema A.1l. Seja y = ¢(t, 1) a solugao da equacao (a) com as condigdes iniciais
(to,vo), onde f : D C R+l R™ é continua. Seja (o, yo, fto) um ponto em D e seja
y = p(t, 1) a solugdo de (a) que satisfaz a condic¢do inicial p(to, u) = yo. Se a solucao
y = (¢, po) for definida no intervalo [t1, t2], entao existe p > 0 tal que se ||u — poll < p a
solugdo y = p(t, u) é continua em {(t, u) | t € [t1,t2], || — poll < p}-

Teorema A.2. Nas condigoes do Teorema A.1 supoe-se ainda que existem e sao

3
6.11j
(to, Yo, o) um ponto em D e seja y = @(t, u) a solugdo de (a) que satisfaz a condicao
inicial ¢(to, 1) = yo. Se a solucdo y = ¢(t, po) for definida no intervalo [¢1,t2], entdo existe
6—;(75,#), para 1 < k < [, sao
continuas em {(t, ) | t € [t1,t2], ||t — pol|l < p'} e derivaveis em t e as derivadas mixtas

0%y

continuas em D as derivadas parciais (t,z,pu), para 1 < i < n, 1 < j < n. Seja

p' > 0 tal que se || — poll < p' as derivadas parciais

(t, ), para 1 < k <[, também sdo continuas em {(¢,u) | t € [t1,ta], ||t — pol| < p'}

otouk
0

e simétricas. Mais ainda as derivadas parciais G—i(t’ w) satisfazem em [tq, to] o sistema de
W

equagoes:

X

8 [y NETL 0! of
5 (W(t,u)) = ; o 1 P00 1) () 5 (8l 1) )

o %
com a condicao inicial a—gok(to,u) =0,paral<k<lel<i<n.
1
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Anexo B
Introduz-se o operador Dirichlet-para-Neumann juntamente com algumas propriedades
necessarias para aplicar o Método Adjunto generalizado no cédlculo da derivada topolégica.
Seja R > 0 tal que B(xg, R)NT = (. Em vez de resolver o problema (5.10) (cuja
solugao estd definida num dominio que depende de p) resolve-se o seguinte problema que
envolve um operador Dirichlet-para-Neumann 7, e cuja solucao esté definida num espaco

fixo :
—div(Ce(u,)) = 0 em RY

perf

Ce(u,)n = 0 sobre 0T

(T U B(zo, R))

Ce(up)n = T,u, sobre 0B(xo, R) (b.1)
u,(z) = Az + ¢%(z), ¢% fungdo G-periodica.
O operador Dirichlet-para-Neumann 7, define-se como
7;7 : Hl/Q(aB(me))dH Hil/Q(aB(me))d’ (b 2)

o Typ = Ce(w§)n.

Em (b.1) e (b.2) n designa a normal exterior a bola B(zg, R) e wy é solugao do seguinte
problema :

—div(Ce(w?)) = 0 em B(zo, R) \ B(zo, p),
wy =  sobre OB (o, R) (b.3)
Ce(wy)n = 0 sobre dB(xo, p).

Observa-se que se p = 0 nao hé introdugdo de perfuragoes em z e w§ é solugao do
problema
—div(Ce(wy)) = 0 em B(zo, R),
{ wg = ¢ sobre OB(zo, R).

O operator 7, coincide com o operador Dirichlet-para-Neumann introduzido em [18]. A sua
defini¢do depende apenas do operador diferencial considerado, —div(Ce(-)) o que justifica
a sua utilizagao no contexto periddico.

Usando resultados cldssicos na teoria das Equagoes com Derivadas Parciais, ver por
exemplo [1], a solugao uy do problema (5.10) restringida a Rgerf(T U B(zo, R)) é solugao
do problema (b.1).

A formulagao variacional do problema (b.1) é a seguinte

(T U B(zo, R))) tal que

procurar u, € LPy (Rgerf (b.4)
a,(up,v) =0, Vv e H#(Rgerf(TU B(xg, R)),R%), ’

(T U B(xo, R))) x LP(RY

perf

onde a forma bilinear a, : LP(RY (T U B(xg, R))) — R esta

perf
definida por
1 1
ap(u,v) = — (Ce(u),e(v))dr + — Tyuv ds(x). (b.5)
Y| Jy\(rUB (0, R)) Y| JoB(xo,R)
O integral de fronteira acima pode ser escrito como

/ Tyuvds(z) = / (Ce(wy), e(wy))dx, (b.6)
9B(zo,R)

B(zo,R)\B(z0,p)
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onde wy ¢é a solugao de (b.3) com ¢ = u sobre dB(zg, R) e w, ¢ a solugdo de (b.3) com
¢ = v sobre 0B(z, R).
Para p = 0 a forma bilinear ag : V x V +— R esta definida por

! (Ce(u), e(v))dx + 1 Touv ds(zx).

ap(u,v) = —
Y| Jy\(ruB @, R)) Y| JoB(o,R)

Devido a seguinte propriedade

[ Tuwds@) = [ (Celug).elug))d
8B($0,R) B(SEo,R)
a forma bilinear ag reescreve-se
1
ap(u,v) = — (Ce(u),e(v))dz.

Para p = 0 designa-se por ug a solucdo de (b.1) e consequentemente wuy é solu¢do do
problema variacional (b.4) que neste caso toma a forma :

perf(T U B(I’O, R))) tal que
ap(ug,v) =0, Yv € H#(Rd (T U B(xo, R)),RY).

perf

{procurar ug € LP4(R? (b.7)

Proposicao B.1 (ver a Proposigao 4.5 de [18]) O desenvolvimento assimptdtico do
operador T}, é

17, — To — 767 | c(r/2(0B(w0, R4, H-1/2(0B (0, R))2) = O(P?) (0.8)

onde o operator 61 pertence a L(HY?(0B(xo, R))?, H='/?(0B(xo, R))%).
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