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Fundamentos do campo gravitico

“Every arrow that flies feels the
attraction of the earth”
(Henry Wadsworth Longfellow)

Capitulo 1
Fundamentos do campo gravitico

Neste capitulo serd apresentada a teoria do campo gravitico terrestre com énfase
sobre os aspectos e formulas desta teoria que contribuem para a compreensao do estudo da
forma da Terra no contexto da abordagem de Stokes. A teoria do campo gravitico ¢ tratada
extensivamente em publicagdes sobre teoria do potencial ou geodesia fisica, de entre as
quais constituem uma referéncia obrigatoria os 3 primeiros capitulos de Physical Geodesy
(Heiskanen and Moritz, 1967), designado abreviadamente por PG, Geodesy the Concepts
(Vanicek and Krakiwsky, 1982) designado por VK e Gravimetry (Torge, 1990).

1.1 O campo gravitico

Foi Isaac Newton o primeiro a formular matematicamente, na sua famosa lei da
gravitacdo universal, o facto de que quaisquer dois corpos fisicos se atraem mutuamente.
Esta lei postula que um corpo de massa m com forga F, cuja magnitude € proporcional ao
produto das duas massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia /:

F:Gl\gzn (1.1)

Esta for¢a ¢ conhecida como forga gravitacional e ¢ também chamada atraccdo
gravitacional ou atraccdo de Newton. A constante de proporcionalidade ¢ denominada
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Fundamentos do campo gravitico

constante gravitacional de Newton. O seu valor, determinado por varias experiéncias, ¢ de
6.672x10"" Kg' m’ s? ou equivalentemente 6.6272x10® g'ecm’s? com precisdo de

0.001x10® g''em’ s

A atracg¢do gravitacional entre dois corpos € suposta propagar-se ao longo de uma
linha recta com uma velocidade comparavel a velocidade da luz. No nosso caso (para o
nosso objectivo), ¢ adequado considerar a velocidade como infinita e assim pensar na
gravitacdo como tendo um efeito instantaneo para qualquer distancia que consideremos.
Este ¢ o principio adoptado na mecanica cléssica.

Tomando dois corpos fisicos A e B com massas m e M, e considerando as suas
dimensdes negligenciaveis comparando com a sua distdncia, podemos escrever a seguinte
equagao vectorial (fig. 1.1) para a forga gravitacional que B exerce em A.

F=g MM, 1) (1.2)

£3

em que ¢ ¢ a distancia entre os dois corpos. Para se obter forca que A exerce em B, basta
trocar os subscritos A e B.

corpo J -\
Sélido
¥ X AN

Figura 1.1 — Atracg¢do gravitacional entre Figura 1.2 — Atrac¢do gravitacional de um
duas particulas. corpo.

Que acontecerd se as dimensdes de um dos dois corpos, digamos B, ndo puder ser
vista como negligivel? Este serd o caso de um pequeno corpo A e a Terra - B. Entdo o
corpo B pode ser tomado como sendo composto por um nimero de pequenos elementos de
volume dv, e a atrac¢do de cada um destes elementos em A pode ser vista em separado
(fig. 1.2). Se a varidvel independente ¢ designada por r, a densidade da massa no interior
do corpo por p(r), e dv ¢ escolhido suficientemente pequeno, de modo a que p em dv pode
ser considerado constante, entdo obtemos a seguinte relagao:

Jodo Cataldo - FCUL 4



Fundamentos do campo gravitico

F(A)=F(x,y,2) =GP (ZM dv (1.3)

em que ¢ ¢ a distancia entre A e o elemento infinitesimal dv de coordenadas r e densidade
p(r).

Foi determinado por experimentacdo que as forcas gravitacionais sao aditivas. Isto
significa que a soma das forcas produzidas pelos elementos dv ¢ igual a for¢a exercida por
todo o corpo B. Considerando os volumes dv infinitamente pequenos, a equacao final ¢
obtida por integracdo sobre o corpo B.

F(A)=F(x,y,2)=Gm j j j %p(r)dv (1.4)

Esta equacao pode ser usada no estudo da forca gravitacional da Terra sobre corpos
cuja dimensdo possa ser considerada negligivel com respeito a Terra. Contudo, para se
estudar a gravitacdo ¢ necessario conhecer a distribui¢do da densidade p(r) no interior da
Terra. Mas tal distribuigdo, ¢ conhecida s6 aproximadamente. A figura 1.3 apresenta um
dos modelos de distribuicdo da densidade existentes, obtido por observagdes sismicas,
assumem uma distribui¢do esférica perfeita, de modo que a densidade ¢ fungdo unicamente
da distancia ao centro de massa, ou profundidade.

-3
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Profundidade
Figura 1.3 — Variacdo da densidade com a profundidade.

Verificamos assim que a forca gravitacional produzida por este modelo da Terra ¢
radial, ou seja, a forga gerada por este corpo tem sempre a direccdo e o sentido do centro
de massa, e a sua magnitude depende unicamente da distdncia ao centro de massa. Isto
significa que a gravitacdo deste corpo, sobre e dentro da sua superficie, ¢ equivalente a
gravitacdo de uma particula localizada no centro de massa, com a massa M, igual a massa
de todo o corpo, dada por:

M= J' J.J.p(r)dv (1.5)
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Fundamentos do campo gravitico

Mas ¢ j4 do nosso conhecimento que a gravitacdo de tal particula ¢ dada pela
equacdo 1.2. Se o raio médio da Terra R é tomado como igual a 6371 Km, e GM igual a
3.986005x10%° cm’ s? (Moritz, 1984), entdo a equagio 1.2 da-nos o valor médio da
atrac¢do gravitacional na superficie da Terra:

[F|=F~982.022 (cms™)-m (1.6)

em que m ¢ a massa da particula atraida. Uma vez que a distribui¢do real da densidade no
interior da Terra ndo ¢ unicamente radial mas também lateralmente irregular e a Terra ndo
¢ esférica, o campo da forca gravitacional ndo ¢ também perfeitamente radial. Entdo o
valor da gravitacdo dado por 1.6 € apenas um valor médio global.

Na auséncia de um melhor conhecimento da actual distribuicdo da densidade, a
equacdo 1.4 ¢ de aplicagdo limitada para a geodesia, exceptuando o seu valor tedrico na
definicdo da dependéncia da gravitacdo em relacdo a densidade. A equagdo 1.4 mostra
também que a forca gravitacional varia com a variagdo temporal da densidade. Este ¢ o
caso da Terra real, mas estas variacoes sao dificeis de detectar. Em todos os trabalhos
geodésicos a pratica tem ditado o desprezo destas variacdes, com excepgao dos efeitos de
maré.

Para a representacdo global do campo gravitico ¢ definido um sistema de referéncia
rectangular geocéntrico, fixo a Terra. A sua origem coincide com o centro de massa da
Terra (o geocentro), o eixo Z coincide com o eixo médio de rotagdo da Terra, que ¢
definido por uma posi¢do média do polo no intervalo de tempo 1900.0-1906.0
(“Conventional International Origin”, CIO), o eixo X € normal ao eixo Z ¢ esta contido no
plano meridiano médio de Greenwich (meridiano zero do Bureau International de 1"'Heure),
o0 eixo Y ¢ normal ao plano XZ e com uma direc¢ao tal que o sistema XYZ seja directo. O
plano XY define deste modo o plano equatorial médio.

A utilizacdo de um eixo médio de rota¢do, e de um plano meridiano de Greenwich
médio, tem como objectivo a obtencdo de definicdes com invariancia temporal, sabendo
que existem pequenas variagdes com alguma periodicidade no eixo instantaneo de rotagdo
bem como deformacgoes da Terra.

O facto de a Terra ser animada de um movimento de rotagdo complica um pouco o
estudo que pretendemos fazer, mesmo se assumirmos a Terra como um corpo rigido. De
facto, a rotacdo da Terra d4 lugar a uma forga f, embora s6 aparente na sua natureza, ¢
observada em todos os objectos sobre a superficie da Terra (que partilham o movimento de
rotagdo da Terra). E chamada forga centrifuga. A sua direcgdo ¢ sempre perpendicular ao
eixo instantaneo de rotacdo e pode ser explicada como uma manifestagcdo do movimento
circular.
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A sua natureza ¢ s6 aparente porque logo que o objecto deixa de rodar com Terra - o
corpo deixa a superficie da Terra - a forca centrifuga deixa de actuar. A magnitude f da
forca centrifuga que actua numa particula € igual a:

f=@xH)x®=n"pm (1.7)

em que p ¢ a distdncia perpendicular da particula ao eixo de rotagdo, m ¢ a velocidade
angular de rotagdo da Terra e m ¢ a massa da particula (fig. 1.4). Se a velocidade angular
dada pela equagio 1.7 for tomada como ® = 72.9211x10° rad/s e p= 6378137 m, entio o
valor da forca centrifuga no equador é f=3.392 cm s o que é cerca de 0.35% da forca
gravitacional. Nos poélos a forga centrifuga ¢ nula.

Equador

i Polo
Sul

Figura 1.4 — A forca centrifuga. Figura 1.5 — Forga gravitica.

A forga centrifuga ¢ sujeita a variagdes temporais quer na sua magnitude quer na sua
direccdo. Variagdes no modulo da velocidade angular induzem variagdes na magnitude da
forca; variagdes na direc¢ao do eixo de rotacao induzem variacdes na direccdo da forca.
Estas variacdes (nutagdo e precessdo) sdo muito pequenas e podem ser seguramente
desprezadas no nosso estudo.

A soma da forga gravitacional e da forca centrifuga ¢ chamada for¢a da gravidade.
O campo desta forca ¢ apresentado esquematicamente na fig. 1.5. E facilmente entendido
que a forca da gravidade ¢ maior nos pélos que no equador. De facto, a diferenca seria de
cerca de 0,35%, se a Terra fosse esférica. Uma vez que a Terra é achatada, a diferenga ¢
ainda mais pronunciada, sendo igual a 0.45% como veremos mais a frente. E usual
trabalhar com aceleracdes em vez de forcas. Para vermos claramente o que isto significa,
escrevemos a equagdo vectorial para a forga gravitica, actuando numa particula A.

F,(A)=F,(x,y,2) = GJ‘”‘%p(r) dv+p or-m (1.8)
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Verificamos que a forca gravitica F, (A) € expressa como um produto do termo entre
paréntesis e a massa m da particula A. Com base na segunda lei de Newton, ¢ sabido que a
forca ¢ o produto da aceleragdo pela massa. O termo entre paréntesis serd entdo o vector
aceleragdo. Este vector ¢ designado por g e é chamado vector gravidade, ou seja:

F,(A)=g(A)-m (1.9)

No estudo das propriedades geométricas do campo da forga gravitica F,, ¢ suficiente
concentrarmo-nos no estudo da aceleracdo g. A massa m da particula em estudo pode ser
vista como escala do campo F.

O campo gravitico, sendo um campo vectorial, possui a magnitude (modulo do
vector), uma direc¢ao e um sentido. A magnitude ¢ um escalar e a sua unidade ¢ o Gal. Um
Gal ¢ igual a 1 cm por segundo quadrado (cm.s?); o valor médio da magnitude da
gravidade na superficie da Terra da ordem de 980.3 Gal. A direc¢ao e sentido da gravidade
¢ mais dificil de estudar, ¢ necessario introduzir alguns conceitos adicionais antes dos
aspectos direccionais serem apresentados.

1.2 Potencial Gravitico

O campo gravitico sendo um campo vectorial significa que existe um vector, i.e., um
tripleto de numeros, atribuido a cada ponto do espaco. E bastante mais expedito trabalhar
com um campo escalar, em que existe um s6 valor numérico para cada localiza¢do no
espago. Coloca-se entdo a questdo: serd possivel representar completamente um campo
vectorial por um campo escalar? A resposta ¢ afirmativa, pelo menos para alguns campos
de vectores, incluindo o campo gravitico terrestre. Tomemos uma curva especial C,
fechada, arbitraria no campo de vectores v. Se a seguinte equagao

fr(r)-dr=0 (1.10)

C
em que dr ¢ dirigido ao longo da curva C, se verificar para qualquer curva C (fig. 1.6)
entdo o campo vectorial v ¢ dito irrotacional. Se um campo ¢ irrotacional, entdo existe um
campo escalar tal que:

(1.11)

oV oV oV
ox 0y oz

v(ir)=VV(r)=grad V(r) = (— LT

Se considerarmos também o tempo, entdo para se verificar a equagdo anterior, o
campo v devera também ser conservativo, ou seja, independente do tempo. O campo
escalar V ¢ chamado energia potencial de v, e v ¢ o gradiente de V. Do ponto de vista
fisico, V ¢ a quantidade de trabalho necessaria para vencer a forca v. A sua unidade fisica ¢

2 2
gecm'.s”.

Jodo Cataldo - FCUL 8



Fundamentos do campo gravitico

Figura 1.6 — Integra¢do de um campo de vectores ao longo de uma curva.

Foi demonstrado que o campo da forca gravitico € irrotacional, e como tal, tem uma
energia potencial correspondente. Também, como a aceleragdo gravitica g difere do campo
da forca gravitica unicamente de um termo de escala m, ¢ facil verificar, a partir da
equagdo 1.11, que o campo gravitico pode ser escrito como:

F,=m-g=VV=mVW (1.12)
Por outras palavras, existe também um campo escalar W tal que:
g=VW (1.13)
Este campo escalar ¢ conhecido como potencial gravitico.

O potencial gravitico W ¢ algumas vezes tratado como o trabalho negativo
necessario para vencer a forca da gravidade mg que actua na unidade de massa m. Mas as
suas unidades fisicas sdo cm” s ndo reflectindo a presenga de quaisquer massas. E
preferivel, no entanto, encarar W como o “trabalho” no sentido cinematico, ou seja, nao
envolvendo massas. Dado que o potencial difere da energia potencial V unicamente do
escalar m - a massa da particula atraida - as propriedades geométricas dos campos
escalares V e W sdo 0s mesmos.

Voltando a equacao 1.8, verificamos que a aceleragdo gravitica por ser escrita como
a soma de um integral triplo, representando a aceleracdo gravitacional, e outro termo
representando a aceleracdo centrifuga. Sendo o operador diferencial (gradiente) um
operador linear, o potencial gravitico W pode também ser escrito como a soma de
potencial gravitacional V ¢ o potencial centrifugo ®@.

Nao havendo, nesta fase, perigo de confusdo entre a forca e a aceleracdo,
consideramos a aceleragdo gravitacional como designada por F e aceleragdo centrifuga por
fentdo:
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g=F+f=VV+VD=V(V+D)=VW (1.14)

Resolvendo esta equagdo, atendendo a equacdo 1.8 obtemos as seguintes formulas
para os potenciais:

V(P) = V(x,y,7) = GM_UJ%p(Q)dV (1.15a)
@(P)z% c02p2=%0)2 x+vy) (1.15b)
W(P) = W(x,y,2) = GMJ.J-J%p(Q)dV+%(DZ x* +y?) (1.16)

Analisando estas formulas, verificamos que enquanto V diminui com o aumento da
distancia a Terra, sendo inversamente proporcional a distdncia, @® aumenta
proporcionalmente com o quadrado da distancia ao eixo de rotacdo. Por exemplo, tomando
uma direcc¢ao, no plano equatorial, a partir do centro de massa, verifica-se que o potencial
varia com a distancia, devendo-se ter presente que o potencial combinado W actua sobre o
corpo ou particula sobre a superficie da Terra. Logo que o corpo deixe de rodar com a
Terra o potencial @ deixa de ser relevante e ¢ unicamente mantido o potencial
gravitacional V.

As derivadas parciais de segunda ordem de V formam uma matriz simétrica

(1.17)

chamado tensor gradiente gravitacional (de segunda ordem). Similarmente, as derivadas de
segunda ordem de W formam o tensor gradiente gravitico.

1.3 Equacoes fundamentais do potencial gravitico

Como ja foi demonstrado na sec¢do anterior o vector do campo gravitico g pode ser
representado de forma Unica e completa por um campo escalar, o potencial gravitico W.
Conhecido o potencial W na regido de interesse, pode-se determinar todos os outros
parametros que caracterizam o comportamento do campo gravitico. Por esta razdo
deveremo-nos concentrar nas formas de obter W, para se excluir outros parametros; a
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técnica de conversao W - ou mais precisamente, a conversao da sua parte irregular, o
potencial perturbador - noutros pardmetros sera tratada no segundo capitulo.

Para deduzir a equagdo fundamental as derivadas parciais que descreve o
comportamento do potencial gravitico W, vamos primeiramente analisar o comportamento
local do vector gravitacional F. O seu comportamento num ponto ¢ completamente
descrito pelo seu rotacional e divergente, dado na vizinhanga desse ponto. Uma vez que o

campo do potencial gravitacional ¢ irrotacional e numa primeira aproximacao,
conservativo, significa que podemos escrever imediatamente':

rotVV(r,)=rotF(r,)=VxF=0 (1.18)

para qualquer ponto A, em que r4 € o vector posicdo num sistema de coordenadas
arbitrario.

Por outro lado, o divergente de F(rs) pode ser escrito como o caso limite da formula
de Gauss:

ﬁF(rA)-nds

diVF(rA):V-F(rA)ZSIiIE()S— (1.19)
A A

em que v € o volume limitado pela superficie S, e n é o vector unitario normal exterior a
S, fig. 1.7. Se o integral do fluxo gravitacional F.n dS ¢é positivo, o ponto A ¢ chamado
fonte, se o integral ¢ negativo entdo o ponto A ¢ chamado sumidouro (sink na literatura
inglesa). No caso do integral ser zero, F nado ¢ divergente em A. A questdo importante esta
em determinar se o fluxo gravitacional € positivo, negativo ou nulo.

Figura 1.7 — Fluxo Gravitacional

o o0 0

ox 0Oy o0z

' O rotacional de um campo de vectores ¢ dado por rot F(r)=VxF=|F F  F,
i ok
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Para encontramos a resposta, designemos M a massa do volume v, completamente
limitado pela superficie S como M = vs p com o reconhecimento que para um volume
suficientemente pequeno v a densidade da massa p € uniforme (constante) em L.

Se, por simplicidade, a origem do sistema de coordenadas for o centro de va,
verificamos que v cria uma acelera¢do F dada por:

Firy=M, (1.20)

3 A
|”A|

Pode ainda ser demonstrado que quando ¢ considerado o limite em 1.19 a forma da
superficie S ¢ imaterial uma vez que esta envolve completamente o volume va. Assim, e
de novo por simplicidade, ¢ claro que a aceleragcdo F criada pelo volume esférico va ¢
normal a S em todos os pontos, e F.n ¢ igual a F. O fluxo gravitacional pode entdo ser
escrito como:

GM js =GP B4 4 (1.21)
|

r Ir

F-ndS=FdS=-

em que r € o raio da esfera S.

Sabendo que a superficie de uma esfera de raio r é igual a 4nr’, ndo ¢ dificil ver que
o integral do fluxo gravitacional da:

{:}F-ndsz—MGp(rA)gA (1.22)

Este resultado ¢ designado por Teorema de Gauss e diz-nos que o fluxo do campo
Newtoniano através de uma superficie fechada s6 depende das massas interiores a essa
superficie M; e o seu valor ¢ -4nGM; (-4nGp v,). Dividindo a equagdo anterior por LA €
tomando o limite obtemos:

divF(r,)=—4nGp(r,) (1.23)

Esta equacgdo, que também pode ser obtida directamente da definicdo de divergente
tomando o caso limite r-> 0, ¢ obviamente valida em qualquer sistema de coordenadas. A
sua interpretacdo ¢ a seguinte: dado que p(ra) ¢ uma quantidade ndo negativa, A pode ser
um sumidouro da aceleragdo gravitacional F(rs) ou o divergente de F ¢é zero em A (se

p(rA)=0).

Estudado o comportamento local da aceleracdo gravitacional, viramo-nos para a
aceleracdo centrifuga f{ra). O campo centrifugo ¢ também irrotacional, e rot f= 0.
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O divergente de f ¢ facilmente calculado seleccionado um sistema de coordenadas
(x,y,z) tal que o eixo dos z coincide com o sistema de rotagdo da Terra. Recordando a

equacgdo 1.7 e tomando p = /x> +y’ obtemos

2 . .
S(ry) =0 (X i+Y,J)) (1.24)
e o divergente ¢ imediatamente dado por:
div f(r,)=2w’ (1.25)
O valor do div f, sendo um campo escalar, ndo deverd sofrer alteragdo com a
transformagdo para outro sistema de coordenadas, dado que o comportamento de f nao
depende do sistema de coordenadas. Consequentemente, verificamos que o divergente da

aceleragdo centrifuga ¢ constante para todo o espago.

Sendo a aceleragao gravitica g a soma das duas aceleragdes tratadas anteriormente,
como consequéncia da linearidade do operadorV , entao:

V-g(r,)=divg(r,)=—4nGp(r, )+ 20 (1.26)
Além disso, como g =V W , obtemos finalmente:
V?W(r,)=—-4nGp(r,) + 2w’ (1.27)
Esta ¢ a equacdo diferencial fundamental as derivadas parciais (de segunda ordem)
para o potencial gravitico, referida como equacio de Poisson. Embora esta equacdo, nesta
forma, seja véalida em todo o espago ¢ muitas vezes dividida em duas formas especiais:
a) Aplicada ao espaco exterior (p=0)

V> W(r,)=2w (1.28)

Desprezando a densidade da atmosfera (que ¢ consideravelmente mais pequena que a
densidade da Terra) podemos dizer que 1.28 ¢ valida no exterior da Terra.

b) O segundo caso especial da equacdo 1.27 pode ser formulado para a superficie da Terra.
Um ponto A localizado na superficie da Terra pode ser considerado como tendo uma
densidade igual a uma frac¢do da densidade num ponto que ¢ inteiramente no interior da
Terra. Por outras palavras qualquer vizinhanga diferencial do ponto A na superficie da
Terra ¢ parcialmente vazia e parcialmente densa. Por isso,

V?W(r,) =-knGp(r,) + 20 (1.29)
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em que p ¢ entendido como sendo a densidade da superficie material da Terra e k pode
tomar valores inteiros de 0 a 4.

Estas duas equagdes ilustram o facto de que as segundas derivadas do potencial
gravitico ¢ descontinuo na fronteira entre quaisquer dois meios de diferentes densidades,
sendo a superficie da Terra um exemplo notavel. Pode também ser constatado que a
equacdo diferencial fundamental para o potencial gravitacional V no exterior da Terra,
conhecida como equagdo potencial, ¢ uma equacgao de Laplace:

V:V(r,)=0 (1.30)
O potencial gravitacional no espago exterior ¢ uma fungdo harmonica.

Claramente, o problema da determinacio do campo gravitico da Terra pode ser
dividido em dois: a determina¢io do campo gravitacional e a determinacio do campo
centrifugo.

Enquanto que f ¢ uma funcao simples de posicdo em que a velocidade angular da
Terra ¢ conhecida com bastante precisdo, a determinacdo do campo gravitacional ¢
analiticamente complexa. Consequentemente vamos concentrar/deter até ao fim deste
capitulo, no estudo do campo gravitacional.

O interesse geodésico reside sobretudo no espago imediatamente exterior da Terra
(até um altitude de alguns milhares de km da superficie da Terra), a superficie da Terra e a
crosta da Terra. Com base nas caracteristicas das equagdes diferenciais validas no interior
e exterior da Terra, podemos verificar que ¢ vantajoso dividir a regido de interesse em
duas: exterior e interior da Terra. O potencial V no exterior da Terra ¢ muitas vezes
referido como potencial gravitacional externo e este potencial satisfaz a equacdo de
Laplace (no exterior da Terra). Conhecendo os valores do potencial na superficie da Terra,
ou seja, na fronteira da regido de interesse, o potencial externo V ¢ obtido por resolucao
das equagdes do problema de fronteira geodésico. Infelizmente, a superficie da Terra ndo ¢
suficientemente suave para assegurar a unicidade desta solucdo externa. As varias
possibilidades para suplantar este obstaculo serdo discutidas no capitulo 2, juntamente com
as formas de atribuir valores de fronteira. No presente, ¢ suficiente reconhecer esta
equacdo e dedicarmos a nossa atengdo nas técnicas disponiveis para resolver o problema
do valor de fronteira.

Das muitas técnicas existentes, apresentamos as duas que sdo mais facilmente
aplicaveis neste caso, transformagdo em equacdes integrais e o método de separacdo de
variaveis (designada técnica de Fourier).

Para formular a equagdo integral correspondente ao nosso problema de valor de
fronteira vamos recordar a segunda identidade de Green:
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i {P(rA ) aQa(;A) ~Q(r,) aP;;A )} as = [[[[Pr,)v>Q(r,) - Qe )V?Pery)]dv  (131)

Se tomamos Q(r) = V(r) e P(r) = 1// (fig. 1.8) verifica-se facilmente que a segunda fung¢ao
¢ um nucleo, ou seja, P(ra,r) = 1// ¢ harmodnica em todo o espaco excepto para /=0. E
chamada fun¢do harmonica fundamental. Consequentemente obtemos:

ﬁ{%%—V(rA)%ﬂdS—jﬂ%VzV(rA)dv (132)

:_HIV(rA)VZdoV

que ¢ conhecida por terceira identidade de Green.

Figura 1.8 — Funcao harmoénica fundamental (1/7)

Esta equacdo pode ser simplificada da seguinte forma: primeiro, notando que o
potencial gravitacional ¢ tomado unicamente no interior da terra e assim, ¢ fungao somente
da varidvel r. Por outro lado, uma vez que a fungdo harmonica fundamental ¢ um nucleo, ¢
fun¢do de ambos os vectores r e rp. Dependendo da posi¢do de A, o termo da direita de
(1.32) ¢ igual a 4n V(ra) para A dentro de S, 2nV(ra) para A sobre S e zero fora de S.
Assim a terceira identidade de Green fica:

1 oV o1 | 4nV(r,), A dentro de S
ﬁ[_ - _V(rA)__} dS_Ijj_vzv(rA)dV =42nV(r,), A na superficie de S
JL¢ oOn on / 24 '
0 A no exterior de S

(1.33)

Verificando-se que no interior da Terra V* V(r,) = —4nG p(r, ) o integral de volume

torna-se 4nG I ”T p(r)/¢ dv, ou seja 41 V(ra). Assim obtemos finalmente:
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Loy - , A dentro de S
ﬁ(za - Va—j dS=<-2nV(r,), A na superficie de S (1.34)
h —4nV(r,) A no exterior de S

Esta ¢ a solugdo do problema de valor de fronteira de Poisson para V na forma
integral. Em particular, no exterior da Terra (A exterior a S) esta equacdo integral ¢
equivalente ao problema do valor de fronteira de Laplace.

No caso exterior a funcdo 1// ¢ uma fungcdo harmonica e pelo teorema da
divergéncia verificamos que:

ﬁanﬁds jjjvzldv_o (1.35)

entdo a terceira identidade pode assumir o aspecto:

ﬁla—VdS - —47sz§dv (1.36)

Gm_dv GjEf [ 4711G8njds (1.37)

0 que significa que o potencial criado pelas massas interiores a uma superficie
equipotencial ¢ igual ao potencial criado no mesmo ponto pela superficie S considerada
materializada com a densidade :

G:_LG_V (1.38)
4nG on

Esta superficie S materializada deste modo ¢ designada Camada Equivalente de Green.
Podemos assim dizer que o potencial num ponto exterior € igual ao potencial criado pelas
massas exteriores mais o potencial criado pela camada equivalente de Green. A massa
dessa superficie ¢ dada por:

1
M, ﬁGdS——J.”AMGan = 4nGm =—4 7GM, =M., (1.39)

utilizando o resultado do Teorema de Gauss.

Na sequéncia deste resultado surge o Teorema de Stokes que diz que: “Sendo S uma
superficie equipotencial de um campo Newtoniano contendo no seu interior todas as
massas atraentes, se modificarmos a distribuicdo das massas, sem alteracdo da sua
totalidade mas por forma a que S continue a ser equipotencial e exterior as massas
atraentes, o potencial num ponto qualquer exterior a S mantém-se inalteravel.

Um conhecido exemplo da validade deste teorema ¢ o potencial exterior de uma esfera
homogénea V=GM// em que M ¢ a massa da esfera e ¢ a distdncia de um qualquer ponto
no exterior ao seu centro. Todas as esferas homogéneas concéntricas com a mesma massa
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total m, independentemente da sua dimensdo, criam o mesmo potencial. O potencial € o
mesmo como se a massa total fosse concentrado no seu centro. Um outro exemplo € o ja
mencionado da camada equivalente de Green. Estes sdo exemplos particulares do teorema
de Stokes, ou seja, uma fungdo harmonica no exterior de S € unicamente determinada pelos
seus valores em S. Contudo existem infinitas distribuicdes de massa que tém a dada fungao
harménica V como potencial exterior. E assim impossivel a determinagio da distribuigao
das massas a partir do seu potencial externo. Este problema ¢ referido por problema
inverso da teoria do potencial ¢ ndo tem uma solucdo unica. Este problema surge na
prospeccao geofisica aquando das medicdes gravimétricas: as massas invisiveis sao
inferidas das anomalias do campo gravitico. Para determinar o problema completamente, ¢
necessaria informagdo adicional, que ¢ fornecida por exemplo pela geologia e por
medigOes sismicas.

1.4 Superficies Equipotenciais

O potencial gravitico W devera conter toda a informagdo sobre o campo gravitico.
Sera assim de esperar que a um potencial “suave” corresponde um campo gravitico suave e
a um potencial irregular corresponda um campo gravitico irregular. Como podera entdo o
potencial ser usado para detectar as irregularidades do campo gravitico? A forma mais
simples de usar o potencial gravitico W para caracterizar estas irregularidades ¢ utilizar as
suas superficies equipotenciais e as suas linhas de forg¢a. A superficie equipotencial ¢ a
superficie na qual o potencial gravitico ¢ constante. A equagdo geral da superficie
equipotencial ¢ W(r) = const. Obviamente, existe um numero infinito de superficies
equipotenciais, uma para cada valor do potencial. As linhas de forca sdo curvas para as
quais o gradiente do potencial ¢ tangente a todos os pontos. As linhas de forca do campo
gravitico da Terra sdo chamadas linhas de prumo (fig. 1.9).

vertical do

superficie
equipotencial

W=caonst,

Figura 1.9 - Superficies equipotenciais do campo gravitico da Terra (fig.2-2 HM)
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As superficies equipotenciais t€ém algumas propriedades de grande importancia para
a geodesia:
a) As superficies equipotenciais nunca se cruzam, sdo superficies fechadas.
b) Sao superficies continuas, sem discontinuidades.
¢) O raio de curvatura das superficies varia suavemente de ponto para ponto,
com excepcao de locais onde a densidade das massas varie rapidamente.
d) As superficies sao convexas em todos 0s pontos.

Quando movendo ao longo de uma superficie equipotencial, ndo h4 variacdo no
potencial e consequentemente ndo ha trabalho no sentido estitico. Contudo este
movimento ndo poderd ser nem contra nem a favor da direc¢do do campo de forca. A
consequéncia ¢ que as linhas de forca devem ser todas perpendiculares as superficies
equipotenciais. Sendo a direc¢do da linha de prumo frequentemente referida por direcgdo
da vertical, as superficies equipotenciais definem a direccdo horizontal, assim estas sdo
também chamadas linhas de nivel.

Se desenhamos a sec¢do vertical de uma superficie equipotencial verifica-se que esta
¢ uma curva concava. No seu conjunto as superficies equipotenciais formam um padrdo
espacial concavo reminescente de uma série de elipsdide concéntricos. Contudo devido as
irregularidades da distribuicao da densidade as superficies equipotenciais sao também de
algum modo irregulares. Como o seu raio de curvatura varia irregularmente de ponto para
ponto em varias direcgdes, as linhas de prumo sdo também curvas em todas as direcgdes -
estas t€ém ndo sO uma curvatura mas também uma tor¢do - sdo consequentemente curvas
espaciais. E bom relembrar que todas estas irregularidades, embora significativas, sdo
relativamente pequenas.

Retomando a formulacdo matematica das superficies equipotenciais e do potencial
gravitico, obtemos por diferenciagao do potencial gravitico (W = W(x,y,z)) :

dW:aWdX+aWdy+8W dz (1.40)

10)'¢ oy 0z

Escrevendo esta expressao em notacao vectorial, € usando o produto escalar, obtemos:
dW =gradW-dx =g-dx emque dx = (dx,dy,dz) (1.41)

Se o vector dx ¢ tomado ao longo da superficie equipotencial W=W,, entdo o potencial
permanece constante e dW=0, entao:

g-dx=0 (1.42)

Se o produto escalar de dois vectores € zero, podemos concluir que esses vectores

sdo perpendiculares. Sendo dx tomado sobre a superficie equipotencial podemos entdo
concluir que:
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“O vector gravidade num ponto ¢ normal a superficie equipotencial que passa por esse
ponto”

Como as superficies de nivel sdo “horizontais em todo o lado” elas possuem uma
forte significado fisico intuitivo e fisico do horizonte, e possuem a importancia geodésica
da linha de prumo, porque sdo normais a essa linha. Assim ¢ facilmente entendida a
importancia que ¢ dada ao estudo das superficies equipotenciais.

Uma andlise cuidada da expressdao do potencial gravitico W permite-nos verificar
que as superficies equipotenciais W(x,y,z)=W, sdo equacdes de alguma complexidade
matematica. As superficies de nivel completamente exteriores a Terra, sdo pelo menos
superficies analiticas, embora ndo possuam uma expressao analitica simples, porque o
potencial gravitico W ¢ analitico no exterior da Terra. Este resultado ndo ¢ verdadeiro para
as superficies de nivel parcialmente interiores ou totalmente interiores & Terra, como o
Geoide. Estas superficies sdo continuas e suaves, mas ndo sdo superficies analiticas; na
proxima sec¢ao veremos como a curvatura das superficies equipotenciais interiores varia
descontinuamente com a densidade.

As linhas que intersectam as superficies de nivel ndo sdo, de um modo geral,
exactamente linhas rectas, mas ligeiramente encurvadas. Estas linhas sdo chamadas linhas
de forga, ou linhas de prumo. Em cada ponto as linhas de prumo sio tangentes a vertical,
e o vector gravidade ¢ tangente a linha de prumo. Portanto, vertical, direc¢do do vector
gravidade e direccdo da linha de prumo sdo sinénimos.

A altitude H de um ponto acima do nivel do mar (altitude ortométrica) ¢ medida ao

longo da linha de prumo encurvada, a partir do gedide. Se tomarmos o vector dx ao longo
da linha de prumo na direc¢do de crescimento das altitudes H, entdo o seu comprimento

(do vector d;) sera:
‘d;‘ —dH (1.43)

e a sua direc¢do ¢ oposta ao do vector g, que ¢ direccionado para o interior da Terra,
sendo o angulo entre dx e gde 180, entdo:

g-dx = gdH cos(g,dx) = g dH cos(180) = —g dH (1.44)

Como é .dx = dW , entao: dW =-g dH (1.45)

Esta equagdo mostra-nos a relagdo existente entre a altitude H e o potencial W, e sera
essencial na teoria da determinacao das altitudes. Esta expressdo mostra claramente a inter-
relacdo inseparavel que caracteriza a geodesia — a inter-relacdo entre conceitos
geométricos (H) e conceitos dinamicos (W).
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Foi visto que existe uma relagdo definida entre as superficies equipotenciais € a
direc¢do da gravidade - sdo mutuamente perpendiculares. A questdo muitas vezes colocada
é: qual a relacdo entre as superficies equipotenciais e a magnitude da gravidade? E a
distancia entre as superficies que ¢ directamente relacionada com a magnitude da
gravidade? Quanto mais juntas as superficies, mais forte o campo da gravidade e vice-
versa fig. 1.10. Isto € obvio, pois sabemos que g ¢ meramente a diferenca de potencial de
duas infinitamente proximas superficies equipotenciais dividida pela sua separagdo, i. e.

oW
g=|VW|~— (1.46)
ch
O resultado anterior da também resposta a uma questdo muitas vezes colocada e
erradamente respondida: sera a gravidade num superficie equipotencial constante? Pela fig.

1.10 verificamos que a magnitude da gravidade numa superficie equipotencial ¢ variavel.

W.

Const.

et

W-cons"

Figura 1.10 — O vector gravidade e as superficies equipotenciais (VK, fig. 6.13)

Uma outra caracteristica tirada da fig. 1.9, o facto de, numa abordagem global, as
superficies equipotenciais convergirem mais nos polos pode agora ser explicada: isto ¢
uma consequéncia da gravidade ser superior nos pélos que no equador.

E claro que a superficie de um fluido homogéneo em equilibrio coincide com a
superficie de uma das superficies equipotenciais da Terra. Suponhamos que a superficie do
fluido difere da superficie equipotencial; entdo existirdo diferengas de potencial ao longo
da superficie do fluido, ou, por outras palavras, existiria uma componente da forca da
gravidade actuando ao longo da superficie do fluido. As diferengcas em potencial, ou
equivalentemente, a componente da for¢a da gravidade tangente a superficie criaria um
fluxo que traria a superficie do fluido ao ponto de equilibrio, ou seja, coincidéncia com a
superficie equipotencial.

Isto € o que acontece na superficie da Terra quer localmente quer globalmente. As
superficies dos lagos e oceanos tendem a seguir as superficies equipotenciais com alguns
pequenos desvios quer devido a influéncias externas quer devido a falta de
homogeneidade.
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De todas as superficies equipotenciais existe uma de particular interesse para a
geodesia que corresponde a superficie que melhor aproxima o nivel médio do mar em toda
a Terra. Esta superficie ¢ designada geodide. Gauss descreveu o gedide como sendo a figura
matematica da Terra e como tal é uma superficie de referéncia na geodesia.

Numa primeira aproximagao, i.e. até alguns poucos metros, o gedide ¢ representado
pelo nivel médio do mar. O gedide passa sob os continentes a uma profundidade igual a
altitude do terreno acima do nivel médio do mar. As observagdes provaram que o gedide
pode ser aproximado - até alguns metros — por um elipsdide geocéntrico biaxial (designado
por elipsdide médio da Terra) cujo semi-eixo menor coincide com o eixo principal de
inércia polar da Terra.

—~ e()ide

“Elipséide _

referéncia

Figura 1.11 — Secc¢ao vertical do gedide em que N representa a ondulacao do
geodide em relagdo ao elipsoide (adaptado VK).

A separagdo entre o elipsoide de referéncia geocéntrico e o geodide ¢ designada por
altitude geoidal ou ondulagdo do gedide sendo geralmente designada pela letra N (fig.
1.11). Esta quantidade ¢ algumas vezes chamada altitude absoluta do gedide porque
relaciona o gedide com algo “absoluto” — o elipséide de referéncia geocéntrico.

Existe também uma altitude relativa do gedide, que refere o gedide a outro tipo de
elipsoide de referéncia que ndo é geocéntrico. Como exemplo de um geodide deste tipo
podemos referir a ondulacao do gedide em Portugal continental relativa ao datum 73 ou ao
datum Lisboa.

Na figura 1.12 ¢ apresentada um dos solugdes globais para a ondulacdo do geoide
obtida dos coeficientes do modelo geopotencial EGM96 (Lemoine et al., 1997)
representados os grandes comprimentos de onda até ao grau 360. E importante realgar que
os minimos relativos da ondulacdo do gedide ndo sdo concavos uma vez que o gedide €
uma superficie convexa (harmoénica em todo o espago) e estas regides concavas sdo sé
aparentes. O maior valor (absoluto) da ondulag¢io do gedide ocorre no sul da india em que
o geodide passa a baixo do elipsodide cerca de 100m.

A relacdo entre amplitudes e comprimentos de onda do geodide foi detectada
empiricamente por Kaula. Esta relacdo ¢ mais facilmente detectada num perfil do geoide,
apresentado na figura 1.11. Quando N ¢ desenvolvido em série de Fourier trigonométrica
em média (para varios perfis em vdrias localizagdes e em vérias direc¢des) a amplitude A,
(coeficientes de Fourier) diminui com o aumento do nimero de onda n. Se considerarmos
n=1 com um correspondente comprimento de onda de 40000 km a regra de Kaula fica:
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A ~R/(n’10°)

em que R ¢ o raio médio da Terra. Por exemplo, se um elemento tem de comprimento 2000
km (correspondendo a comprimento de onda de 4000 km, ou n=10) entdo a sua amplitude
devera ser em média 64 cm.

50
:
07
. )
-50

-1 ‘50 -1 60 -éO 0
Figura 1.12 — Ondulagao do gedide do modelo geopotencial EGM96.

As medigdes geodésicas sdo quase em exclusivo referidas ao sistema de superficies
de nivel e linhas de prumo, em que o geodide toma um papel essencial. Assim o objectivo
imediato da Geodesia Fisica ¢ “a determinacdo das superficies de nivel do campo gravitico
da Terra”. De uma forma mais abstracta, mas de formulagdo equivalente, podemos dizer
que a geodesia fisica tem como objectivo a determinagdo da funcdo potencial W(x,y,z)
pois segundo Burns, se o potencial W ¢ dado em funcdo das coordenadas x, y, z, entdo,
conhecemos todas as superficies de nivel incluindo o gedide, e sdo dadas pela equagdo
W(x,y,z) = const.

1.5 Curvatura das superficies de nivel e das linhas de prumo

A curvatura de uma curva com a expressao y=f(x) ¢ dada por (ver fig. 1.13):

1 y” dzy
;: (1+y/2)3/2 = dx 2 (1.47)

em que k é a curvatura e p é raio de curvatura e y' =dy/dx e y" =d*y/dx?.

Jodo Cataldo - FCUL 22



Fundamentos do campo gravitico

Superficies equipotenciais. Consideremos um ponto P numa superficie de nivel S.
Tomemos um sistema local de coordenadas x,y,z com origem em P, cujo eixo dos Z ¢
vertical, normal a superficie S (fig. 1.14).

Intersectamos essa superficie de nivel W(x,y,z)=W, com o plano xz, atribuindo y=0.
Comparando a figura 1.13 com figura 1.14, verificamos que agora o eixo dos zz toma o
lugar do eixo dos yy. Consequentemente, em vez da equacdo 1.47, temos agora a curvatura
da interseccao da superficie de nivel com o plano xz:
B d’*z

dx’
Se diferenciarmos W(X,y,z)=W, em ordem a X, considerando que y=0 e z ¢ uma fung¢do de
X, obtemos:

k, (1.48)

aﬂJraﬂ%: (1.49)
Ox 0z dx
2 2 2 2 2
avzvuawnga\iv(gJ y WOz (1.50)
Ox dxdzdx 0z \ ox 0z 0Ox
y i |
nx
y=£(x) W ey
/P \\sup_mm
> X
g

Figura 1-13 — Curvatura de uma linha Figura 1.14 — Curvatura da linhas de
de equagdo f(x). prumo e da superficie equipotencial.

Uma vez que o eixo dos x ¢ tangente em P entdo dz/dx=0 em P, e entdo:

0°W
0’z ox 2
=— 1.51
o oW (151)
0z
sendo o eixo dos zz a vertical no ponto P entdo: (Zﬂ = (Z_\I){V =—g e aequagdo 1.48 toma a
Z
\\Y
forma: k, =—= (1.52)
g

Jodo Cataldo - FCUL 23



Fundamentos do campo gravitico

A curvatura da interseccao da superficie de nivel com o plano yz ¢ obtida pela
substitui¢do de x por y e obtemos:

k, =—2 (1.53)

A curvatura média J de uma superficie num ponto P ¢ definida como a média
aritmética das curvaturas de duas secgdes verticais perpendiculares entre si (fig 1.15).
Assim:

W, + Wyy

2g
O sinal negativo € apenas uma convengdo. Esta é a expressdo para a curvatura média da
superficie de nivel.

J:—%(k1+k2):— (1.54)

Normal i superficie

Figura 1.15 — Curvatura média de uma superficie.

Pela equacao de Poisson generalizada (equagao 1.27):

VW =W, +W_+W, =—4rGp+ 2w’ (1.55)
obtemos:
-2gl+W,_ =—41Gp + 2w’ (1.56)
Considerando que:

g _ 0g
W, =- € que W,=—7—=-——7
g q 2z o7 oH

obtemos finalmente:

og 2
—=20]+41Gp - 2® 1.57
o g p (1.57)

Esta importante equagdo, que relaciona o gradiente vertical da gravidade Og/dH

com a curvatura da superficie de nivel é devida a Bruns. E mais um exemplo da
interligacdo entre conceitos geométricos e dindmicos.
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Linhas de prumo. A curvatura das linhas de prumo ¢ necessdria para a reducdo das
observacdes astronomicas ao geoide. A linha de prumo pode ser definida como a curva
cujo vector elementar dx =(dx,dy,dz) tem a direccdo do vector gravidade

g=(W,,W,,W,), ou seja, dxe gdiferem unicamente de um factor proporcional. Este

facto ¢ expresso na forma:

=2 = (1.58)

No sistema de coordenadas da figura 1.14 a curvatura da projec¢do da linha de prumo no
plano xz ¢ dado por:

d’x
k, =— 1.59
1 dZZ ( )
esta ¢ a equacao 1.47 aplicada ao presente caso. Pela equagdo 1.58 temos:
dx = W, (1.60)
dz W,
Diferenciando esta equacdo em ordem a z, considerando que y=0:
2
Ex_ Dlwfw,ew, Eow(w, +w, & (1.61)
dz= W, dz dz

Neste caso particular de sistema de coordenadas, o vector gravidade coincide com o
eixo dos zz, de modo que as suas componentes X € y sa0 zero:

W, =W, =0

Pela figura 1.14 verificamos que j—x =0, logo:
Z

de WZWXZ WXZ WZX
2 WX W, W, (1.62)

Considerando W, = -g, obtemos finalmente:

_ldg

k 1.63
T g dx (1.63)
e similarmente
1 dg
k,=—>= (1.64)
g dy
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Estas sdo as curvaturas das projecgdes da linha de prumo no plano xz e yz, sendo o eixo
dos z vertical coincidindo com o vector gravidade. A curvatura total k da linha de prumo ¢
dada de acordo com a geometria diferencial por:

k=ylC+ k2 =L [g +g? (1.65)
g

A finalizar ¢ de referir que as varias formulas para a curvatura das superficies de
nivel e linhas de prumo sdo equivalentes a uma tinica equagao vectorial:

grad g = (~ 21 +4nGp - 2w° )i + gk i, (1.66)

em que n¢é o vector unitario ao longo da linha de prumo e n, é o vector unitario ao longo

da normal principal da linha de prumo. Esta equagdo ¢ chamada equac¢iao generalizada de
Bruns.

1.6 Equacao de Laplace

Na seccdo 1.3 foi referida uma forma de resolver a equacdo de Laplace através da
terceira identidade de Green. Contudo, existe outra técnica para resolver o problema de
valor de fronteira que faz recurso a separagdo de varidveis na resolucdo deste problema,
designado método de Fourier. Para obter a solucdo na sua forma mais simples, ¢
importante seleccionar um sistema de coordenadas mais conveniente que o sistema
cartesiano. Para esse efeito sdo geralmente usados dois sistemas — o esférico e o

elipsoidico. A equagdo de Laplace V> V(r,) =0 toma diferentes formas para diferentes
sistemas de coordenadas.

/m

z=rcos@g

o,

Figura 1.16 — Sistema de coordenadas esférico (1,0,1).

Seja (X,Y,Z) um sistema de coordenadas cartesiano centrado no centro de massa da
Terra e (r,0,\) um sistema de coordenadas esférico (fig. 1.16). A relacao entre estes dois
sistemas ¢ dada por:
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. 2 2 2
X =rsin @ cos A F=yx-+y +z
] ] 2 + 2
y =rsin0sin A g=rtg V2TV (1.67)
z
zZ=rcos0 x_rtg—ll
X
No sistema cartesiano o elemento linear ¢ dado por:
ds® = dx* +dy* +dz’ (1.68)
e no sistema esférico ¢ dado por:
ds® =dr’ +1d6* +r’sin” 0 dA’° (1.69)

o facto de nesta expressdo ndo aparecerem os produtos dr d6, dr dA e d6 dA significa que
este sistema de coordenadas esférico ¢ um sistema ortogonal.

Em coordenadas cartesianas a equacao de Laplace toma seguinte forma:

2
VV(r )_ng+av+av 0 (1.70)

ay2 822

e num qualquer sistema de coordenadas genérico (q;, 42, q3) em que:

x =1,(q,,9,,9;)
y=1,(q,,9,,9;) (L.71)
z=15(q,,9,,9;)

a equagao de Laplace em coordenadas ortogonais generalizadas toma a forma:

SV i(hzm avJ+ ) (h1h3 avJ+ o (hlhz av] wL72)
hh,hy| dq,{ h, aq, o9, h, 0q,) 0q;\ h; 0q;
b o of ) (of,) (of (173)
oa; aql 6q

Para coordenadas genéricas q; = 1, @2 = 0 ¢ q3 = A a equagdo de Laplace em
coordenadas esféricas toma a seguinte forma:

com:

2 2
N2V oV 8V 1 IV, (1.74)
8r2 0 00 sen29 o\

2r
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No caso do sistema de coordenadas elipsoidico (u, ®, A) indicado graficamente na
fig. 1.17 a relagdo entre coordenadas cartesianas e coordenadas elipsoidicas é:

x=+u’+E?sin®cos A
=+u’ + E?sin@®sin A 1.75
Y

zZ=ucos®

em que E ¢é a excentricidade linear e ¢ dada por E* =a” —b°.

z /—*—‘*‘— l i
N,
.
§=const. N
N |
N |
\\\ X
SN Esing \ P
z\ - ;Uf- sin A:CGDS".
xy-plane ¥y
%
K\L’*‘S/ 7
\m_—‘, o
X
Figura 1.17a — Sistema de coordenadas Figura 1.17b — Sistema de coordenadas

elipsoidicas. elipsoidicas no plano .

Considerando que q; = u, @2 = ® e q3 = A, e calculando as expressdes para os
coeficientes h;, obtemos a expressao da equagdo de Laplace em coordenadas elipsoidicas:

oV oV oW oV  u*+E*cos® 0V
+cot®@—+

+
ol ou 00 00 [u®+E)sin> @ o2

vV (r,) =’ +E) (1.76)

As equacdes 1.74 e 1.76 sdo equagdes diferenciais fundamentais do potencial gravitacional
externo da Terra sendo equivalentes a terceira equagao 1.34.

1.7 Resolucio da equacao de Laplace em coordenadas esféricas

Aplicando o método da separagdo de variaveis a equagdo de Laplace, o potencial
gravitacional V(r, 0, 1) surge em termos do produto das seguintes trés fungoes:

V(r,0.0) = f(r) . g(0) . h(L) (1.77)

o produto das duas tltimas fung¢des ¢ designado por Y (6, A).

Jodo Cataldo - FCUL 28



Fundamentos do campo gravitico

Se o sistema de coordenadas esférico (r, 6, 1) for seleccionado de forma que a sua
origem seja proxima do centro de massas da Terra, a superficie da Terra serd bastante
proxima esfera r = R. Entdo a primeira funcdo, f, descrevera o comportamento de V na
direc¢do aproximadamente normal a superficie da Terra (globalmente falando), enquanto
que a funcdo Y define as variagdes do potencial na superficie da Terra. Mais precisamente,
se tomarmos a esfera S de raio r = a, chamada esfera de Brillouin (fig. 1.18), que contenha
no seu interior todas as massas da Terra, entdo nesta esfera f sera constante, e todas as
variagcoes de V em S serdo caracterizadas por Y. Além disso, no nosso estudo, esta esfera
pode ser tomada como fronteira inferior do problema de fronteira externo, e como a
fronteira superior do problema interno. Claramente, desprezando a atmosfera, a equagdo
1.74 ¢ valida no exterior dessa esfera.

&

Figura 1.18 — Esfera de Brillouin ou de Bjerhammar.

A primeira aplicagdo do método de Fourier a equacao 1.74 da:

2 2 2
2r.Y§+r2.Ya—fJrf.cotea—Y+f.a Y+f. L oY_
or or’ 00 00’ sen’0 0’

0 (1.78)

que pode ser separada em duas equagdes interligadas pela constante c;:

2
rzd—f+2r£—clf:0 (1.79)
dr dr

2 2
cot@a—Y+a Z{+ - 12 0 2{+CIY=O (1.80)
00 00 sin” 6 O\

A equagdo 1.79 ¢ uma equagdo diferencial ordinaria de segunda ordem. A equagdo
1.80 ¢ ainda uma equacdo diferencial as derivadas parciais em 6 e A. A segunda aplicagdo
do método de Fourier a equagao 1.80 da:

2
sin’ 0

g+sin9¢059%+(c1sinze—cz)gzo (1.81)

62
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d’h
da?

+¢,h=0 (1.82)

Nestas duas equagdes, as varidveis 0 e A sdo separadas. O sistema das trés equagdes
diferenciais ordinarias 1.79, 1.81 e 1.82 ¢ equivalente a equagdo 1.74. A sua interligagdo ¢
assegurada através das duas constantes ¢; € ¢, comuns as equagdes. As trés equagdes
diferenciais ordindrias ddo a solugdo geral para as fungdes f(r), g(0) e h(A).

Comecando por resolver as duas ultimas equagdes, constatamos facilmente que a
equacdo 1.82 ¢ a equagdo do movimento harmonico simples com valores proprios

+./—c, . No caso em que o valor proprio ¢ um nimero complexo a solugdo da equacdo
diferencial é dada por:

h(A)=e™*?cosor e h(A)=e ™ ?sinoh emque w©=,b-1/4a’

em que a e b sdo os coeficientes da equagdo linear 4" + ah’+ bh = 0. No presente caso a=0,
b=c, e w=./c, e fazendo m2=cz, em que m ¢ um inteiro, as solu¢des da equacao sao:

h(A) =cos mA h(A) =sinmA (1.83)

como podemos confirmar por substitui¢do. Qualquer combinagdo linear destas func¢des
proprias satisfaz 1.82.

Substituindo cosd por t e ¢, por m* em 1.81, obtemos:

2
(l—tz)g"—2tg'+(cl—1m7jg=0 (1.84)
em que as derivadas sdo agora tomadas em ordem a t. Esta ¢ uma equacdo de Legendre de
segunda ordem para g (t). Faz sentido considerar a sua solucdo s6 para valores de m para
os quais exista a solucdo da equacdo 1.82; ou seja sO para os valores proprios da equagdo
1.82. Foi demonstrado (Hobson, 1931) que a equagdo 1.84 s6 tem solugdo para os
seguintes valores proprios de c;:

c; =n(n+1), n=m, m+l, m+2, ...
quando 0 € (0, ) out € (-1, 1). Estes sdo os valores proprios admissiveis da equacdo de

Legendre. As correspondentes fungdes proprias sdo as fungdes associadas de Legendre
(de grau n e ordem m) dadas por:

P ()=

(1-¢)" - (2 -1)" (1.85)

2"n! dg™m
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ou P, ()=(1-t)" i—mpn(t) (1.86)
em que
P(t)=P, = L & (¢-1)° (1.87)
n n0 znn! dtn .

sdo os polindmios de Legendre. Estas fungdes proprias sdo ortogonais parat € (-1, 1) ou 0
€ (0, m) com peso w(t) = 1. As fungdes P,(t) designam-se polinémios de Legendre.
Alguns exemplos de Polinomios de Legendre:

R =1 Rn)=1 PO=r - (1.88)
5, 3 35, 15, 3
P(t)=—t ——t Pt)y=—1t"——t"+—
0 =20 -2 0= B

Os polindmios de Legendre t€m tantos zeros quanto o seu grau. A sua representagao
geométrica ¢ apresentada na figura 1.19. Para o calculo destes polindbmios existe uma
forma recursiva que calcula o polindmio de grau n a partir dos polindmios de grau n-1 e n-
2. Esta expressdo ¢ de particular interesse para o calculo numérico dos polindmios de
Legendre e a sua expressdo ¢ dada por:

n—lpn_z(t)+2n—1

P(0)=- t P, (1) (1.89)

P, (cos8)

1_ ~.'~

0.5

Figura 1.19 - Polinémios de Legendre.
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As fungdes associadas de Legendre sdo calculadas pela expressao 1.86 e as
expressoes dessas fungdes para os primeiros graus e ordem sdo:

P,.()=+1-¢ (1.90)

P, (t)=3t1-¢ P,(t)=3 (1-t%)
Py (1) = l—tz(%stz—%j Py()=15(1-*)  Py()=15(1-1*)""

Para as fungdes de Legendre existe também uma formula recursiva que ¢ dada por:

P (t):2n—1 _n+m—1

nm n—l,m

n—m n—m

(1.91)

n—-2,m

As funcgdes harmonicas esféricas de superficie descrevem o comportamento de V na
superficie de uma esfera unitaria (r =1). Os zeros destas fung¢des dividem a superficie em
células de sinal alternado, limitadas por paralelos e meridianos geodésicos.

Voltando a equagdo 1.80, podemos ver que esta equagdo ¢ satisfeita por qualquer
fungdo Y que seja o produto de uma combinagdo linear de fungdes trigonométricas, com
uma combinagdo linear de fungdes proprias (1.85) para os valores admissiveis de m e n.
Esta combinacao pode ser escrita como:

Y(6,4)= i Z"“(Cm cosmA+S,, sinmA)P, (cos@) (1.92)

n=0 m=0

em que Cym, Snum S30 constantes arbitrarias. As fungdes Yum(0) = Pum (cos 0) cos (m) e
Y um(0) = Pum (cos 0) sin (mA) sdo chamadas fungdes harmonicas esféricas de superficie.
Podem ser vistas como fungdes proprias da equacao de Laplace em coordenadas esféricas
na superficie da esfera. Os inteiros m =0, 1, 2...; n=m, m+ 1, m + 2,... ou identicamente
n=0,1,2...;m=0, 1, 2..n sdo entdo os valores proprios da equacdo de Laplace.

Para m = 0, as fun¢des harmonicas de superficie sdao polinomios de Legendre com
t=cos0. Estes polinémios tém n zeros no intervalo -1<t < 1 (ou seja, Y, tem n zeros em 0
<0 <) e, como nao depende de A, dividem a esfera unitaria em n+1 bandas, nas quais sao

alternadamente positivos e negativos. Estas harmoénicas sdo designadas por zonais (Fig.
1.20a).

No caso em que 0 < m < n, ¢ facilmente verificavel que as fung¢des de Legendre tém
n-m zeros no intervalo 0 < 0 < i, enquanto que cos mA e sen mA tém 2m zeros em 0 < A <
2 1. Desta maneira as fungdes Y um € Y'um dividem a esfera unitaria em rectangulos, com
zonas negras (onde a fungdo ¢ negativa) e com zonas brancas (onde a fungdo € positiva).
Estas harmonicas sdo as tesserais (Fig. 1.20c).
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No tultimo caso, m=n, desaparece a dependéncia da latitude e, consequentemente, as
harmonicas Y, € Y'un dividem a esfera em 2m sectores, positivos e negativos
alternativamente. Estas harmoénicas sdo designadas por sectoriais (Fig. 1.20b).

O desenvolvimento em harmoénicas esféricas representa assim uma decomposi¢cao
espectral em estruturas do campo de comprimento de onda 360°/n (correspondendo a uma
resolucdo de 180°/n). Os polindmios de Legendre representam um campo rotacional
simétrico dividindo a esfera em zonas de latitude, na qual a ordem n estabelece simetria em
relagdo ao equador. O termo de ordem zero corresponde ao potencial de uma Terra esférica
homogénea.

A)

Z.

P; (cosB) Ps 5 (cos0) P55 (cos B) sen SA

\¢

Figura 1.20 - Ilustragdo das diversas harmonicas de superficie (adaptado de Torge, 1989).

De notar que as harmonicas esféricas, sendo fungdes proprias, sdo de facto
ortogonais na superficie esférica S, ou seja, para qualquer (0, A) € (0, m) x (-m, ). Este
facto significa que:

[[ Y5 (0.1)Y5(6,1)do = 0

¢ paras#n, ou r#m,ouambos (1.93)
[[ Y2 (0,2)Y2(6,2)d5 = 0

j YE (0,2)YS (6,1)do =0 em qualquer caso. (1.94)

nm

c

em que do ¢ o elemento de angulo solido. Além disso, pode ser demonstrado que as suas
normas sao iguais para ambos os subscritos ¢ € s:

[[lve, @.m] do = [[[vz, 0.0 do = 22240 (1.95)

2n+1 (n—m)!

c
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Jivz@nf =22 (1.96)

(e}

2
Nestas relagdes foi usada a abreviatura _U = Jﬂ :f para o integral estendido a esfera
G A=0 6=0
unitaria. Podemos assim definir as fungdes harménicas completamente normalizadas, que
diferindo das anteriores de um termo constante tornam-se mais facilmente manejaveis
computacionalmente. Estas fun¢des harmonicas exprimem-se pelas relagoes:

Ve —m)!|Y¢© 1 =0
Yol fe@nen@ZmUY L oy =50 (1.97)
Y i (n+m)!|Y*® 2sem=#0

As relagdes de ortogonalidade (1.93 e 1.94) também se verificam para estas fungdes
harmoénicas completamente normalizadas, enquanto que as relacdes (1.95) vém
simplificadas:

Il [?Em ©, 7“)]2‘10 =[] [ﬁm (o, k)]zdo = 4n (1.98)

Como a érea da superficie da esfera de raio unitario ¢ 4r, isto significa que a média
do quadrado de uma fun¢do harménica completamente normalizada, tomada em toda a
esfera, ¢ a unidade. Esta formula ¢é valida para qualquer valor de m.

Regressando ao problema exterior para o potencial gravitacional V (no exterior da
esfera de Brilloiun), verificamos que este pode ser facilmente resolvido usando as
harmonicas esféricas. Considerando as equagdes 1.77 e 1.92 a solucdo ¢ claramente dada
por:

V(r,0,1) = f(r)i Z (C,, cosmh+S, _senmA)P, (cos®) (1.99)

n=0 m=0

Neste caso os coeficientes Cpy € Spym t€m de ser determinados de modo que seja
satisfeito o valor de fronteira V (r=a, 0, 1) na esfera. Isto significa que a seguinte equagao
devera ser satisfeita:

V(a,0,1)=f(a)> > (C,, cosmh+8S,, senmh )P, (cos6) (1.100)
n=0 m=0

em que f(a) € constante.

Vamos agora dedicar a nossa atengdo a terceira equagdo diferencial ordinaria 1.79.
De novo ¢ importante considerar a solu¢do unicamente para o caso com significado fisico,
a que corresponde os valores admissiveis de ¢;=n (n + 1). Esta equagdo ¢ uma variante da
equacdo de Euler e tem como solu¢do duas familias de fun¢des f e f3:

fo)=r" ou f(r)=r"" (1.101)
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satisfazendo a equagdo para qualquer valor admissivel de n.

As primeiras fungdes aumentam o seu valor com o aumento de r o que ¢
inconsistente com o esperado comportamento fisico do potencial gravitacional. Por isso,
quando se pensa na solucdo do problema exterior, é-se obrigado a tomar a segunda familia
de fungdes de forma a tornar a solucdo compativel com os requisitos fisicos. Com um
raciocinio semelhante f; é usado quando é contemplado o problema interior de Laplace.

E oportuno tomar a funcfo radial f = f, como adimensional de modo que sejam os
coeficientes C,, € Sy 0s portadores das unidades fisicas. Isto ¢ normalmente conseguido
introduzindo um factor de escala no sistema de coordenadas esférico, tomando o raio da
fronteira esférica unitario: em vez de se usar r, usa-se r/a. Neste sistema de coordenadas, a

funcao radial fica:
r —(n+1) a (n+1)
(_j :(_J n=0,1,2, ... (1.102)
a r

Este factor de escala, afecta necessariamente os valores dos coeficientes em 1.99,
preservando assim a magnitude de V. Introduzindo esta alteracdo na equacao (1.99) para o
potencial gravitacional externo, obtemos:

n

o n+l
V(r,0,L) = z (%) z (Cnm cosmA + Snmsenmk) '\m (€0S0) (1.103)
n=0

m=0

Esta equacdo ¢ equivalente & equagdo 1.16, a Unica diferenca é que em vez da
desconhecida densidade de massas p, temos um ntimero infinito de coeficientes Cym € Spm
desconhecidos. A equacdo 1.103 ¢ conhecida como o desenvolvimento do potencial
gravitacional em harmonicas esféricas, ou o desenvolvimento da equagdo de Laplace em
fungdes proprias em coordenadas esféricas.

1.8 Resolucio da equacio de Laplace em coordenadas elipsoidicas

A resolucdo da equagdo de Laplace em coordenadas elipsdidicas ¢ efectuada de
forma semelhante ao caso das coordenadas esféricas. Aplicando o método da separacio de
varidveis a equagao de Laplace, o potencial gravitacional V(u, ®, A) surge em termos do
produto das seguintes trés funcdes:

V(r, ® ) = f(r) . @) . h(h) (1.104)

o produto das duas ultimas funcdes ¢ designado por Y(®, A). A primeira aplicacao do
método de Fourier a equacdo 1.76 (equacdo de Laplace em coordenadas elipsoidicas) da:
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d*f df d’g dg  u’+E’cos® _ d’h
V*V(r,)=ghlu* +E* +gh2u—+fh +fhcot®—=+ f;
)= ghle” +E2) gl ot 0 (0 +E)sin @ ©dn?
(1.105)

Efectuando a separacdo de varidveis tal como no caso esférico e atribuindo os mesmos
valores as constantes ¢; e ¢y, ou seja m” e n(n+1), respectivamente, obtemos o seguinte
sistema de equagoes:

(u2+E2)d—2f+2u£+ n(n+1)— 2 m® [f(u)=0 (1.106)
du’ du u’ +E? ’
. d’g dg . m’
sin® +cos®—=+|n(n+1)sin® — ®)=0 1.107
40’ 4o { (n+D sno |£© (1.107)
d*h
P +m*h(L) =0 (1.108)

sendo m e n constantes inteiras. A segunda e terceira equagdes sao idénticas ao caso
esférico e a sua solucdo ¢ também idéntica. A primeira equagdo pode ser transformada
numa equagdo equivalente a segunda equagdo, mediante uma transformagdo de variavel

. o .. . .u
apropriada. Substituindo na primeira equagao T = IE esta assume a forma:

2

)

(1—1-2)?"(1)+2rf'(r)+[n(n+1)— }F(r):o (1.109)

que ¢ uma equacdo de Legendre de segunda ordem cuja solugdo no caso esférico sdo as
fungdes de Legendre Pym(cosB). No caso elipsoidico as solugdes da equagdo de Legendre
designam-se por solugdes de segundo tipo e representam-se por Qum, (t). Embora sejam
fungdes de natureza completamente diferente elas satisfazem relagdes muito similares as
que sao satisfeitas por Py, (t). As fungdes zonais tém a expressao:

1 I+t &1
QO =5 PO = =X P (OP,, () (1.110)

Estas fungdes satisfazem a mesma férmula recursiva de P, (t). Se o argumento destas
fungdes for um niimero complexo, como no caso presente, entdo estas fungdes assumem a
seguinte forma:

Qn<z>=%Pn(z)1nz—+i— “ éPk_1<z>Pn_k(z> (L111)

- k=1
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onde P, (z) sdo definidos pelas mesmas expressdes para o argumento real. A expressao
destas funcdes para os primeiros graus no caso de argumento real, ¢é:

1+t

1. (1+t t
Q,(t) = Eln(:j = arctgh(t) Q,(t)= Eln(:j —1=t.arctgh(t)-1 (1.112)

1. z+1
No caso do argumento complexo arccoth(z) = Eln—1 0 grau zero € um assumem

a seguinte expressao:

z+1

z+1 J—l:z.arcoth(z)—l (1.113)

V4
J =arcoth(z) Q,(z)= Eln[

Qu(2) = %ln[

z— zZ—

Retomando a resolucdo da equacdo de Laplace em coordenadas elipsodidicas,
podemos assim concluir que a solugdo das trés equagdes anteriores, em coordenadas
elipsoidicas, é:

f(t) = f(u)=Q, (%j ou P (1%) (1.114)
g(t)=g(®) =P, (cos®) (1.115)
h(\) = cosmA h(A) =sinmA\ (1.116)

Sendo estas as solu¢des da equacdo de Laplace em coordenadas elipsdidicas, a sua
combinag¢do linear ¢ ainda solucdo dessa equagdo e obtemos a seguinte expressdo para a
solugdo do potencial gravitacional em harmonicas elipsdidicas:

u
© 1 Q“m( j
V(u,0,r) = z Z—ﬁ(cnm cosm +S,_senmA) P,_(cos®) (1.117)
n=0 m=0 Qnm (IEJ

A constante b ¢ o semieixo menor de um elipsoide arbitrario mas fixo, designado
elipsoide de referéncia.

1.9 Coeficientes do Potencial gravitacional

Antes de nos determos com a determinacdo dos coeficientes, vamos reflectir um

. 1 ;. .
pouco sobre o papel do termo radial (a/r)n+ que surge no caso esférico. No exterior da
esfera, a sua magnitude diminui com o aumento da ordem n, uma vez que a/r < 1. Isto
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significa que com o aumento da altitude, o comprimento de onda dos elementos de maior
frequéncia (n e m ) do campo potencial tendem a ser mais “suaves”.

Como ja foi referido a equagdo 1.16 ¢ equivalente a equacao 1.103, surgindo a
questdo sobre as vantagens da segunda em relacdao a primeira. De facto, progredimos pelo
menos um passo em frente, dado que agora ¢€ possivel calcular os coeficientes a partir de
dados sobre, ou no exterior da Terra, em vez de estarmos dependentes do conhecimento da
distribuicdo das massas no interior da Terra. Se o valor do potencial gravitacional no limite
da esfera S (r = a ) for conhecido, entdo os coeficientes C,, € Sym podem ser obtidos
através do procedimento de desenvolvimento de V em harmonicas esféricas. As equagdes
para os coeficientes do potencial, usando harmoénicas esféricas normalizadas sdo:

Com = ff V(O.L)Y;, (0,1)dS (1.118)
S
Sm =} V(0,2)Y;,(0,2)dS (1.119)
S
Uma vez que existe uma relacdo implicita entre a densidade p e os coeficientes do
potencial Cyy, € Sy somos tentados a averiguar em pormenor essa relagdo. Por exemplo,
pode o conhecimento dos coeficientes do potencial dizer-nos algo sobre a distribuicao

interna das massas? Para responder a esta pergunta, vamos primeiro discutir a relacao
directa dos coeficientes com a densidade. A equacdo 1.15a pode ser escrita como:

V(P)=V(x,y,2) =G J' j _[ %p(Q) dv (1.120)

Designando por y o angulo espacial entre OP (ra) e OQ (rg), (ver figura 1.21) o
inverso da distancia / entre esses dois pontos pode ser escrita como:

o0 r n
07 (rp,1) = (15 +15 — 21,1, cosy) 2 :LZ[ij P, (cosy) (1.121)

P n=0\_*P

P

Figura 1.21a — Distancia esférica, y, Figura 1.21b — Distincia espacial, 7,
entre dois pontos na esfera. entre dois pontos.
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Escrevendo cos y por meio das coordenadas esféricas (Op, Ap) do ponto P, e as
coordenadas esféricas (0q, Aq) do ponto de integracdo, da trigonometria esférica obtemos:

cosy =cos0, cosO, +sin6, sinO, cos(A, —A;) (1.122a)

Apo6s alguma manipulacao analitica, pode ser demonstrado que a substitui¢do da
equacdo 1.122a na expressao dos polinomios de Legengre resulta na seguinte equacao:

P,(cosy)= P, (cosd,) P, (cos6,)

(1.122b)

S(n—m)! . c
+2m:1 (n+m)!(Y,,m(9 Ap)Y,, (HQ’/lQ))

VY5 (00 2V (O )

nm nm

Esta formula ¢ também devida a Legendre e ¢ conhecida como formula da
decomposi¢ao de Legendre. Substituindo este resultado na equagao 1.121 obtemos:

1
7 ry P,(cosb,)

n+l

_ i{P” (cos6,)

n=m) (Y5 (00, 2,) . (1.123)
* 22 (n + m)'( r]gﬂ QYnm (eQ’ﬂQ )J

el oY
P

Yo (0p,4
RAUNAN. Q)}

A substitui¢dao deste resultado na equacgdo 1.120 e reintroduzindo este resultado nas
equacdes 1.118 e 1.119, mediante a troca dos somatdrios com os integrais de volume,

obtemos:
G "
C,o= —JJ:.(—] P ,(cos®) cosmA'pdv (1.124)
a a

Com | _2G (n —m)! . [cosmp/
{Snm} a (n+m)'_”._"( ij(Cose){senmk’}pdV (1.125)

Estas sdo as equagdes que relacionam os coeficientes do potencial, nas unidades do
potencial, directamente com a distribui¢ao da densidade.
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O problema inverso, ou seja, a determina¢do da densidade como fun¢do das
componentes do potencial ¢ impossivel. Contudo, ¢ possivel retirar algumas conclusdes
indirectas sobre a distribuicdo da densidade a partir dos coeficientes do potencial:
nomeadamente, existe uma relacdo entre alguns coeficientes e as coordenadas do centro de
massa da Terra, bem como dos momentos principais e dos produtos de inércia. Para obter
esta relacdo, vamos adoptar um sistema cartesiano arbitrario fixo a Terra. Transformando
as coordenadas esféricas (r, 0, A) do ponto de integracao usado em 1.125 neste sistema de
coordenadas r' = (x',y’,z") verificamos que as primeiras doze harmoénicas sdo:

Yoo (x,y.z) =1

Z’
ch,o (X” ylaz') =

X!Z _ y!2 + 2Z/2

r
'
X
Y!j (Xra y’:Z’) = ?
Y;O (X!’ y!’Z!) _ —
3x'z'
YZC,I (Xlﬂ y’:Z’) = r;z

. ; , 3X!2_ 12
Y2,2(X7y 9Z)=w

rr2

21_!2

Yo, (x',y,z)=0 (1.126)

Y x"y',z2")=0

Yls,l (X’a y" Z') = %

Y;,(x,y,z)=0

S !/ !’ A 3 z
YZ,I(X ,y :Z): y

12

S ! ! [ 6X' '
Yz,z(x DAY ) = r,zy

Substituindo estes valores na equacdo 1.125, descobrimos que as primeiras 12 coeficientes
do potencial adquirem a seguinte formula todos em unidades do potencial:

Cpp=2M

a

G, .
C‘O __ZMC

a

G, ..
C11 __ZME;

a

G(L +T
C2’°_a_3[ >

G,
C2,1 :_31xz

a

G ! !
Cz,z = 4a° (Iy _Ix)

Seo =0 (1.127)
SI,O =
S, =£2Mn'
a
S,0=0
G
S, =—T
2,1 a3 yz
G .,
SZ,Z :Elxy

Nestas equagdes (&, m, ) sdo coordenadas do centro de massa no sistema de
coordenadas cartesiano adoptado (fig.1.22). Os momentos de inércia da Terra sdo I’y, Iy,
I’, em relagdo ao sistema de coordenadas inicial, € I'yy, I’y,, I’ x sd0 os produtos de inércia
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da Terra, em relagdo ao mesmo sistema de coordenadas. E evidente que estes coeficientes
do potencial de baixa ordem mostram ndo sé a localizacdo do centro de massa da Terra
mas também a orientacdo e dimensdo do elipsdide de inércia na origem do sistema de
coordenadas adoptado. Os coeficientes do potencial de ordem elevada tém uma
interpretagdo dinamica similar, no entanto complexa.

As relagdes 1.127 sdo, portanto, de importancia fundamental quando desejamos
materializar o sistema de coordenadas geocéntrico natural. Se o sistema de coordenadas ¢
seleccionado de modo a que Cjp = C;; = S;; = 0, entdo o sistema ¢ geocéntrico. Se,
adicionalmente C,; = Sp; = Sy = 0, entdo o sistema torna-se coaxial com o elipsdide
principal de inércia, ou seja, torna-se no sistema natural geocéntrico. Neste caso, I’y = I,
Iy=1,,I’,=15 e temos:

(1.128)

Figura 1.22 — Elipséide de Inércia

Este novo sistema (geocéntrico natural) ¢ relacionado com o sistema adoptado
originalmente através de equagdes de transformacao em que os trés angulos de rotagdo sao
obtidos dos valores proprios da diagonalizagdo do tensor de inércia principal.

Como ja referimos, os coeficientes do potencial estdo todos em unidades fisicas do
potencial, cm’s. E muitas vezes conveniente trabalhar com coeficientes do potencial
adimensionais. Satisfazendo este objectivo, o potencial gravitacional (1.103) ¢é escrito
como:

V(r,0,1) = M 1+ z (ij (J,, cosmA +K__senmA)P, (cos6) (1.129)
r
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em que

jo=—Cmd K =—Smd (1.130)
GM GM

De notar que quando todos os elementos do desenvolvimento sdo desprezados (n>1),
o potencial gravitacional se limita ao termo:

Wn%ﬂ=%¥ (1.131)

tal como tinhamos visto inicialmente.

O termo J, = J, reflecte a elipsidade da Terra, enquanto que os outros termos
reflectem os restantes irregularidades. No sistema de coordenadas, natural, definido pelos
eixos principais de inércia, temos que:

1/2(1, +1,)-1,) 1, -1
bp=Jz=—(/ lMaj Qz &a; (1.132)
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Capitulo 2
Tratamento Local do Campo Gravitico

2.1 Potencial do elipsoide de nivel

Em muitas ocasides ¢ vantajoso trabalhar com um modelo do campo gravitico, em
que o grau de aproximagao deste modelo ao actual campo gravitico ¢ dependente da tarefa
que nos propomos realizar. O modelo mais simples ¢ o campo radial. Este campo pode ser
visto como sendo gerado quer por uma particula de dimensdo negligivel e massa
comparavel a da Terra, ou por uma esfera com distribui¢do de massas estratificada que
produzira, obviamente, um campo modelo idéntico no exterior da esfera. O potencial deste
campo ¢ dado por (1.131) o que mostra que o campo ¢ fungdo unicamente da distincia ao
centro do campo. As suas superficies equipotenciais sdo superficies esféricas, concéntricas.

Uma maior aproximagdo a realidade ¢ um modelo do campo elipséidico. Em
geodesia ¢ costume utilizar um campo modelo como tendo as seguintes caracteristicas:

a) partilhar a velocidade de rotagdo com o actual campo.

b) ser gerado pelo elipsdide geocéntrico biaxial melhor aproximado definido por a e b.

¢) ter uma das suas superficies equipotenciais - potencial Uy igual ao potencial W, do
geodide - coincidente com a superficie elipsoidal.

Um modelo com estas propriedades ¢ chamado campo gravitico normal e o seu
potencial ¢ designado simplesmente por U. Este campo normal é obtido com um certo grau
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de aproximagao que reflecte o presente nivel de conhecimentos acerca do campo gravitico.
Por isso, necessariamente, ndo existe o campo gravitico normal perfeito, e
consequentemente, 0os campos normais existentes, devem ser considerados unicamente
como uma aproximac¢do de um ideal tedrico. Também deverd ser relembrado que a
definicdo de um campo normal nem sequer estipula o conhecimento de uma Unica
distribuicdo de massas no interior do elipsdide. Esta situagdo ¢ assim similar com a do
campo radial discutido anteriormente, em que diferentes distribui¢des de massas produzem
todas um e o mesmo campo. Devemos agora provar que os requisitos anteriores definem
um campo normal Unico. Para o efeito ¢ vantajoso trabalhar com o sistema de coordenadas
elipsoidicas j& introduzido. Para refor¢ar o primeiro requisito (a), o potencial normal
U(u,®) deve ser expresso como a soma de ®(u,®) — potencial centrifugo — e V™ que é a
parte de V(u,®) necessaria para satisfazer os outros dois requisitos. Assim:

U(u,0) = VN(1,0) + O(u,0) 2.1

O potencial ®(u, ®) pode ser facilmente formulado atendendo a fig. 2.1 (ver também
fig. 1.16a):

CD(u,®)=%m2(u2 +E*)sin’ ©® (2.2)

cEE= B B oy
: N 2 i
r sin Gﬁ =V(u +E ) sin QA

Figura 2.1 — Potencial centrifugo em coordenadas elipsoidicas.

De acordo com as imposi¢des b) e ¢), quer o potencial gravitico normal U quer o
potencial gravitacional normal VN sdo simétricos, ou seja, ndo sdo funcdo da longitude A.

A terceira imposi¢ao estipula que:
U(b, ®) =W, (2.3)

podendo ser vista como a equagdo de um elipsdide geocéntrico dado por b e E.
Substituindo U da equacgao 2.1 e 2.2 podemos rescrever 2.3 como:

1 .
\/N(b,®)+50f(b2 +E*)sin’ @ =W, (2.4)
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Falta agora determinar V(b, ®) que satisfaga esta equagdo. A expressdo geral do
potencial em harmonicas elipsoidicas ¢ dada por:

u
o n Q”m( j
VY w,0,1) =) —E(Cnm cosmA+S,, sinml) P, (cos®) (2.5)

=~ b
n=0 m=0 -2
Qnm (Z Ej

Uma vez que V" deve ser simétrico, qualquer desenvolvimento em série, como a equagio

1.117, devera conter unicamente termos com m=0, ou seja termos zonais. Portanto, a
~ N e

expressao geral para V' em coordenadas elipsdidicas deve ser:

VY (u,0)=3q,wEb)C, P,(cosO) (2.6)
n=0
Na superficie do elipsoide a coordenada u € igual ao semi-eixo menor b ¢ entdo todos os
termos radiais sdo iguais a unidade:

b b)
q,(b,E,b) = Qnm(lEj/Qnm(lEj =1 (2.7)

Entdo a equagdo do elipsdide 2.4 fica

> C,P, (cos®) =W, L asin’ @
n0 2 | , (2.8)
= W,P,(cos®) - szaz E[PO (cos @) — P, (cos O)]

Esta equacdo ¢ satisfeita para qualquer valor de ® se todos os coeficientes zonais
multiplicados pelas correspondentes fungdes de Legendre, no lado esquerdo e direito da
equacdo forem iguais. Assim temos:

2 2

c, =w,-22 C =0 (2.9)
2 2

c, =21 C =0, n=34,.
3

e o potencial gravitacional normal fica:
o’a’ ’a’
V¥(u,0)=q,(u, E,b)(W0 - j+q2(u,E,b) 3 P, (cos®) (2.10)

Finalmente, pretendemos exprimir o potencial gravitico normal U como fung¢do de
GM, que possa ser directamente determinada, em vez de ser uma funcdo de W, que
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desconhecemos. Por outras palavras, vamos eliminar W da equacao 2.10. Para tal vamos
exprimir go em fungdo de r:

q,(u,E,b) = arctan(Ej arctan(Ej ~ Earctan_1 (Ej (2.11)
u b r b

¢ obtido com precisio de (1/r)’. Comparando VY com V, ambos com uma precisdo de
(1/r)*, obtemos a relagio pretendida:

2.2
Earctan_1 E W, - ®a s M (2.12)
r b 3 r

Exprimindo Wy em termos de GM e substituindo na equagdo 2.4, o potencial normal
em coordenadas elipsdidicas ¢ finalmente obtido na seguinte forma:

2 2 2

U(u,0®) = G—Marctan(E) + w(u—+E)(l —P,(cos®))

E u 3
2.2

+q2(u,E,b)m3a

(2.13)

P,(cos®)

E evidente que o potencial normal ¢ definido para qualquer ponto (u, ®) desde que
GM, o ¢ o elipsoide de referéncia (b, E) sejam especificados. Isto conclui a demonstracao
de que os pressupostos iniciais de a) a ¢) definem unicamente um campo normal.

Em muitas aplicagdes, € conveniente exprimir o potencial normal em coordenadas
esféricas. Para obter a expressao apropriada, iniciamos com o desenvolvimento do
potencial gravitacional W(r, 8, A) em harmoénicas esféricas (1.129) e da sua componente
normal V". Esta componente deve satisfazer a equagdo 2.1:

U(u, 6) = VN(u, 0) + ®(u, 0) (2.14)

bem como os requisitos a), b) e ¢) indicados no inicio desta sec¢do. Aqui, € mais uma vez,
o potencial normal gravitacional deve ser simétrico, e naturalmente s6 serdo consideradas
as harmonicas zonais. Além disso, dado que o campo normal ¢ também simétrico em
relacdo ao equador, todas as harmoénicas de grau impar (n = 2k+1, k=0,1,..) deverao
desaparecer. O potencial gravitico € entdo escrito na seguinte forma:

U(r,6)=GTM[1— z (%j Jan(cose)j+%c)2r2 sin” 0 (2.15)

n=2,4,6..

em que os coeficientes do potencial normal JnN = JnoN sao fungdes de todos os parametros
requeridos, ou seja, a dimensdo e forma do elipsdide de referéncia geocéntrico, a
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velocidade de rotacio da Terra e a massa Terra. Por exemplo, J,", que tem o termo

centrifugo incluido nele, pode ser demonstrado igual a:

2.1 2
N =Zf-—f>+"fm
3 3 21
em que m ¢ o factor geodésico definido como:
2.2
o°a’b
m=
GM

(2.162)

(2.16b)

Para fins praticos ¢ suficiente tomar alguns destes coeficientes potenciais normais,
tal como foi feito para o sistema Internacional de referéncia geodésico 1980 (Moritz,
1984). Estes coeficientes, juntamente com GM, a ¢ ® determinam de forma tnica o campo

gravitico normal.

2.2 Gravidade Normal

Qualquer modelo de campo gravitico tem um modelo de gravidade associado. E
definido como sabemos como o gradiente do campo potencial modelo. Nesta seccao
iremos obter a formula internacional da gravidade, deduzida do potencial normal, com

base na qual se calcula o valor da gravidade normal.

Figura 2.2 — Direc¢do da gravidade normal.

Aplicando o operador gradiente ao potencial gravitico normal definido pela equagao

2.13, obtemos:
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uw’+E*  oU-
u,®) =VU@,0)= —¢€y
7(u.0) (v,0) \/u2 +E?cos’® du
(2.17)
1 ou - 1 ou -

+ ——¢Co + —¢€
Ju? +E?cos? @ 90 J(u? +E*)sin® A

O terceiro termo do lado direito da expressdo devera desaparecer uma vez que U nao
¢ funcdo da longitude. Também na proximidade do elipsdide de referéncia geocéntrico, a
gravidade normal ¢ aproximadamente direccionada ao longo da direccdo de u quando o
achatamento do elipsoide ¢ pequeno, tal como podemos ver na fig. 2.2. O desvio entre
estas duas direc¢des ndo € nunca superior a 13 minutos de arco. Por isso, com um elevado
grau de precisdo (mais que 0.2 pGal), mesmo o segundo termo contendo a taxa de variagao
com ® pode desaparecer, e podemos escrever, para a magnitude da gravidade normal:

u’ +E? ou -
2 2 7o A ©
u’+E“cos”® ou

7(u,0) z\/ v (2.18)

O sinal negativo deve-se ao facto de u e y terem sentidos opostos. Calculando agora a
derivada parcial de U a partir de 2.13, em que a derivada de qu(u,b,E) é igual a -3b’/u®,
obtemos:

2 2 2 213 2
y(u,@)z\/ u-+E [ GM a‘o°b 20°u

- - P, (cos®) +
u’ +E%cos’®| u’+E? u’ 2 ) 3

(1-P,(cos ®)} (2.19)

Quando trabalhamos com a gravidade normal, ¢ usual calcular primeiro o seu valor
no elipsdide de referéncia geocéntrico e posteriormente corrigir do efeito de localizacao
acima do elipsoide, isto porque o gradiente vertical da gravidade normal pode ser deduzido
facilmente. Consequentemente a nossa primeira tarefa é determinar uma férmula para a
gravidade normal na superficie do elipsoide, ou seja yo. Como sabemos, no elipséide u =b
e a equagdo 2.17 ¢ transformada apds algumas manipulagdes matematicas elementares na
seguinte expressao:

2
Y, =7(b,0) GM (1 —sz{a—zm%rngP2 (cos@)] (2.20)
ava’cos’@+b’sin’@( 3 b 3

em que m ¢ o factor geodésico.

A partir desta equacdo podemos deduzir, com operagdes basicas, a férmula de
Somigliana:

ay, cos’ ® + by, sen’®

Yo(@) =7 =
’ Jacos? © +bsen’®

2.21)
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Esta equagdo ¢ da mesma ordem de precisdo da equagdo 2.13. A segunda férmula de
Somigliana exprime a gravidade normal como fun¢do da latitude geodésica, em vez da
segunda coordenada elipsoidica ®:

ay, cos” @ +by sen’@

_ (2.22)
\/a cos’ @ +bsen’o

em que ¢ ¢ a latitude geodésica ( angulo entre a normal ao elipsoide e o plano equatorial) e
Ya € Yb 830 a gravidade no equador e no polo, respectivamente:

GM | me'q, 2.23)
=——1]1-m- .
Ts = ap 6q,
M, , me'q, (2.24)
= + .
Yo a2 3q,
em que
»’a’b (2.25)
m= .
GM
1 3 3
q, == |1+—7 |arctane'-— (2.26)
2 e’
3 1
q, =3 |1+—5 || 1-—arctane’ |1 (2.27)
e’ e

E de salientar que todas as formulas relativas ao elipsoide de referéncia (potencial
normal) se exprimem em termos das quatro constantes (a, f, ®, U,).

Desenvolvendo o denominador desta expressao em série de potencias e desprezando
os termos de ordem mais elevada obtemos a expressao geral:

Yo @ =v, (1+f sen’d+f, sen’2¢) mGal (2.28)

em que f = f,+ fs e £, e f4 sdo dados por:

f, e dmaipr B B e f, R (2.29)
2 2 7 4 2 2

. , . . LN 2 .
Esta formula ¢ precisa unicamente até a ordem de e, ou seja cerca de 50 pGal. Podemos
ainda com base nesta expressdo deduzir o teorema de Clairaut. Numa aproximagao linear
podemos escrever:
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kS

£ =f, +f, =—f+%m (2.30)

em que m ¢ o factor dindmico dado pela expressao 2.25. Substituindo o valor de GM pela
expressao equivalente em funcao do valor da gravidade no equador, obtemos:

m=22 (2.31)
Ya
Com base na expressao do achatamento gravitico obtemos finalmente:
2
frapo>@d (2.32)
27,

que corresponde ao enunciado do Teorema de Clairaut que nos diz que: “A soma do
achatamento gravitico com o achatamento geométrico ¢ igual a 5/2 da razdo entre a forca
centrifuga no equador e a gravidade no equador. Este teorema também nos indica uma
forma de determinar o achatamento geométrico a partir de quantidades puramente
dinamicas, real¢gando-se mais uma vez a dependéncia da forma da Terra do seu campo
gravitico.

Relativamente a gravidade normal no sistema GRS80, a sua formula neste sistema ¢
dada por (Moritz, 1984):

Vioso = 978032.67715 (1+0.005302sin ¢ +0.0000058sin> 2¢) mGal  (2.33)

sendo a férmula da gravidade normal para o sistema GRS67 dada por :

Yior = 978031.84558 (1+0.0053024sin> ¢+ 0.0000059sin> 2¢) mGal  (2.34)

Sendo a anomalia da gravidade (A g) a diferenga entre o valor observado da gravidade
reduzida ao geodide (g), e o valor da gravidade normal no correspondente ponto da superficie
do elipsoide (y), resulta que a diferenca entre as anomalias nos dois sistemas de referéncia ¢ a
diferenga entre as gravidades normais correspondentes (ibid):

AZ 050 = Ag 0 —(0.83157 +0.00440932sin> ¢ + 0.0977836sin> 2¢)mGal (2.35)

2.3 Gradiente vertical da gravidade

A equagdo do gradiente vertical da gravidade (equacdo 1.57) deduzida no capitulo
anterior pode ser aplicada ao campo gravitico normal. Limitando a expressdo ao espago
exterior do elipsdide geocéntrico — em que a densidade € zero- obtemos:
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a’Y N 2
L= 2yN -2 2.36
H Y @ (2.36)

em que Jx € a curvatura média da superficie equipotencial normal correspondente. No
elipsoide de referéncia, a curvatura média pode ser calculada pela féormula de Euler:

N = l(i+lj (2.37)
2lM N

em que M e N sdo os raios de curvatura do elipsoide nas direc¢des do meridiano e do
primeiro vertical. Como sabemos, estas sdo fun¢do da forma e dimensdo do elipsdide e da
latitude ¢. Substituindo M e N em 2.37, obtemos, apos alguma manipulagao:

N ;a%(nzf cos’ ¢) (2.38)

com precisio na ordem de e’. Substituindo na equagio 2.36 e exprimindo o termo
correctivo 2w’ — bastante menor que o outro termo — por meio do parametro m e Y,
obtemos finalmente a féormula para o gradiente da gravidade normal na forma usada na
geodesia:

oy

2y, 2
— =——\14+m+2fcos 2.39
o ( ) (2.39)

0 a

O sinal negativo nesta expressdo como na equacdo 1.57, mostra que o gradiente
diminui com o aumento da latitude, como seria esperado. Através de alguns passos
elementares a equagdo 2.39 pode ser transformada em:

o

o= ~ %01 00673(1-0.001415sin* ¢))

0 a (2.40)
~—0.308745 (1-0.001415sin> ¢) mGal/m

Tomado o valor de sin” ¢ = 0.4, obtemos:

oy

~ —0.3086 mGal/m (2.41)

0

Este ¢ o valor aproximado do gradiente ar-livre, ou seja no exterior na Terra. O
mesmo valor ¢ obtido para o gradiente ar-livre considerando a magnitude da gravidade
igual a:

EG—zM—ﬁszrcos2 [0} (2.42)
r
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Derivando esta equacdo em ordem a r:

Jg _0g _ 2GM

o oH 1

— @’ cos’ ¢ (2.43)

Substituindo r pelo valor médio do raio da Terra:

a_fl = (~0.3083-0.000532 cos’ ¢) mGal/m (2.44)

O gradiente do campo gravitico actual varia regionalmente e localmente devido a
irregular distribuicdo de massas, ou seja, devido a topografia e as variacdes de densidade
sob a superficie da Terra. Estas variacdes da densidade, por outro lado, reflectem-se no
valor da curvatura média J das superficies equipotenciais correspondentes. Os valores
locais tém de ser determinados directamente. Nem o raio de curvatura nem o termo J
podem ser observados; existem contudo, técnicas disponiveis que permitem medir outras
quantidades e obter o valor de J a partir destas, uma das quantidades ¢ o desvio da vertical.

Para a determinacdo do gradiente vertical da gravidade no interior da Terra, deverdo
ser formuladas hipoteses respeitantes a distribuicdo da densidade. Foram propostas varias
hipdteses para diferentes aplicacdes. Nesta seccdo veremos a hipdtese apresentada por
Bouguer, geralmente usada na geodesia.

Para compreender a ideia bésica do gradiente de Bouguer, tomemos como exemplo a
figura 2.3. Para determinar o gradiente da gravidade entre o ponto A na superficie da Terra
e o correspondente ponto A no gedide, comecamos por assumir que o gedide ¢ uma esfera
de raio R. O gradiente é entdo calculado em dois passos: primeiro ¢ obtida a parte do
gradiente devida ao geodide, e depois ¢ determinado o gradiente da superficie anelar ¢ de
espessura Hy e densidade uniforme py. O primeiro passo conduz de novo ao gradiente ar-
livre, se for assumida uma distribui¢do lateral homogénea de massas. O segundo passo ¢
um pouco mais trabalhoso.

Figura 2.3 — Gradiente de Bouguer.
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A aceleragio gravitacional g; devida a superficie anelar escrita em coordenadas

esféricas geocéntricas satisfaz em A a seguinte equacao (ver equagao 1.29):

div g8 =V -8 (1,6, x)\A = 2nGp, (2.45)
Dado que esta superficie ¢ considerada esférica, entdo g; ¢ no nosso sistema de

coordenadas unicamente func¢ao de r, e as derivadas em ordem a 0 e A desaparecem.
Atendendo ao facto de a direcgdo de g, ser oposta a direc¢do de r, a equacio 2.45 reduz-se

a:
2 og,
ggg (I'A) + gg = 2TEGp0 (246)

A

em que o segundo termo ¢ o gradiente que procuramos.

A aceleragdo gravitacional g; devida ao anel € facilmente determinada, uma vez que

o seu campo ¢ radial. Obtemos:

GM*®
(ry)=——m 2.47
g, (1) R+H,) (2.47)
em que M° ¢é dado por:

MS _ 4 ( 3 3)~ 2

=3 (R+H,) -R*)=4np,R°H, (2.48)
O gradiente em A ¢ assim igual a:
g H,

= 2nGp, —8nGp, — 2.49
oH Po Po R ( )

O primeiro termo ¢ chamado gradiente do planalto de Bouguer. Pode ser obtido
facilmente como o gradiente produzido por um planalto de densidade py que se estende até
ao infinito.

Figura 2.4 — Planalto de Bouguer.
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Seleccionando um sistema local de coordenadas cartesianas como apresentado na
figura 2.4, podemos escrever para a aceleragdo gravitacional do planalto:

V-g =-2nGp, (2.50)

e como o campo ndo depende nem de x nem de y, obtemos a expressdo para o primeiro
termo de 2.49. Logicamente o segundo termo em 2.49 ¢ devido ao facto da superficie
anelar ser simplesmente um planalto envolvendo o gedide. E assim chamado gradiente de
curvatura. E curioso constatar que o gradiente de curvatura ¢ bastante pequeno (0.00012
mGal/m por cada km de H) e, como tal ¢ usualmente desprezavel; a superficie anelar
esférica produz assim na sua superficie um gradiente que para fins praticos, ¢ equivalente
ao planalto de Bouguer. Tendo determinado o gradiente da superficie anelar, devemos
adiciond-lo ao gradiente ao ar-livre. Assumindo que a densidade po da crosta é 2.67 g cm™
obtemos o gradiente completo de Bouguer:

2—1“_31 ~-0.3083H+0.1119 H=-0.1967 H (mGal/m) 2.51)

2.4 O Potencial Perturbador

A aplicagdo principal do campo gravitico normal ¢ na obtengdo do potencial T,
designado por potencial anomalo ou potencial perturbador, ¢ uma quantidade pequena,
permitindo efectuar aproximagdes lineares da fun¢do T(r,0,1). O potencial perturbador T,
num ponto P(r,0,A), ¢ a diferenga entre o potencial gravitico actual da Terra e o potencial
normal associado ao elipséide de revolugdo equipotencial em P, que ¢ definido como:

T(ta) = W(ra)—U(ra) (2.52)

A quantidade T descreve irregularidades locais e regionais de W. Dado que U
modela a intensidade do actual campo gravitico W o potencial perturbador ¢ bastante
menor que qualquer um dos dois, e portanto qualquer aproximacao utilizada no célculo de
T ¢ bastante menos critica que uma aproximacao usada no calculo / na validagdo dos
outros dois potenciais. Devido ¢ definicdo do campo gravitico normal, o potencial
perturbador satisfaz a equacdo de Laplace no exterior da Terra. Esta afirmacdo pode ser
facilmente provada substituindo U dado pela equagdo 2.1 na expressdo 2.52 e separando W
no potencial gravitacional e centrifugo:

T(ta) = V(ia) + B(1a) — (VN (a) + B(1r) )= V(Ta) = V(1) (2.53)

Desprezando a atmosfera obtemos: V>T(ra) = 0 em todo o espago exterior a Terra.
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Como acabamos de verificar, esta funcdo ¢ harmonica no exterior da Terra,
satisfazendo a equacdo de Laplace na condicdo de ser atribuido o mesmo valor da
velocidade de rotagcdo da Terra ao elipsoide de referéncia. Baseando-nos no
desenvolvimento do potencial gravitacional em harmodnicas esféricas (eq. 1.129), e no
desenvolvimento em harmonicas esféricas do potencial normal (eq. 2.15), obtemos a
representacdo em harmonicas esféricas da fungdo T (Torge, 1989, p. 43):

n

GM & (a)”
T(r,G,k)zW—UzT (—) Z(ACnm cosm%+ASnmsenmk)an(cose) (2.54)

n=2 m=0

onde ACy= Com - C'om € ASim= Sum - S'um  s@0 as diferengas entre os coeficientes do
potencial gravitico e do potencial normal. O termo de grau zero foi considerado como
nulo, assumindo a igualdade entre a massa real da Terra e a massa do elipsdide de
referéncia.

Separando este desenvolvimento nas suas componentes zonais € niao zonais,
obtemos:

n
a

T(r,0,M)= — (—j (ij -7, )Pn (cos0)
_GM i (ijanPn(cose) (2.55)
L3, r
a
T

_ G_i ( j 3 (J,, cosmh+K_ _sinmA )P, (cos)

Esta equacao ¢ muitas vezes escrita como:

T(r,0,)) = iTn (r,0,%) (2.56)

n=l

em que T, ¢ tomado como sendo as componentes de T nas ordens n apropriadas e.g.:

GM(a)
T,(r,0,A) = —T(;j Z(JSm COSMA + KSmsenmk) P, (cos0) (2.57)

m=]

: N /- .
De notar que para o campo normal oportunamente escolhido, J™, ¢ igual a J,. Mais
ainda, também, se o sistema de coordenadas esféricas coincide com o sistema geocéntrico
natural desaparecem alguns coeficientes do potencial e obtemos em particular:
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2
T(r,0,A) = Gr%]“ cos 2AP, , (cos 0)
G Z [ j (JnN —Jn)Pn(cose)
r 4
oM o (2.58)
—_— Z (ij P (cos0)
r ,=35.\T
@z (ij cosmh+K,_senmA )P, (cos®)
r s=s\r m=1
0 que pode ser escrito como
T(r,0,) =D T, (r,0,%) (2.59)
n=2

tendo presente que T, contém s6 o termo J»; que €, em qualquer caso, muito pequeno visto
que [, = L.

E interessante, agora verificarmos o que acontece ao potencial perturbador se a

. o A . . N A

massa geradora do campo normal do elipsodide geocéntrico - designada por M~ - for
utilizada incorrectamente. Neste caso a equacao 2.56 € 2.57 t€ém um termo adicional:

N
M M7 Gy _m)=-Ysm (2.60)
r r r r

0T =-dU =T,

Como presentemente o conhecimento da precisio do valor de GM é melhor que 10
GM, o erro correspondente T, causara um erro sistematico global nas anomalias da
gravidade na ordem de 1 mGal, no maximo. Outros erros relativos comparaveis (na ordem
de 10 noutros parametros do campo normal, em , a e J, tém um efeito bem menor em
T, que poderemos constatar pela equagao 2.55.

Rescrevendo a equagdo (2.52) na forma W = T + U, verificamos que o campo
gravitico (potencial W) ¢ decomposto em duas componentes: um campo normal (potencial
U) e um campo perturbador (potencial T). A primeira componente, expressa por U, € a sua
componente principal e pode ser calculada por formulas exactas a partir dos parametros do
elipsdide de referéncia; a segunda componente ¢ irregular e bastante pequena, de tal forma
que, na pratica, sdo suficientes aproximagodes lineares para a sua determinagdo. Este
principio da decomposi¢do e férmulas lineares associadas ¢ seguidamente exposto para
quantidades relacionadas com o geoide e o elipsoide de referéncia.
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2.5 Ondulagio do geodide e anomalias da gravidade

Como indica a fig. 2.5, dado um ponto P no gedide podemos projecta-lo no elipsodide,
segundo a normal a este, e obter um ponto Q. A distancia PQ ¢, como ja referimos, a
ondulacdo do gedide em relagdo ao elipsdide e costuma designar-se pela letra N. Esta
diferencga, entre o gedide e o elipsdide, tem um valor absoluto inferior a 110 metros em
qualquer lugar da Terra.

O vector gravidade em qualquer ponto P ¢ g = (grad W)p e podemos definir a
gravidade normal em Q como y = (grad U)q, em que Q ¢ o ponto na direc¢do normal ao
elipsoide tal que W(P) = U(Q) = W,. A diferenga entre as normas g e y destes vectores ¢ a
anomalia da gravidade:

Ag=g-v (2.61)

As equagdes (2.52) e (2.61) tém ambas a mesma estrutura, exprimindo quantidades
do campo gravitico perturbador (T, N, Ag) em termos de diferengas entre o campo
gravitico (W, g, @, A) e as suas componentes normais ou elipsoidais (U, y, ¢, A).
Importante € o facto, ja mencionado, de que todas as relacdes entre quantidades do campo
gravitico perturbador sdo lineares, obtidas a partir de desenvolvimento em série de Taylor
truncadas apds o termo linear. Estas expressdes tém uma forma particularmente simples se
o potencial normal U, (no elipséide) for tomado como igual ao potencial gravitico W, (no
gedide); esta suposicao sera assumida nos desenvolvimentos seguintes, ou seja Uy =W, .

P gedide
W=W,

2p

/E'Q—\ clipsoide de
referéncia

U=W,

Yo

Figura 2.5 - O gedide e o elipsdide de referéncia (adaptado de PG, p. 83).

E evidente que no terreno, gp tem de ser geralmente deduzido do valor de ga
observado na superficie da Terra. Por analogia, a gravidade observada no fundo oceanico
tem de ser convertido para gp aplicando a correc¢@o apropriada. Existem varias espécies de
anomalias da gravidade de acordo com o processo utilizado para reduzir a gravidade
observada no geoide.
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Seguidamente, vamos apresentar algumas relagcdes importantes, do ponto de vista da
abordagem de Stokes, entre o potencial perturbador e outras quantidades do campo
gravitico. Desenvolvendo em série de Taylor o potencial normal até aos termos lineares

_u. 4|29 262
U, =U, +LanEJQN+.... (2.62)

em que ng € a direc¢do normal ao elipsoide e N € a ondulagdo do gedide em P.

Dado que Tp = Wp-Up = Wp - Ug - yo N e Wp-Ug=0, sendo Yo = 8U/ ong , obtemos

aproximadamente:
N=Tp/ Yo (263)

que ¢ a conhecida formula de Bruns (PG, p. 85), assumindo que T ¢ tomado sobre o
geoide. Esta formula ¢ utilizada extensivamente na Geodesia Fisica relacionando
directamente a ondulagdo do gedide com o potencial perturbador.

Na dedugdo anterior, foi assumido que o campo gravitico normal é correctamente
definido de modo a que o potencial normal U no elipsoide ¢ igual ao potencial actual sobre
o geoide. Conforme ja foi referido (equagao 2.60), um erro em M no valor assumido para
a massa da Terra ndo pode ser desprezado. Um erro M em M" causaria ndo s6 um erro no
potencial perturbador T mas também v, seria afectado de erro por:

_G8M _8U__sT

Y (2.64)
r r r
IT rT Geodide
Gedide = T
_““H__—_“‘r‘ P’f“""ﬁ--b‘r’m T li.fﬁ
] - U
/’-E"\N //{wl° i
) . e W
&
N- N+ 8N;
T
B B
FTW——% o U“gTj =W a Elipéﬂide de ,
U= f Elipsoide de -‘-“-"“\\_\ ¥ 0 Referéncia ~

Referéncia

Figura 2.6 — Ilustragdo do Teorema de Figura 2.7 — Ilustragdo da influéncia do
Bruns. termo 0M sobre a ondulacdo do gedide N.

Entdo a situacdo ¢ ilustrada na figura 2.7. De acordo com o exposto, a equagao 2.62
modifica-se para:
U, = (W, —8U)—(y, + 8y, N +38N) (2.65)
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e a formula de Bruns serd dada por:

N+6N = L+0T (2.66)
Yo +0Y,
em que
8Nz§I(Lthz§I 2.67)
Yo r Yo

e com um simples calculo verificamos que um erro relativo de 10 no valor de GM tem
como consequéncia um erro constante de 6 m no valor de ON. Isto pode ser interpretado
como um erro na dimensdo do elipséide de referéncia tomado; sendo mais uma ilustragao
da relacdo entre quantidades geométricas e fisicas.

Os desvios da vertical estdo relacionados com a ondulagdo do gedide N pelas
seguintes expressoes:

&= Os, r'__@sX (2.68)

introduzindo a férmula de Bruns obtemos
1ot 1 et .69
" 1y, 09 M = Iy, Cosp dA 69)

em que r ¢ a distancia ao centro da Terra e ¢ e A s3o a latitude e longitude geocéntricas,
respectivamente (ou seja, coordenadas esféricas). De notar que a aproximagdo esférica ¢
suficiente, na maioria dos casos, sendo equivalente a desprezar, relativamente ao
achatamento, os termos de ordem superior a linear nos desenvolvimentos em série. O erro
que se comete ¢ da ordem de f (achatamento), ou seja, aproximadamente 1/297.

Como a direc¢do da vertical ¢ definida directamente pelas coordenadas geograficas
latitude e longitude, as componentes & e n podem ser expressas por estas coordenadas. As
coordenadas geograficas do ponto geoidal P, que definem a direc¢@o da linha de prumo (n) ou
o vector gravidade g, podem ser determinadas astronomicamente. Estas coordenadas sdo
chamadas coordenadas astrondémicas e sdo designadas por @ e A. As coordenadas geodésicas
representam a direccdo da normal ao elipsdide n’ e sdo designadas por ¢ e A. Atendendo a
figura 2.8b os desvios da vertical sdo dados por:

{é=®_¢ (2.70)

n= (A —k)cosd)
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Iz n

wertical ‘:‘".
i

" normal
_— 1IN e an
s elipséide

Gedide : //

dS-Rd¢

Bo_i Elipséide de ’,___

= ferénci

U_WD rererencia
Figura 2.8a — Desvio da vertical e sua relagdo com Figura 2.8b — Vector desvio da
a ondulagdo do geoide. vertical.

A finalizar, vamos deduzir a relagdo entre o potencial perturbador e a anomalia da
gravidade. Seja g=-0W/dn e y=-0U/dn; ~0U/0n , em que n ¢ a direc¢do da linha

oT
_( j =gp —Vp =0p (2.71)
on ,

de prumo. Entao:

que se designa por perturbacio da gravidade, e, utilizando o desenvolvimento em série
de Taylor para a gravidade normal:

ypzyQ+[£&J N+... 2.72)
nEQ

Substituindo na equagdo anterior e atendendo a 2.61 obtemos:

Ag:—{QIJ +—L{}91} T 2.73)
on ), v, \0ng o

Esta ¢ a importante equacao fundamental da geodesia fisica que em aproximagao
esférica fica reduzida a:
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Ag=-"—-=T (2.74)

Na dedugdo desta expressdo ¢ assumido que ndo existem massas no exterior do
gedide, o que na realidade ndo ¢ verdade. Também ndo efectuamos as observagdes
gravimétricas directamente no gedide mas sim na superficie fisica da Terra. Na dedugdo do
valor da gravidade ao gedide, o efeito das massas no exterior do gedide ¢ removido por
calculo, de forma que podemos assumir que todas as massas sao interiores ao geodide.

Neste caso, uma vez que a densidade p ¢ zero no exterior do geodide, o potencial
perturbador T ¢é harmoénico satisfaz a equacao de Laplace AT=0. Esta ¢ evidentemente uma
verdadeira equacao diferencial as derivadas parciais e € suficiente, se complementada pela
condi¢do de fronteira representada pela formula fundamental da geodesia fisica, para a
determinagdo de T em qualquer ponto no exterior do geodide. Assim a equagdo fundamental
da geodesia fisica ¢ uma condicdo de fronteira no elipsdide, imposta na resolugcdo da
equagao de Laplace em ordem ao potencial perturbador, supondo que ¢ conhecida a
anomalia da gravidade. Deste modo a resolugdo do sistema

AT =0
T 20, 2.75)
or r

permite determinar a funcdo T, no exterior do elipsdide e na sua fronteira. A féormula de
Bruns (2.63) dd-nos a ondulagdo do geodide, com base no potencial perturbador calculado.
Podemos assim afirmar que o problema basico da geodesia fisica, a determinacio do
gedide a partir de medicoes gravimétricas é essencialmente um problema de
fronteira, mais concretamente o terceiro problema de fronteira da teoria do

potencial.

Tendo em conta a condicdo de fronteira da Geodesia Fisica na hipotese esférica,
obtemos o seguinte desenvolvimento em harmonicas esféricas para a anomalia da
gravidade:

GM a) &
Ag(r,0,)\) = i Z (n—-1) N (AC . cosmA +AS sen m?») P (cos0) (2.76)

n=2 m=0
e com a féormula de Bruns, para a ondulagdo do geoide:
n

GM & !
N(r,0,1) = 7 z (E) z (AC m cosmA +AS sen mk) P . (cos0) (2.77)
n=2

m=0

na qual y representa o valor da gravidade normal no ponto P(r,6,A).
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2.6 Formulacao de Stokes

Quase todas as observagdes do tipo geodésico dependem do campo da gravidade e de
outros parametros e incognitas entre os quais se encontra normalmente a posi¢cao do ponto
onde se efectua a medicao. Quando estas observagdes se realizam de forma exaustiva, com
uma distancia tdo pequena entre elas, que se possa tomar o discreto pelo continuo, entdo
podemos resolver um problema de contorno. Ou seja, um problema no qual as incognitas
sejam o campo da gravidade e o contorno (superficie fisica da Terra). Por isso de diz que o
objecto da Geodesia Fisica ¢ a determinacdo da superficie fisica da Terra e o seu campo
gravitico externo.

Para que esta determinacao seja possivel, a superficie fisica da Terra devera ser uma
superficie estdvel (eventualmente sujeita a variacdes seculares) proxima da superficie
topografica e de tal forma que sobre ela se conhega o campo da gravidade podendo-se
conhecer completamente este campo no exterior.

A imposi¢do de proximidade, entre a superficie fisica e a superficie topografica, ¢
entendida como tal que as oscilagdes entre ambas, no espaco € no tempo, sdo tais que
produzem sobre a superficie fisica variacdes do campo menores que os erros de observagao,
ou menores que a precisao com que se pretenda conhecer o campo da gravidade, de tal modo
que as hipdteses de que o campo ndo tenha massas no exterior da superficie fisica e seja
estaciondrio, sejam fisicamente aceitdveis. Verificamos que quase todos estes pressupostos,
sdo observados pelo geodide, com a diferenga inica de que as massa exteriores ao gedide nao
sdo desprezaveis, nem tao pouco, as observagdes da gravidade sdo realizadas sobre o gedide.
Uma solug@o possivel para este problema consiste na remoc¢do das massas exteriores ao
geoide. Esta ¢ a solucdo classica designada por Solugdo de Stokes.

O método de Stokes consiste na determinagao do potencial perturbador T sobre e fora de
uma esfera de raio r = R, sobre a qual se conhecem os valores de anomalia da gravidade Ag,
supondo que T ¢ uma fungao harmonica AT=0 fora desta esfera, com a condig¢do de contorno
para T sobre esta, do tipo da expressao 2.75.

A abordagem cléassica de Stokes para a determinag¢do dos pardmetros do campo
gravitico a partir de observacdes da magnitude da gravidade ¢ baseada na solugdo do
problema externo do valor de fronteira para o potencial perturbador T. Para mostrar como
funciona esta abordagem, vamos comegar por resolver o problema hipotético ja enunciado
no capitulo anterior. Se assumirmos (admitindo desde ja a incorrec¢do) que nao existem
massa no exterior de geodide, entdo a primeira equacdo da expressdao 2.75 (AT=0) ¢
satisfeita em todo o espago exterior ao gedide.

Dado que o valor do potencial perturbador T no elipsodide nao ¢ nem conhecido nem
observavel, deverdo ser usados diferentes valores de fronteira, ou seja devera ser
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formulado um problema do valor de fronteira diferente. E aqui que é usada a equagio
fundamental da geodesia fisica (2.73), que numa aproximacao esférica ¢ dada por (ver eq.
2.74):
2 oT
Ag=——T—-—— 2.78
e=—x T g (2.78)

com R designando o raio médio da Terra. Esta equacdo fornece os valores de fronteira, e
pode ser usada, em conjungdo com (AT=0), como um problema do valor de fronteira de
tipo misto envolvendo a fungdo T e a sua derivada 0T/0H, ambas referidas ao gedide.
Claramente, os valores de fronteira Ag podem ser obtidos dos valores observados g ¢ H,
através de alguns passos simples e podem ser tratados como observéaveis. Na literatura,
este problema ¢ geralmente referido como problema geodésico do valor de fronteira.

A solucdo deste problema ¢ resolvido/investigado mais expeditamente na forma de
séries de harmonicas elipsodidicas:

T(u,®,)) = i Zn:qnm (W)|[AC,,, (T)cosmi+AS__(T)sinmA]P_ (cos®) (2.79)

n=0 m=0

Desenvolvendo o valor de fronteira Ag considerando, de momento, sobre o elipsoide,
em série de harmonicas elipsoéidicas, obtemos:

00 n

Ag®,1)=>" >[AC,,(Ag)cosmh, +AS,, (Ag)sinmr|P, (cos®,)  (2.80)

n=0 m=0

em que os coeficientes sdo dados por (cf. 1.118, 1.119 ¢ 1.95 ¢ 1.96):

AC,,(Ag) (n—m)! 2n+1 cos mA
) Ag(®, 2 P ®)ds 2.81
{ASM (Ag)} (n+m)! 2x ﬁ g(o, ){sin mk} . (cos ®) ( )

De notar que para m = 0, 2rt € substituido por 4m; a integracdo ¢ tomada sobre o
elipsoide e dv ¢ de novo o elemento de angulo solido. Neste elipsdide as fungdes radiais
sdo iguais a 1; com a excepgdo dos valores dos coeficientes, as séries (2.79) tomadas no
elipsdide tornam-se idénticas as (2.80).

Para estabelecer a relagdo entre os dois conjuntos de coeficientes, de modo que a
solugdo para o problema de fronteira geodésico possa ser expresso em termos do valor de
fronteira Ag, as equagdes 2.79 e 2.80 sdo introduzidas na equagdo 2.78, e obtemos:

AC,,(8g)| _ 2 [AC,,(D| 0, (w) [AC,,(D] o o)
AS,.(Ag)] R [AS,,(T) oH | AS, (T)[ (e 03 st (2.
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De novo, para a precisao do achatamento, a derivada do termo radial elipsoidico ¢
igual a do termo radial esférico, i.e:

0y, (W) zﬁ[ij‘”l _ _(ETHM (2.83)
oH or\r r r .

e sobre o elipsoide ou gedide, temos em particular:

09, (W) ~_ (n+1) (2.84)
oH R '

Assim a desejada relacdo ¢ aproximadamente:

AC (T
{ i >}z R {Acnm(@} 055
88,,(T)] n-1]as,, (ag)

Claramente, para n=1 a relagdo ndo ¢ definida. Se for considerado um elipsdide de
referéncia apropriadamente orientado, entdo os coeficientes para n = 1, i.e. AC;(T),
AC;1(T), AS1o(T) e AS;1(T), s@o todos nulos como ja foi visto na secgdo 1.9.

Assim para um elipsoide geocéntrico (u = b), podemos escrever:

T(©,)) = -RA,(Ag) + Zilz [AC, (Ag)cosmA, +AS_(Ag)sinmi]P_ (cos®,)
m=0

n=2 4

(2.86)

em que, para a precisdo do achatamento cos ® pode ser substituido por sen ¢. O termo de
ordem zero:

T, =—Rco(Ag):—3ﬁAgdsz—RAgo (2.87)
4n

¢ o termo ja deduzido no paragrafo 2.4 - erro constante em T devido a utilizagdo impropria
da massa total M" do elipsodide de referéncia necesséaria ao potencial normal. A quantidade
Agy designa o valor médio global das anomalias da gravidade. Esta média global pode ser
usada para testar a qualidade do valor da massa da Terra. Combinando a equagdo 2.87 ¢ a
2.60 obtemos:

GoM
Ag, = e

(2.88)

Assumindo que M = 0 e usando a notacgdo de 2.55, podemos finalmente escrever:
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T(0h) =Y g, (0.) (2.89)

n=2 11—

Como a solugdo ndo pode conter as harmodnicas de primeira ordem estas sdo
chamadas as harmoénicas proibidas. Esta ¢ outra forma de dizer que a solugdo existe
unicamente para um elipsoide geocéntrico apropriadamente escolhido.

Esta solugdo do potencial perturbador em série (valido para um elipsoide de
referéncia geocéntrico com massa igual a Terra) pode agora ser convertido num forma
aproximada. Para tal, trocamos o sinal de integracao de superficie (na expressao para ACyy
AS,m ) com o somatdrio para obter:

=k
To0= o ffaseny <

Z En — ) (cos mA , cos mA +sin mA, sin m\) (2.90)
n+m

I m=0
x an (Sil'l (PA ) an (Sin (p) ds k =

2 m>0

em que a integragdo ¢ tomada sobre os argumentos ¢, A no elipséide. Usando a equacao
1.123, obtemos:

R - 2n+1
T JAh ) =—4pAg(p,A)Y» —— P _(cosy)dS 2.91
(@ 20) = ffae(o 12 Paeosw) (2.91)

em que y ¢ a distancia angular entre (@a,Aa) € (@,A). Em 2.91 a série ¢ fungdo unicamente
de y. Uma forma aproximada da mesma ¢ dada por:

2n+1 1
P cos S =1+————6sin(v/2)—-5cos
Z 1 Pacosy) =S(y) 72 (w/2) y 2.92)

—3cosy In(sin(y/2) +sin” (y/2))

Esta fun¢do conhecida como fun¢iao de Stokes, ¢ a sua forma apresentada na fig.
2.9. Substituindo esta expressdo na equacdo 2.91, obtemos finalmente a solugdo
aproximada para o hipotético problema do valor de fronteira na seguinte forma:

Ty 70) =, ff Ae(.105()dS (2.93)

chamado integral de Stokes. Do ponto de vista da solugdo do problema do valor de
fronteira, a fungdo de Stokes ¢ simplesmente uma funcdo de Green. Pode ser considerado
como um nucleo de integragdo (homogéneo e isotropo) o integral de Stokes ¢ assim uma
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solucdo do tipo Green para o problema de fronteira. Mesmo pensando que Ag ¢ um nucleo
(fungdo dos dois pontos: um sobre o elipsdide e outro sobre o geoide) o valor de fronteira
que ele representa deve ser considerado como sendo formulado no geodide para que a
anomalia da gravidade represente um valor de fronteira apropriado em termos de T. S6
para frisar/reiterar, a precisdo do integral de Stokes ¢ da ordem de f (ou e?) ie. 0.3%
devido as varias aproximagdes efectuadas. Um problema mais sério diz respeito a
presungdo basica e subjacente a definicdo do problema do valor de fronteira:
nomeadamente, a hipotese de ndo existirem massas no exterior do geoide. Evidentemente,
que o problema do valor de fronteira foi incorrectamente colocado e pode ser resolvido
unicamente por aproximac¢do a custa da introducdo mais pressupostos. Antes de nos
determos com as formas e meios de contabilizar matematicamente as massas redundantes
sob o geodide, vamos investigar outros parametros do campo: nomeadamente, a ondulacao
do gedide e os desvios da vertical.

s _|

S(y)

s
v
Figura 2.9- Fung¢ao de Stokes.

Se assumirmos que o problema das massas redundantes ¢ eliminado, por uma
correccdo apropriada ao valor de Ag, entdo o potencial perturbador dado pela equacgdo 2.93
pode ser transformado na ondulagdo do gedide simplesmente através da formula de Bruns:

R

N((PA’}\’A) = 47W
0

ff Ag(o.MS(w)ds (2.94)

em que Yo pode ser substituido pela gravidade média G sem diminuigdo de precisdo. Esta
formula € conhecida por formula de Stokes, e ¢ a formula mais importante deste capitulo.
E facilmente demonstrado que se o elipsoide de referéncia geocéntrico tem uma massa
diferente de massa da Terra, entdo a ondulagdo do geodide torna-se:

NEN, = =T fag(o,m)S(yds
Ry, 4ny, (2.95)
RAg, .

R
—— @ Ag(p, A)S(y)dS
Yo 4my, ﬁ
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De notar que cada mGal de erro no valor de Agy provoca um erro constante de 6.4m no
valor da ondulagdo do geoide.

O desvio da vertical foi anteriormente definido como o angulo especial entre a
vertical do lugar e a normal ao elipsdide sendo este angulo usualmente decomposto em
duas componentes: norte-sul e este-oeste. Se designarmos por € o desvio da vertical num
determinado ponto da superficie da Terra entdo:

-dN=¢ds (2.96)

em que N ¢ a ondulacdo do gedide e s um comprimento medido sobre o elipsodide (ver fig.
2.8a). Segundo a direc¢ao norte-sul temos:

dN N 10N

g—g-_IN__ON__1ON (2.97)
ds s, R o¢
Segundo a direccao este-oeste temos:
8:n:—d—N:—aN: L _OoN (2.98)

ds 0s, _Rcosd)a

Estas duas expressoes relacionam as ondulagdes do gedide N com as componentes
do desvio da vertical- Como N ¢ dado pelo integral de Stokes vamos diferenciar a férmula

de Stokes em ordem a ¢ e A, obtendo-se:

27 g
N__R _[ Ag(q)',}\’)mcosd)'dd)'dk' (2.99)
op 4nG,., 7. o9
)
N R ¥ 2 aS(y)
e Ag(d', M) —~cosd’ do’ dA’ 2.100
> 4nGxL¢,In 2(@',2) == cos¢’ dg (2.100)
2
como
oS(y) _dS(w)oy OS(w) _ dS(w) v (2.101)
Bl dy o¢ O\ dy Or
€ como
N cosa e Y _cospeosa (2.102)
86 on
entao:
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27 g
Qgcrli-j j Ag¢gx39§gﬂcomxum¢'mvdx' (2.103)
0y 4nG L, . oy
2
N R ¥ 2 aS(w)
—=— Ag(d', M) ——sena.cospcosd’ ddp’ dA’ 2.104
. 4n(}x£0 [ Ag@.0) oy dcos¢’ dp (2.104)

<
Il
1
(SR

Atendendo as expressdes 2.97 e 2.98, obtemos as designadas formulas de Veining-
Meinez que nos estabelecem uma relacdo directa entre as componentes do desvio da
vertical e as anomalias da gravidade:

1 2n 5 OS(\V)
=— Ag(d', L") —~cosa dp’ dL' 2.105
a4ﬂhjjﬂgw o ¢ (2.105)
=
12 oS(y) .
=— Ag(¢', M) —=sina d¢' dA’ 2.106
n MGJOI B = ¢ (2.106)

py

T
2

2.7 Sistema altimétrico

Os sistemas altimétricos de referéncia sdo, por construcao, sistemas locais baseados
na determinacdo do nivel médio do mar num ponto estagdo (marégrafos) a partir dos qual
se desenvolvem linhas de nivelamento por determinacao da diferenca de cotas entre cada
dois pontos. O datum altimétrico ¢ deste modo definido pela superficie oceanica média
num determinado periodo temporal.

Considerando que essa superficie média corresponde ao geoide, o que sabemos nao ¢
exactamente verdadeiro, a altitude ortométrica H de um ponto P qualquer (Fig. 2.10) ¢
definida como a distancia entre o ponto P e o gedide (de potencial W,) medido ao longo da
linha de prumo. Relembrando a anterior defini¢ao de ondulagao do gedide e introduzindo a
nocao de altitude elipsoidica como a distancia entre o ponto P e o elipsdide medida
segundo a normal ao elipséide temos que (PG, p. 166):

h=H+N (2.107)
sendo
=W 3 lfCM' (2.108)
g H 0
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em que g ¢ o valor médio da gravidade ao longo da linha de prumo. O célculo deste valor

requer a formulagdo de hipdteses sobre a densidade das massas sobre o gedide. O resultado
da integragdo desta equagao ¢ (PG, p. 167):

gzg—e%wn(}pJ*H (2.109)

com g em Gal e H em metros.

Telurodide
(Ug™ Wp)

W= W.
Geobide

U=Us

Figura 2.10 - Sistema altimétrico.

Por esta razdo, dependéncia da densidade das massas, Molodensky et al. (1962)
realizaram varios trabalhos no sentido de obviar a esta dificuldade, tendo, em 1945,
demonstrado que a superficie fisica da Terra pode ser determinada unicamente a partir de
medicdes geodésicas, sem o recurso ao conhecimento da densidade da crosta terrestre. A sua
teoria requer o abandono do conceito de gedide, tornando-se a formulagdo matematica do
problema mais dificil e abstracta. Os métodos gravimétricos e astrogeodésicos podem ser
modificados no sentido de serem integrados nesta teoria referindo-se neste caso as anomalias
da gravidade e os desvios da vertical a superficie fisica da Terra e ndo ao nivel médio do mar,
dando a ondula¢do do gedide o lugar a anomalia de altitude.

Segundo Molodensky et al. (1962) se for adoptado o mesmo principio para o
estabelecimento de um sistema altimétrico baseado no elipsoéide no qual se determina um
ponto Q para o qual o seu potencial normal Uq seja igual ao potencial gravitico Wp no
ponto P, entdo a altitude elipsoidica € decomposta também em dois termos designados por
altitude normal H* e anomalia de altitude £ em que (Torge, 1989):

e

:M e Q:M (2.110)

Y Yo

Jodo Cataldo - FCUL 69



Tratamento Local do Campo Gravitico

A vantagem deste sistema altimétrico reside no facto de que a altitude nao depende
da densidade das massas sob a superficie topografica. As linhas isométricas da anomalia de
altitude C sdo iguais as linhas de nivel do geodide sobre os oceanos (porque N = () e estio
muito proximas do geodide na parte emersa da Terra. Esta superficie foi designada por guasi-
geoide por Molodensky. Contudo, o quasi-gedide ndo ¢ uma superficie de nivel e ndo tem
qualquer significado fisico.

A teoria de Molodensky permite a determinacdo da superficie fisica da Terra por
intermédio da anomalia da altitude £ em fung@o das anomalias do campo gravitico observadas
nessa superficie. A relagdo geométrica entre teoria de Stokes e de Molodensky ¢é apresentada
na Fig. 2.4 sendo a sua formulagdo analitica definida por (PG, p. 326):

N+H=¢+H* (2.111)

Isto significa que a diferenca entre a ondulagdo do gedide e a anomalia de altitude C ¢ igual a
diferenga entre a altitude ortométrica e a altitude normal. Uma vez que C ¢ a ondulagdo do
quasi-gedide, esta diferenca ¢ também a diferenga entre o gedide e o quasi-gedide.

A relagdo numérica entre o gedide e quasi-gedide é obtida facilmente a partir da
relagdo entre a altitude elipsoidica de um mesmo ponto nos dois sistemas de referéncia
(PG, p. 326):

N=c+&2~'.H (2.112)
Y

em que g ¢ o valor médio da gravidade entre o ponto e o gedide ao longo da linha de
prumo e y ¢ a gravidade normal média ao longo da normal ao elipséide entre o elipsoide e
o telurdide. Sabendo que g—y ¢ aproximadamente igual a anomalia de Bouguer e
considerando que y = 981 mQGal, entdo a diferenga entre o gedide e o quasi-gedide pode ser
dada por (ibid, eq. 8-103)

{-N=-Ag,-H (2.113)
com a anomalia de Bouguer em Gal e H em quilémetros.

Como a anomalia de Bouguer ¢ sistematicamente negativa nos continentes, esta
expressao indica que a anomalia de altitude ¢ sempre superior a ondulag¢do do geodide em terra.
Nos oceanos o geodide e o quasi-gedide sdo coincidentes. O aspecto tedrico mais importante
desta teoria ¢ que o quasi-gedide pode ser determinado sem qualquer considera¢do sobre a
densidade das massas o que ndo se verifica para o geoide. O evitar destes pressupostos foi a
principal motivacao de Molodensky.

No caso de regides oceanicas ndo se coloca o problema da distingao entre gedide e
quasi-gedide uma vez que as duas superficies sdo coincidentes.
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Capitulo 3
Reducoes gravimétricas

3.1 Introducao

Na geodesia fisica classica, a determinacdo dos efeitos de terreno sobre o valor da
gravidade medido surge como um requisito obrigatdrio, face as exigéncias tedricas da
abordagem de Stokes, na qual € pressuposto que o gedide ¢ uma superficie de fronteira. A
solucdo deste problema de fronteira no qual a resolucdo da equacdo fundamental da geodesia
fisica ¢ sujeita a condi¢do de que o potencial perturbador ¢ uma fun¢do harmoénica no exterior
dessa fronteira, pressupde que nao existem quaisquer massas no seu exterior. Assumindo
Stokes que a fronteira ¢ precisamente o geoide, a aplicacdo pratica da sua teoria ficou
dependente do calculo dos efeitos do terreno no valor da gravidade medida e dos efeitos
colaterais que estas correccdes t€ém sobre a ondulagcdo do geodide (Heiskanen and Moritz
,1967).

O comportamento local do actual campo gravitico reflecte a distribuicdo local e
regional irregular das massas. A irregularidade mais importante resulta da propria forma
irregular da superficie terrestre, a um nivel inferior pela isostasia. Por isso estes dois
efeitos serdo objecto de estudo neste capitulo.

Como sabemos a crosta terrestre estd num estado de equilibrio isostatico em quase
toda a superficie terrestre. Isto significa que o gedide, sendo uma superficie equipotencial,
ndo devera ter a sua forma muito afectada pela presenca de uma superficie topografica

J4

irregular; o efeito de massas redundantes acima do gedide é compensado pela menor
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densidade das massas que lhe estdo subjacentes. Uma situagdo inversa ocorre nos oceanos,
aqui a deficiéncia de massas superficiais ¢ compensada por uma maior densidade das
massas sob o gedide. A forma das superficies equipotenciais e linhas de prumo ¢ mostrada
esquematicamente na figura 3.1.

.\ Vertical ¥

Figura 3.1 — Efeitos topograficos e isostaticos.

Por outro lado as observacdes gravimétricas realizadas na superficie topografica sdao
afectadas fortemente pela topografia e o seu efeito ¢ tanto maior quanto maior a distdncia
ao geoide (altitude da estagdo). Evidentemente o terreno também exerce um efeito no
gradiente vertical. De facto comparando com um modelo teérico de gradiente vertical da
gravidade o actual gradiente vertical da gravidade na Terra ¢ sempre maior em valor
absoluto na presenca de relevo topografico que em terreno plano. Na figura 3.2 ¢
apresentado esquematicamente este efeito em que sobre o ponto A ¢ exercida sempre uma
atrac¢do no sentido ascendente da contagem das altitudes. Consequentemente a presenga
da topografia provoca uma diminuicdo do valor da gravidade medido. As superficies
equipotenciais tornam-se mais afastadas na presenca de topografia tal como ilustra a figura
3.1.

Massa
Excesso -
o .

W =const.

Deficiéncia
de
= Massa

Superﬁc\ier
Topografica

Figura 3.2 — Efeito da topografia sobre o valor da gravidade observado.
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3.2 Aspectos teoricos da Correcciao de Terreno

O efeito descrito anteriormente ¢ determinado expeditamente através do efeito
topografico observado na gravidade. Como a topografia ¢ geralmente irregular, o seu efeito
ndo pode ser expresso numa forma analitica, sendo necessdrio recorrer a integracao
numérica sobre a superficie da Terra. Com este objectivo, a superficie da Terra ¢ dividida
em compartimentos, a contribui¢do da topografia no interior de cada célula é acedido
individualmente, e entdo as contribui¢des de todos os compartimentos sao somados para
dar o efeito total.

Do ponto de vista do processo de célculo, a superficie topografica ¢ convertida num
modelo digital de terreno, sob a forma de valores pontuais ou médios, ¢ subdividida em
sectores rectangulares ou, de preferéncia, quadrangulares (Fig. 3.3). O efeito de cada sector
sobre um determinado ponto ¢ calculado com recurso as formulas exactas do campo gravitico.
Sabendo que a informagdo detalhada do modelo digital do terreno s6 serd necessaria na
vizinhanga da estagdo, considera-se uma terceira superficie, menos detalhada, para efeitos de
calculo dos efeitos do modelo em zonas afastadas. Designando por MDT,; o modelo digital de
terreno detalhado, o modelo menos detalhado (MDT>) e o modelo de referéncia (MDT,.f) sdo
calculados tomando simplesmente as médias dos sectores do MDT;.

T

N

Figura 3.3 - Sectorizacdo no cdlculo dos efeitos de terreno (adaptado de
Forsberg and Tscherning, 1981).

Os efeitos do modelo de terreno calculam-se integrando prismas rectangulares,
utilizando o MDT; até uma certa distancia Ry e, a partir dai, at¢ uma distancia R; com o
modelo MDT, (Fig. 3.3). A utilizagdo de um MDT com menos resolugdo, a partir de uma
certa distancia, tem como objectivo a diminui¢ao do tempo de célculo.
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Se o modelo detalhado ndo ¢ suficientemente fino, pode-se densificar a grelha em torno
da estagdo, usando interpolacdo “spline”. Esta solu¢do pode constituir um problema, por serem
diferentes a altura da estagdo e a altura calculada por interpola¢do. Temos entdo duas solucdes:
modificar o0 modelo ou modificar a estagdo. A experiéncia recomenda modificar o modelo de
terreno, para que passe forcosamente pela estacdo, quando os célculos se efectuam sobre a
anomalia da gravidade (Forsberg, 1984a).

22 /,
A R & Y2
z
1 Y
x1 ><2 1

0
Figura 3.4 — Prisma rectangular

As formulas utilizadas para calcular o efeito de um prisma ou sector rectangular (como
o da Figura 3.4), sobre as principais quantidades gravimétricas, sdo apresentadas em Forsberg
and Tscherning (1981). Apresentamos aquelas que consideramos mais relevantes em
particular o calculo dos efeitos de cada prisma no valor da gravidade e no valor da ondulagao
do gedide.

Para a componente vertical da gravidade (ibid, eq. 14):

8T X2 Y2 7

m z 2 2 2
og. =- . =Gp.[ I I r—3dxdydz r=4(x"+y +z (3.1

X Y1 oz

em que G ¢ a constante de gravitagdo e p a densidade constante de massa do prisma. A
integracao desta formula da (ibid, eq. 18):

Y2

Z
X3

Y2
y+T, N 1nx+rZZ

y+r, T

dg,. =Gpy||xIn — (3.2)

Xy
zarctan —
7Y
X]
Y1

Y1 Z

Z) X,
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De notar que os termos entre parentesis rectos se anulam com o aumento do valor de
a. Assim ndo ¢ necessario efectuar a integragdo para além de algumas dezenas de
quiléometros. De facto, a férmula anterior ¢ valida unicamente quando ndo temos de entrar
em consideracdo com a curvatura da Terra. Adicionalmente, verifica-se que se AH ¢ zero
em todo o lado ; i.e. se a superficie da Terra é plana, o efeito 8g' é também igual a zero, tal
como esperdavamos. Em regides montanhosas o efeito 8g' pode ser superior a 100 mGal. O
efeito topografico pode assim/deste modo ser muito importante no valor da gravidade
observado.

Se a altura do prisma ¢ pequena relativamente a sua base, pode-se efectuar uma
aproximacdo usando a altitude média dos z. Estas formulas sio denominadas formulas
condensadas (ibid, eq. 16):

X2 Y2

z z,+z
dg! :GKI I T dx dy r=qx"+y’ +z. z, =——= (3.3)
X1 N r 2
em que kK = p ( z2- 71 ) € a densidade superficial de massa. O célculo deste integral da:
X Y2

Xy

dg! =-Gxkz, ||arctan—— (3.4)
z. T

X1
Y1

A foérmula exacta para a ondulagdo do geoide foi introduzida por MacMillan em 1958
(ver Forsberg and Tscherning, 1981), e contém um total de 36 termos. A diferenca entre a
utilizagdo desta formula e a formula aproximada ¢ da ordem dos milimetros, para altitudes
superiores a 1000 ou 2000 metros. A formula condensada para o potencial ¢ dada por (ibid, eq.
23):
X, Y2
Xy
T, =Gx|xIn(y+r)+yln(x+r)—-z  arctan—— (3.9
z T

X1
Yi

A ondulacdo do gedide ¢ obtida a partir desta expressdo por simples aplicagdo da
formula de Bruns (eq. 2.63). Em Forsberg and Tscherning (1981) podem-se encontrar:
comentarios sobre o erro cometido na utilizagdo das formulas condensadas; técnicas para ter
em conta a curvatura da Terra; formulas que permitem calcular o efeito do RTM sobre os
coeficientes do potencial, no caso de se usar a colocacdo. Estes autores concluiram que todos
estes efeitos sdo desprezaveis para pequenas regides (como ¢ o caso da nossa regido de
trabalho).
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3.3 Reducao de Bouguer

O objectivo da redugdo topografica ¢ a remogdo do efeito das massas topograficas
sobre o gedide no valor observado da gravidade. Esta redug¢do ¢ dividida em duas
componentes: redu¢do de Bouguer e correccdo de terreno. O objectivo da reducdo de
Bouguer ¢ a remog¢ao completa das massas topograficas sobre o gedide e o calculo desse
efeito sobre o valor da gravidade observado, a correc¢do de terreno tem como objectivo o
refinamento da correc¢ao de Bouguer anteriormente realizada mediante a utilizagdo de um
modelo digital de terreno e do calculo do efeito desse modelo sobre os valores observados.

O Planalto de Bouguer. Suponhamos que a area circundante de uma estagdo gravimétrica
P ¢ completamente plana e horizontal, € suponhamos que as massas entre o gedide e essa
estagdo tem a densidade constante p. Entdo a atraccdo Ap, deste designado “planalto de
Bouguer”, ¢ obtido do gradiente de Bouguer (equacdo 2.49, capitulo 2), e ¢ dado pela
expressao:

Ag =2nGpH (3.6)

Fazendo p=2.67 g cm™ obtemos:
Ap=0.1119 H mGal (com H em metro) (3.7)

O processo combinado de aplicar a redu¢do ao ar livre e remover as massas
topograficas ¢ designado “reducdo de Bouguer completa”. Dela resulta a gravidade de
Bouguer sobre o geoide:

ge=g—-Ap+F ©G.8)
ou
gg= g +0.1967 H ( com H em metro) (3.9)

Como gg ¢ o valor da gravidade sobre o gedide as anomalias de Bouguer sio
calculadas como:

Agp = gp-y (3.10)

Correccao de Terreno. Este procedimento simples pode ser refinado tendo em conta os
desvios da actual topografia a partir do planalto de Bouguer. Isto ¢ chamado “correccao de
Terreno”. Atendendo a figura 3.2, a massa que estd a mais e que atrai para cima, ¢
removida, fazendo aumentar o valor de g em P, a massa inexistente Am- ¢ acrescentada
fazendo g aumentar novamente em P. A correc¢do de terreno € assim sempre positiva. A
determinacgdo pratica ¢ feita por intermédio da equacgao 3.2.

Para uma massa que estd a mais H>Hp: z;=0ez,=H - H, (3.11)
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Para uma massa que esta a menos H<Hp: z, =0e z, =Hp—H (3.12)

A correc¢do de terreno no ponto P ¢ entdo dada como a soma da contribuicdo de
todos os paralelogramos contidos no circulo definido pela distdncia R, (ver fig. 3.3).
Adicionando a correc¢do de terreno A; ao valor da gravidade de Bouguer obtemos a
gravidade de Bouguer refinada:

ge=g—-Ap+F+ A (3.13)

e a anomalia de Bouguer ¢ dada por:

Ag® =8s Yo (3.14)
em que gg ¢ o valor da gravidade de Bouguer (da expressao (3.13) observado no ponto P
na superficie da Terra e yy ¢ a gravidade normal no elipsdide (calculado na latitude de P).
A anomalia de Bouguer apresenta uma consideravel correlagdo negativa regional com a
topografia, indicando que a reducdo da gravidade ao gedide pelo gradiente de Bouguer ¢
muito pequeno sob as montanhas. Por outro lado, isto significa que o gradiente de Bouguer
¢ muito pequeno em valor absoluto. Este facto serd explicado na proxima seccao.

Tal como foi estabelecido no inicio desta sec¢do, a forma do gedide ndo devera ser
muito influenciada pela topografia. Assim, a correlacdo entre as anomalias da gravidade no
gedide e a topografia € contraria ao esperado, quando a situagdo ¢ tomada do ponto de
vista isostatico tais anomalias indicam uma distribui¢do de massas desajustada, que por
outro lado, viola o principio fisico da isostasia. Isto porque as considera¢des e dedugdes
efectuadas nesta seccdo sao validas unicamente sobre e imediatamente debaixo da
superficie topografica. Quando ¢ estudado o comportamento do campo gravitico ao nivel
do geodide a compensagdo deve ser feita para o efeito da isostasia que ainda ndo foi
considerado.

O efeito da isostasia ¢ diminuir o valor da gravidade no gedide sob as montanhas e
aumentar esse valor nos oceanos comparando o valor que tomaria na auséncia de isostasia.
Isto significa que a isostasia tende a diminuir o valor absoluto do gradiente vertical da
gravidade do valor ar-livre ao valor Poincaré-Pray. Este efeito pode ser calculado de forma
similar ao usado no efeito topografico. Considerando que ¢ postulado a distribui¢do de
densidade da crosta, a crosta pode ser de novo dividida em compartimentos. O efeito de
cada compartimento ¢ entdo calculado separadamente, ¢ o efeito total ¢ obtido por
integracao numérica area apropriada.

3.4 Isostasia

Podemos ser levados a pensar que as massas topograficas estdo simplesmente
sobrepostas numa crusta essencialmente homogénea. Se assim fosse, a reducdo de Bouguer
removeria as irregularidades médias do campo gravitico, ¢ assim as anomalias da
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gravidade de Bouguer seriam pequenas, tomando valores em torno de zero. No entanto,
isso ndo se verifica. As anomalias de Bouguer em regides montanhosas sdo
sistematicamente negativas e podem tomar valores elevados, aumentando em média cerca
de 100 mGal por 1000 metros de elevacdo. A tinica explicagdo possivel € que ha uma certa
deficiéncia de massas sob as montanhas o que faria com que o efeito das massas
topograficas sobre os valores medidos da gravidade sofreriam uma certa compensacao.
Existe um efeito similar no desvio da vertical. O desvio da vertical observado
(astrogeodésico) ¢ inferior ao desvio que as massas topograficas visiveis sugerem. Foram
desenvolvidas algumas teorias para justificar esta compensagdo que apresentamos
seguidamente.

De acordo com o conhecimento actual, a crosta terrestre ¢ composta por uma camada
de material solidificado de densidade média igual a 2.67 g cm™, flutuando numa matéria
densa (p=3.27 g cm™) que ¢ enfraquecida por uma fusdo parcial resultante da pressdo e do
calor. E dificil distinguir a localiza¢do exacta da separagio entre o fim da crosta sélida e o
inicio do manto enfraquecido. As duas fontes de informagdo sismoldgica, e reoldgica, nao
sdo distinguidas a niveis diferentes. Existe uma tendéncia para usar o termo crosta para
definir a camada até aos 10 a 30 primeiros km (em zonas continentais), e para referir as
camadas solidas como litosfera. A espessura da litosfera varia entre 10 e 80 km, valor
determinado por investigacdes reoldgicas. A parte superior do manto, até uma
profundidade de 300 a 400 Km, ¢ chamada astenosfera - fig 3.5.

.. Discontinuidade Crosta

Mohorovicic

Litosfera Pressdo

Elevacao

Astenosfera

. Manto

L Superior
Figura 3.5 — Estrutura da superficie da Figura 3.6 — Modelo esquematico da
Terra. isostasia.

Estas camadas estdo sujeitas a pressdes provenientes de diferentes fendmenos que
ocorrem na superficie da Terra. Qualquer pressdao produz deformagdo vertical e regional.
Devera ser claro que uma pressdao num ponto de superficie da Terra causard a cedéncia da
crosta ndo unicamente sobre o ponto de pressdo mas também na area circundante devido a
resisténcia da litosfera. A subsidéncia serda maxima na regido imediatamente sob a pressao
e diminuird gradualmente com a distancia a forca. Para manter o mesmo volume da Terra,
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a depressdo ¢ acompanhada de uma elevacao nas regides periféricas (fig.3.6). A relacao
entre a quantidade de subsidéncia e a distincia a pressdo depende da reologia da litosfera e
do manto bem como do tamanho/itensidade da pressao.

Para entender a reaccao da crosta apds ter ocorrido uma deformacao visco elastica e
a pressdo ter cessado, ¢ necessdrio estudarmos a teoria do equilibrio estatico da crosta
terrestre - o principio da isostasia. Se as camadas sélidas da litosfera flutuam numa
astenosfera em equilibrio de material pouco resistente, as variagdes na profundidade de
submersao devem ser balangadas pelas variagdes na densidade e espessura da litosfera
(incluindo o relevo topografico). Este estado de equilibrio ¢ o resultado de um esfor¢o da
litosfera apoés ter sido deformado por uma pressdo que subsquentemente foi
retirada/cessou. Existem trés hipdteses de trabalho que modelam as relagdes requeridas
entre densidade e espessura da crosta.

3.4.1 Sistema Pratt-Hayford

O modelo de Pratt assume a fronteira entre a litosfera e a astenosfera como sendo
plana, i.e. a profundidade desta fronteira sob o nivel médio do mar ¢ uniforme. Este
sistema foi colocado de forma matematica para fins geodésicos por Hayford. Para que esta
crosta esteja em equilibrio, as partes elevadas deverdo ter uma densidade inferior (p) e
vice-versa. Para ser possivel calcular a densidade apropriada, basta imaginar a litosfera
como constituida por blocos independentes como se vé na fig. 3.7.

[\
H Ty el
nivel [ fH, | }jﬂdoM%f W
d,!} o &4 Moo naerdomane o
Nivel normal do material do manto LitOSfe ra
2T T 1T 01 e o
i | Rt
Litosfera | g’ %| o J
[E<spEpdasa) | D T
0 o R,
— e L o,
... MANTO MANTO
Figura 3.7 — Modelo Pratt-Hayford. Figura 3.8 — Modelo Airy-Heiskanen.

Os blocos devem exercer a mesma pressao no manto a uma profundidade uniforme D
para se atingir o equilibrio. A partir desta condicdo a densidade da litosfera continental
como func¢do da altura média H; do bloco sobre o nivel do mar ¢ obtido:
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D
= 3.15
pl pO D + Hi ( )
E obtida uma equagio similar:
D-p,d
= Po Pwd; (3.16)
D +d,

relacionando a litosfera ocednica com a sua profundidade média di, em que py =
3 . . .

1.027g/cm” ¢ a densidade da 4gua do oceano. Neste caso ha um aumento de massa da

coluna sub-oceanica que ¢ dada por:

!

Ap=p—p, =m(po—pw) (3.17)

Este modelo de compensagdo ¢ ideal e esquemadtico, podendo ser aplicado na préatica, s
aproximadamente. Sao tomados valores na ordem de D=100km para a profundidade de
compensagdo. Para uma Terra esferoidal, as colunas devem convergir para o centro, €
outros refinamentos deverao ser introduzidos.

3.4.2 Sistema Airy Heiskanen

Ao contrario do modelo anterior, o0 modelo de Airy (aplicado para fins geodésicos
por Heiskanen) ndo considera variagdes de densidade mas trata a litosfera como tendo uma
profundidade variavel. Para manter o equilibrio, a litosfera devera ser mais espessa sob um
relevo topografico de maior altitude e mais fina sob os oceanos. Por razdes de célculo, a
litosfera ¢ de novo vista como composta por blocos independentes. Com S representando a
profundidade normal de submersdo no material do manto, e usando a lei de Arquimedes,
poderdo ser escritos as seguintes relagdes para os valores de R; da profundidade actual a
partir da profundidade normal D da litosfera (fig. 3.8).

p.S=0,D (3.18)
Pn(S+R;)=py(D+H; +R;) (3.19)
Pn(S+R))=py(D-d; -R)+p,d; (3.20)

Em que pn € a densidade do manto superior. Entdo as equagdes para as raizes dos
blocos continentais sao facilmente obtidos:

R =—Po 1 (3.21)

1 1

pm_pO

Similarmente, as anti-raizes dos blocos oceanicos sdo dados por:
R =0 "Pv g (3.22)
pm - pO
Substituindo nas equagdes anteriores os valores de py, pw, Pm Obtemos
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R=4.45 H;, R'== 2.734; (3.23)

Se a profundidade normal foi considerada como sendo a volta de 30 km o valor da
profundidade da litosfera concorda relativamente bem com a profundidade determinada
pela sismologia. Todavia, a necessidade de imaginar a litosfera fragmentada em blocos
independentes flutuantes ¢ claramente esquematico e ndo corresponde a realidade. Na

realidade, a litosfera ¢ na sua grande maioria continua, com excep¢ao das regides
fronteiras de alguns grandes blocos.

Esta consideracdo conduziu Veining Meinesz a modificacdo deste modelo de Airy.
No seu modelo Veining Meinesz assume que os blocos estdo colocadas uns aos outros e
consequentemente, respondem como uma camada eldstica continua a pressao exercida pelo
relevo topografico. Isto significa que o afundamento da litosfera no manto ¢ distribuida por
uma regido extensa de compensagao, fig. 3.9.

Nivel == do Mar

Figura 3.9 — Modelo de Isostasia de Veining —Meinesz.

Do ponto de vista fisico, nenhuma das hipoteses mencionadas ¢ completamente
satisfatoria. Através de varias fontes, sabemos que quer a densidade quer a espessura da
litosfera sdo varidveis. Também, a litosfera comporta-se como uma camada eléstica em
algumas regides mas esta partida noutras.

3.5 Modelo Residual do Terreno

Nesta seccao, sera apresentado o conceito de modelo residual do terreno e a formulagio
matematica do efeito que este modelo residual do terreno tem sob o valor da gravidade e na
ondulacdo do gedide. O conceito de modelo residual do terreno foi introduzido por Forsberg
and Tscherning (1981), num artigo em que ¢ apresentada a sua justificagdo tedrica, no
contexto da colocagdo e sdo apresentados resultados da sua aplicagcdo numa regido dos EUA
(New Mexico). No que se segue, foi tomada como referéncia a mencionada publicagdo e duas
outras publicagdes de Forsberg (1984, 1985).
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Conceptualmente, a modelagao residual do terreno (RTM) consiste no calculo dos
efeitos dos pequenos comprimentos de onda da topografia/batimetria nas diversas quantidades
do campo gravitico, mediante a escolha de uma superficie suave de elevagdes médias
(estritamente relacionada com o modelo geopotencial de referéncia), removendo
computacionalmente massas acima dessa superficie e preenchendo os vales abaixo dessa
mesma superficie (Fig. 3.10).

Elevacdo média da
superficie

Figura 3.10 - Modelo Residual de Terreno (adaptado de Forsberg, 1984a).

A superficie média de elevagdes pode ser qualquer superficie suave, representando as
elevacdes médias da regido: por exemplo, uma grelha de 30'x30°, definida pelo
desenvolvimento em harmonicas esféricas de grau e ordem 360. Neste caso, as anomalias da
densidade do modelo residual do terreno correspondem a uma distribuicdo normal da
densidade com uma topografia e batimetria suave, definida pelo desenvolvimento em
harmoénicas esféricas, o que corresponde ao campo gravitico residual, apds a remogao similar
do desenvolvimento em harmonicas esféricas do potencial. A redu¢do RTM pode ser vista
como a diferenca entre duas correcgdoes de Bouguer: primeiro, a topografia visivel € removida,
e depois, a topografia suave ¢ adicionada.

O tunico inconveniente que apresenta a RTM ¢é que reduz a zona onde o potencial ¢
harmonico. Se uma estacdo estava situada num vale, a uma altura Ah (Fig. 3.10) abaixo da
superficie de referéncia, depois da correc¢do fica coberta. Para descobrir a estagdo, ¢
necessario efectuar a correc¢ao harmoénica, a qual consiste na condensagio das massas sobre a
estacdo numa lamina que € colocada sob a estacdo numa situacdo em que esta fique no seu
exterior (condensagdo de Helmert). Desta maneira, o potencial exterior da superficie de
referéncia fica praticamente invariante. Esta correc¢do tem um efeito muito pequeno sobre a
ondulacdo do geodide e os desvios da vertical, valendo -4nGpAh o seu efeito sobre as
anomalias da gravidade, onde p ¢ o valor da densidade das massas do vale (Forsberg and
Tscherning, 1981).

As vantagens da redu¢do do modelo residual do terreno sdo muitas: uma vez que as
anomalias da densidade assumem valores negativos e positivos, as integracdes para os efeitos
do campo gravitico s6 sdo efectuadas até uma certa distancia do ponto onde se efectua a
correcgdo, sendo cancelada a influéncia da topografia distante. Também os efeitos de terreno
na ondulacdo do gedide serdo pequenas, sendo desprezaveis se for tomado como referéncia
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uma superficie de elevacdes de pequeno comprimento de onda; em particular, se for adoptado
um desenvolvimento em harmonicas esféricas da topografia, esta redugdo tera resultados
iguais a reducao isostatica (ibid).

O célculo dos efeitos topograficos foi, inicialmente, entendido como uma operacao
necessaria a redu¢do das anomalias da gravidade do ponto de observagdo ao gedide. Este
procedimento ¢ exigido pelo Teorema de Stokes, na solugdo do problema geodésico de
fronteira. A utilizagdo da teoria de Molodensky (Capitulo 2), ou da colocagdo por minimos
quadrados, ndo requer a redu¢do das observagdes ao geodide. Contudo, na colocagdo ¢ de
importancia primordial, que o potencial gerado pelo modelo de massas do terreno (Tm) e o
potencial residual (T-T,) sejam fung¢des harmoénicas.

Sendo esta a tnica condigdo imposta pelo método da colocagdo, qualquer modelo
geofisico de densidades pode, em principio, ser usado para representar uma parte do campo
externo através do calculo directo dos efeitos da distribuicdo de densidades assumida. Ou seja,
podemos utilizar um modelo topografico/ batimétrico que nio corresponda exactamente a
realidade, o que podera consistir numa vantagem, em areas onde o modelo altimétrico e/ou
batimétrico ¢ de baixa resolucdo ou baixa qualidade. No entanto, quanto mais realista, o
modelo altimétrico, mais suave serd o campo residual, e, consequentemente, mais precisas as
estimacgdes de outras quantidades do campo gravitico.

Partindo do principio que se dispde de um modelo geopotencial com coeficientes até ao
grau N, seja este modelo global ou ajustado localmente, e que se utiliza este modelo na
remog¢do dos grandes comprimento de onda do campo gravitico, entdo, em principio, sao
também removidos os efeitos topograficos de comprimento de onda 180°/ N. Isto quer dizer
que o modelo geopotencial inclui, nos seus coeficientes, o efeito de terreno desenvolvido em
harmonicas esféricas até ao grau N.

O efeito do modelo residual do terreno ¢ calculado tomando como referéncia uma
superficie altimétrica / batimétrica com a mesma resolucdo que o modelo geopotencial
utilizado na reducdo das observagdes (veja-se Fig. 3.10). Esta metodologia tem como
consequéncia que, em muitos casos, ¢ possivel desprezar a compensagdo isostatica, porque
esta ¢ um efeito regional e ndo um efeito pontual. A compensagdo, baseada no calculo do
efeito do modelo residual do terreno assim construido ¢ designada por Modelagdo Residual do
Terreno (“Residual Terrain Model”), em contraste com a modelagdo topo-isostdtica, cuja
utilizacdo requer a modificacdo dos coeficientes do modelo geopotencial (Lachapelle, 1975;
Siinkel, 1986).

Concluimos, assim, que a modelagdo precisa do campo gravitico requer a manipulagdo
combinada de todos os tipos de dados disponiveis, especialmente em zonas de sinal
gravimétrico de elevado gradiente. Para o calculo dos varios tipos de redugdes topograficas, ¢
essencial um modelo digital do terreno que tenha cobertura e resolu¢do apropriadas. Os
calculos de dimensdo regional ou global do gedide utilizam modelos globais de diferentes
resolucdes que a experiéncia nos diz que estdo afectados de erros sistematicos e aleatdrios
(Arabelos, 1993; Furst et al., 1993).
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Sabendo que a utilizagdo de informacdo de grandes comprimentos de onda, em
conjung¢do com os efeitos topograficos de pequeno comprimento de onda, calculados usando
um modelo residual de terreno, tem como consequéncia a suavizagdo do sinal residual
(Forsberg, 1984) e a reducdo das anisotropias, estes parametros deverao ser objecto de estudo,
mediante a investigagdo das fungdes covariancia local e do espectro de poténcia do campo
gravitico, em areas de diferentes tipos de topografia.

3.6 O efeito Indirecto

A remogao e distribui¢ao das massas que esta subjacente as redugdes gravimétricas
fazem variar o potencial gravitico e portanto o geodide. Esta variacdo no gedide ¢ um efeito
indirecto das redugdes gravimétricas. Assim, a superficie calculada pela formula de Stokes
a partir das anomalias isostaticas ndo ¢ o gedide, mas uma superficie um pouco diferente, o
co-gedide. Para cada reducdo gravimétrica, obtemos um co-gedide diferente.

Seja a ondulagio do co-geodide N°, entdo a ondulagio do gedide real é dada por:

N =N+ 6N (3.24)
em que o efeito indirecto dN ¢ dado por:
ON = W (3.25)
Y

sendo 0W a variagdo do potencial no gedide. A expressdo de ON ¢ obtida directamente do
Teorema de Bruns.

A variacao do potencial na redu¢ao de Bouguer ¢ dada por:
5WB = UT (326)

onde Ur € o potencial correspondente a atrac¢do de topografia e do planalto de Bouguer.
Para as reducgdes isostaticas a variacao do potencial ¢ dada por:

dWr=Ur-U. (3.27)
em que Ut ¢ o potencial correspondente a atrac¢ao da topografia e do planalto de Bouguer
e U, € o potencial correspondente a atrac¢do da compensagao.

Para a determinacdo pratica do potencial da topografia e do potencial da
compensag¢ao utilizamos as equacdes da seccdo 3.2 com os seguintes limites de integracao:

Para o calculo de Ur.
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z1=0, z=H, P = Po
Para o calculo de U..

Sistema Pratt-Hayford
z1=0, 7,=D, p:(H/D) Po

Sistema Airy-Heiskanen
z1 =0, 2=t+T, p=pi-po

Assim, antes de aplicarmos a formula de Stokes , temos de reduzir as anomalias
isostaticas da gravidade ao co-geodide o que se faz aplicando a correc¢do de redugdo ao ar-
livre adicionando as anomalias isostaticas a correc¢ao 6=0.30986 ON mGal com 6N em m.

A correcgdao O ¢ o efeito indirecto da gravidade (cerca de 3 mGal). Deste modo,
introduzindo esta correc¢do as anomalias da gravidade isostatica temos estas anomalias
sobre o cd-gedide, ou seja, aplicando estas anomalias a formula de Stokes obtemos N°.
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