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I would like to convey to you, most of all, my admiration: You
solved this enormous problem with a truly masterful simplicity.
(...) Reading your investigation was really a first class aesthetic
pleasure.

— John von Neumann'

1 Introducao

A 3 de Marco de 1978, cerca de més e meio depois da morte de Kurt Godel,
teve lugar no Instituto de Estudos Avangados de Princeton (Nova Jérsia,
E.U.A.) uma pequena ceriménia puiblica de homenagem ao grande légico.
A cerimoénia, presidida pelo entao director do Instituto, Harry Woolf, foi
pouco publicitada tendo apenas atraido uma pequena audiéncia. Hao Wang
(l6gico, amigo e correspondente de Godel), Simon Kochen (professor da Uni-
versidade de Princeton), André Weil e Hassler Whitney (colegas de Godel
no Instituto) prestaram oralmente um tributo a Godel e ao seu trabalho.
Na sua intervencao, Kochen recordou uma pergunta que Stephen Kleene lhe
pos no seu exame doutoral: “Nomeie cinco teoremas de Godel”. De acordo
com Kochen, a questao tinha como objectivo mostrar que “cada um dos

*O Armando Machado e o Anténio Fernandes leram este trabalho e sugeriram-me algu-
mas alteragoes uteis. Agradeco-lhes os comentarios. Um deles também sugeriu que o tra-
balho fosse mais curto e menos especializado, tendo em vista que se dirige aos mateméticos
em geral e nao aos 1égicos. Video meliora proboque, deteriora sequor (vejo a melhor maneira
e aprovo-a, mas fago da pior maneira).

'Numa carta a Gédel, referindo-se & demonstracao da consisténcia do axioma da escolha
e da hipétese do continuo (cf. [30]).



teoremas (...) iniciou uma drea da moderna légica matemdtica’.> Nao se
pode subestimar a centralidade do trabalho de Godel na légica matematica.
Esta centralidade reflecte-se, por exemplo, no conteido programatico das
cadeiras da area. A primeira parte duma cadeira de légica matemética esta
geralmente organizada para demonstrar o teorema da completude de Godel
e suas principais consequéncias e, com frequéncia, o curso culmina com os
dois teoremas da incompletude de Godel. Uma cadeira de teoria dos conjun-
tos — em que se abordem resultados de consisténcia e independéncia — cobre
necessariamente o universo construtivel de Godel. Numa cadeira sobre intui-
cionismo o resultado simples, mas elucidativo, da interpretacao de Godel (e
Gentzen) da aritmética cldssica na aritmética intuicionista tem lugar garan-
tido e, desde que as aulas tomem um determinado rumo, é mister estudar-se
a interpretacao Dialectica de Godel. Num plano mais elevado, compartilho
com muitos colegas a opiniao de que os teoremas da incompletude de Godel
marcam indelevelmente o pensamento humano.

A obra matematica de Godel nao é extensa. Consiste essencialmente em
sete artigos de fundo, duas monografias baseadas nas suas aulas e numa série
de treze pequenos artigos (ou notas) publicados entre 1932 e 1936 na revista
Ergebnisse eines mathematischen Kolloquiums (sdo escritos de uma ou duas
péaginas, com a excepcao de um artigo de cinco paginas e de um outro com
um tnico pardgrafo).®> O Ergebnisse foi criado no final dos anos vinte do
século passado pelo gedmetra Karl Menger como férum de publicagao das
actividades dum seminario de matematica também por ele fundado. Menger
foi aluno de doutoramento de Hans Hahn na Universidade de Viena (tal como
Godel) e era mais velho do que Gddel quatro anos (Godel chegou a ter uma
cadeira de teoria da dimensao com Menger). Menger convidou Gédel em 1929
para integrar o seminario, tendo este nele participado activamente e colabo-
rado na edicao de sete dos oito volumes do Ergebnisse. Das contribuicoes de
Godel para esta revista ressaltam pelo inesperado cinco pequenos trabalhos
sobre geometria, incluindo um de uma pagina em colaboragao com Menger
e Abraham Wald (o tnico trabalho em conjunto de Godel). Estes pequenos
artigos enquadravam-se num programa de Menger para “reformar” a geome-
tria projectiva e diferencial. Dada a minha falta de competéncia na area, nao
comentarei os trabalhos de Godel em geometria, assim como nao comentarei

2Episédio relatado por John Dawson na p. 266 de [6].
3Um dos artigos de 1933 é uma reimpressdo dum artigo publicado um ano antes na
revista Anzeiger der Akademie der Wissenschaften in Wien.



os dois artigos de Godel sobre cosmologia relativista publicados bastante
mais tarde em 1949 e 1952 (em Reviews of Modern Physics e em Proceedings
of the International Congress of Mathematics; Cambridge, Massachusetts,
U.S.A., 1950, respectivamente). Os restantes artigos de Godel no Ergebnisse
debrucam-se sobre resultados de légica e, no que se segue, comenta-los-ei
brevemente. Entre 1931 e 1935, Godel escreveu intiimeras recensoes, princi-
palmente de trabalhos em légica — trinta e duas ao todo. Depois de 1935,
Godel nunca mais escreveu recensoes.

Dos sete artigos atras mencionados, trés publicaram-se na revista da Uni-
versidade de Viena Monatshefte fiir Mathematik und Physik, entre os quais
os dos célebres teoremas da completude e incompletude. Em 1934, Godel
da aulas no Instituto de Estudos Avancados sobre os seus resultados, dai
resultando uns apontamentos policopiados tirados por Stephen Kleene e J.
Barkley Rosser. Estes apontamentos apenas serao publicadas trinta e um
anos mais tarde, em 1965, numa colectanea organizada por Martin Davis
intitulada The Undecidable. Os resultados de Godel sobre a consisténcia re-
lativa do axioma da escolha e da hipdtese generalizada do continuo foram
publicados nos Proceedings of the National Academy of Sciences, U.S.A., em
1939 (um antncio destes resultados fora publicado no ano anterior também
nos Proceedings). Em 1940, Godel publica uma monografia na série Annals of
Mathematics Studies (Princeton University Press), baseada em apontamentos
tirados por George Brown das suas aulas sobre os resultados de consisténcia
em teoria dos conjuntos. A monografia estuda estes resultados de forma mais
detalhada e duma maneira tecnicamente diferente. O 1ltimo artigo publicado
por Godel viu a luz do dia em 1958 num numero especial da revista suica
Dialectica por ocasiao do septuagésimo aniversario de Paul Bernays, amigo e
principal correspondente cientifico de Godel. Os dois artigos remanescentes
sao os estudos, atras referidos, sobre cosmologia relativista. As publicagoes
que apareceram até 1936 estao escritas em alemao e as subsequentes em
ingles, com a excepcao do artigo de 1958 de homenagem a Bernays. Kurt
Godel nao teve estudantes nem deixou escola.

2 O teorema da completude

Em 1928, David Hilbert e Wilhelm Ackermann publicam o livro “Grundziige
der theoretischen Logik”. Nele formulam, como problema em aberto, a com-
pletude do céalculo de predicados: dada uma férmula (fechada) da linguagem



do calculo de predicados, se ela é valida sera que entao é formalmente de-
dutivel?* A resposta é afirmativa, como mostrou Godel na sua dissertacao
de doutoramento submetida a Universidade de Viena em Outubro de 1929 e
defendida em Fevereiro de 1930 (uma reformulagao da tese foi publicada em
[10]). John Dawson, biégrafo de Godel, reporta que — muito provavelmente
— Godel escolheu o tépico de dissertacao sozinho e que a completou antes de
a mostrar ao seu supervisor, Hans Hahn (cf. [6], p. 54 e também nota 2 de
43)).

As féormulas do calculo de predicados obtém-se formalmente a partir de
simbolos relacionais R, @), etc. e de variaveis individuais z, y, etc. por
meio da construgao de férmulas atémicas, do género ‘R(z,y)’, e da aplicagao
de conectivos proposicionais (negagao, condicional, etc.) e quantificagoes
universais e existenciais.® Quando todas as varidveis duma férmula ocorrem
quantificadas (mudas), diz-se que é uma férmula fechada. E caso da férmula
VydxR(z,y) — JzVyR(x,y). Uma interpretagao desta férmula consiste num
conjunto nao vazio X (o dominio da interpretagao) e numa relagdo binéria
U C X x X (a interpretagao do simbolo relacional bindrio R). Quando
X é N e U é a relacao “menor ou igual”’, a férmula acima é verdadeira
nesta interpretacao, enquanto que se se modificar a interpretacao mantendo
o dominio N mas tomando U como sendo o conjunto diagonal de N x N
entao a férmula em aprego é falsa. Uma férmula fechada diz-se vdlida se for
verdadeira em todas as interpretacoes.® A férmula acima nao ¢ valida, mas
ja o é a férmula JxVyR(z,y) — Yy3xR(z,y).

Fruto do labor do programa logicista de Gottlob Frege, Bertrand Russell
et al., nos anos vinte do passado século a logica ja se encontrava axiomatizada

40 problema andlogo para o calculo proposicional (toda a tautologia é formalmente
dedutivel) fora solucionado afirmativamente por Bernays em 1926. Emil Post ji tinha
antecipado uma solugao em 1921.

5Nio se incluem nem simbolos constantes, nem sfmbolos funcionais nem o sinal de
igualdade (o calculo de predicados puro). Porém, Goédel também trata o caso com o
simbolo de igualdade e a presenca de simbolos constantes e funcionais nao levanta quaisquer
problemas. E fundamental para se ter o resultado de completude que nao se permitam
quantificagoes de simbolos relacionais (nem funcionais). Godel é enfético a respeito deste
ponto na nota 3 de [10].

6A terminologia das interpretacdes ndao é de Godel. Em 1929 Alfred Tarski ainda nao
tinha publicado o seu tratamento matemético da nogao de “férmula (fechada) verdadeira
sob uma dada interpretagao”. Mas, claramente, a no¢ao de validade era bem compreendida
informalmente — o leitor certamente compreende-a — o que é suficiente para se poder
enunciar e demonstrar o teorema da completude.



de uma maneira precisa e formal. No seu trabalho, Godel adoptou um sistema
dedutivo formal devido a Russell (e usado por Hilbert e Ackermann), o qual
se passa a descrever com algumas modificagoes menores. Os axiomas sao

todas as formulas da forma
1. AVA— A 4. (A—>B)—>(C\/A—>C\/B)

2. A—-AVB 5. VaF(z) — F(y)

3. AVB—BVA 6. Vx(AV F(x)) — AV VzF(z)
onde, em 6, a variavel x nao ocorre livre na formula A. As regras de inferéncia
sao a regra do Modus Ponens e a regra da generalizagao que permite inferir
Vo F(z) de uma dedugao de F(x) (intuitivamente esta regra permite inferir
uma assercao universal duma dedugao para individuos ao arbitrio).” Também
se permitem substituicoes de variaveis mudas.

Na demonstragao da completude, Godel mostra a seguinte dicotomia:
ou uma férmula (fechada) é satisfazivel numa estrutura cujo dominio é N
ou, alternativamente, a sua negacao deduz-se formalmente.® O resultado de
completude sai facilmente desta disjuncao.

A demonstracao de Godel segue linhas ja trilhadas ao tempo. Apoiando-
se explicitamente num trabalho de Thoralf Skolem de 1920, Godel reduz o
problema a férmulas da forma Va; ... Vap3y, ... 3y, H(z1, .o Tk, Y1y - -+ YU ),
onde H é uma férmula sem quantificadores.’ Assim, Godel pode restringir a
sua atencao a férmulas com prefixo quantificacional da forma V---V3--- 4.

O proximo passo de Godel consiste em associar a cada féormula F' uma
sucessao de férmulas sem quantificadores (com variaveis livres) F, Fy, F3, . ..
em que cada uma se deduz das seguintes e que satisfaz duas propriedades: (a)
cada condicional F' — FE,, é uma féormula valida, onde E,, é o fecho existencial
de F,;1° (b) se as férmulas F}, sao simultaneamente satisfaziveis no sentido do
calculo proposicional,!! entao F' é satisfazivel numa interpretacao de dominio

"Nesta axiomatizacdo, os simbolos 1égicos primitivos sio a negacdo, a disjuncdo e a
quantificacdo universal. O condicional A — B abrevia ~A V B.

80 leitor com estudos de légica observara que este resultado incorpora o resultado de
Leopold Lowenheim de 1915 segundo o qual uma férmula satisfazivel é satisfazivel numa
estrutura de dominio N. No célculo de predicados com igualdade tem também que se
prever o caso da féormula ser satisfazivel somente em dominios finitos.

9Skolem mostrou como associar a cada férmula F' uma férmula S (a sua forma normal
de Skolem) com a forma acima de tal modo que uma é satisfazivel num dado dominio se,
e somente se, a outra também o for. Para obter a sua reducdo, Gédel argumenta que se
=S se deduz, entao —F também se deduz.

100 fecho existencial duma férmula obtém-se prefixando-a com quantificadores existen-
ciais de modo a obter uma féormula fechada. Mutatis mutandis para o fecho universal.
HDado que as férmulas F,, nao tém quantificadores, podemo-las considerar férmulas do



N. Considere-se a alternativa entre
(1) Cada F,, é satisfazivel no sentido proposicional; e
(2) Alguma férmula F}, nao é satisfazivel no sentido proposicional.

Caso se dé a primeira alternativa, Godel invoca “argumentos familiares”
para concluir que as féormulas F;, sao simultaneamente satisfaziveis no sentido
proposicional e, por (b), conclui que F' é satisfazivel numa interpretacao de
dominio N. Por outro lado, usando a forma sintactica especial das férmulas
F,,, Godel mostra que todos os condicionais F' — FE,, se deduzem formal-
mente. Se se tiver a segunda alternativa para um certo F},, sai imediatamente
que —F,, é uma tautologia. Consequentemente, pelo teorema da completude
proposicional, —F;,, deduz-se proposicionalmente. Ergo, o seu fecho universal
(equivalente a —F,,) deduz-se e, portanto, =F também. Q.E.D.

O leitor com treino em logica reconhece no estudo da primeira alternativa
a propriedade da compacidade do calculo proposicional. No seu comentario
ao artigo de Godel, Burton Dreben e Jean van Heijenoort interpretam a ex-
pressao ‘argumentos familiares’ como denotando o uso duma forma do axioma
da escolha (cf. p. 54 de [27]). Gbdel nao refere o trabalho recente de Dénes
Konig de 1926 em que este uso é feito explicitamente, mas presumivelmente
o tipo de argumento seria “folclore”. Trata-se, contudo, duma aplicagao do
axioma da escolha em circunstancias muito especiais que, na realidade, a
torna supérflua. Ainda assim, o argumento é essencialmente nao constru-
tivo. A sucessao de féormulas F;,, tal como o estudo da primeira alternativa,
ja eram conhecidos por Skolem em [41] mas — aparentemente — Gddel nao
sabia deste artigo. Somente o estudo da segunda alternativa é novidade ab-
soluta na demonstracao de Godel, se bem que esta parte do argumento seja
simples de alcancar. Em 1967 Godel, depois duma nota cautelosa chamando
a atencao para o facto de se estar a debater acontecimentos dos anos vinte
através do prisma da logica dos anos sessenta, comentou assim a situacao
numa carta a Hao Wang (cf. p. 397 of [30]):

Matematicamente, o teorema da completude é de facto uma con-
sequéncia quase trivial de Skolem [41]. Todavia, acontece que, na
época ninguém (incluindo o préprio Skolem) fez esta inferéncia
(nem a partir de Skolem [41] nem, como eu fiz, a partir de con-
sideragbes similares suas).

célculo proposicional tomando para letras proposicionais as férmulas atémicas. A nogao
de satisfazibilidade no contexto proposicional é a familiar no¢ao que advém das tabelas de
verdade.



Godel generaliza ainda o resultado da completude a um conjunto nu-
meravel de férmulas: dado um conjunto numeravel de férmulas, ou bem
que elas sao simultaneamente satisfaziveis ou, entao, a negacao duma con-
juncao finita delas ja se deduz formalmente. Deste enunciado Godel retira
o seguinte resultado de compacidade: para que um conjunto numeravel de
férmulas seja satisfazivel é condigao necessaria e suficiente que todo o seu
subconjunto finito seja satisfazivel.'? Mais tarde, em 1936, Anatolii Maltsev
generaliza a compacidade para conjuntos nao numeraveis. O préprio Godel
estabeleceu em 1932 (cf. [13]) uma espécie de resultado de compacidade para
o caso ndo numeravel no ambito do calculo proposicional.'® Na parte final
da sua tese, Godel demonstra ainda a independéncia da axiomaética usada
por Hilbert e Ackermann.

3 Como é que Godel chegou a incompletude?

Noutro artigo deste volume, Reinhard Kahle debruca-se sobre os teoremas
da incompletude de Godel pelo que nao os discutirei em detalhe. Convido o
leitor a consultar o artigo de Kahle. Porém, é interessante discorrer um pouco
sobre a forma como Godel chegou aos teoremas da incompletude. Estes,
ao contrario do teorema da completude, surgiram inesperadamente para a
comunidade matemética. O que se sabe sobre este assunto devemo-lo a Hao
Wang que, em [43], relata conversas com Godel sobre este tema.

No verao de 1930, Godel toma como problema a consisténcia formal da
andlise. Isto significa considerar um sistema axiomatico totalmente formali-
zado da analise e mostrar que dele nao se deduzem contradi¢oes. Adicional-
mente, o método de demonstracao da consisténcia deve ser finitista — seguindo
as normas do Programa de Hilbert. Por exemplo, pode demonstrar-se a con-
sisténcia da geometria de Lobatchevski por meio duma sua interpretacao
na geometria euclideana (e.g., através do disco de Klein). Este método
fornece tao-somente uma demonstragao da consisténcia da geometria de Lo-
batchevski relativa a geometria euclideana. Hilbert, por outro lado, procu-
rava demonstragoes de consisténcia dum sistema formal que nao se baseassem

12A compacidade parece ter-lhe ocorrido mais tarde, pois ndo aparece na dissertacio.

13Hoje em dia geralmente demonstra-se o teorema da completude usando o método das
testemunhas de Henkin. Este método é muito flexivel e aplica-se directamente ao caso
nao numeravel, ao contrario do argumento de Gddel. Qualquer livro moderno de légica
matemética explica o método (e.g., [40]).



em suposicoes de consisténcia de outro sistema formal. As demonstracoes,
por sua vez, apenas se poderiam apoiar em argumentos matematicos incon-
troversos — os tais argumentos de caracter finitista.

Godel optou, prudentemente, por nao abordar directamente o problema
de consisténcia antes considerando o problema da consisténcia da andlise em
relacao a aritmética. Este passo, por si 86, ja constituiria uma contribuicao
significativa para o Programa de Hilbert. Em [43], Wang reporta o seguinte:

(Godel) representou os ntimeros reais por férmulas ... da teoria
dos niimeros e descobriu que tinha que usar o conceito de verdade
para férmulas fechadas da teoria dos niimeros para conseguir veri-
ficar os axiomas de compreensao para a analise. Rapidamente se
deparou com os paradoxos relacionados com a verdade e a defini-
bilidade (em particular com o paradoxo do mentiroso e o paradoxo
de Richard). Apercebeu-se de que a nogao de verdade em teo-
ria dos nimeros nao pode ser definida em teoria dos nimeros e,
por conseguinte, que o seu plano para demonstrar a consisténcia
relativa da andlise nao funcionava.

O passo chave neste fio de raciocinio foi, certamente, a percepcao de que é
possivel dar na aritmética um sentido preciso as assercoes auto-referenciais.
Desta forma, se a nogao de verdade fosse definivel na aritmética entao chegar-
se-ia a uma contradicdo (e.g., através da assercao ‘esta assergao é falsa’). Au
contraire, a no¢ao de dedutibilidade formal é definivel na aritmética. Logo,
verdade e dedutibilidade nao sao a mesma nocao. Este é o cerne do fenémeno
da incompletude. Wang prossegue:

(Godel) acaba por concluir que em sistemas suficientemente fortes
como o Principia Mathematica (teoria dos tipos) ou a teoria dos
conjuntos (“Zermelo-Fraenkel”) existem proposicoes indecidiveis.!4

Godel, porém, era presumivelmente uma personalidade cautelosa (consulte-
se o interessante [8]). A nocao de verdade era uma nogao com demasiadas
conotagoes metafisicas para ser bem acolhida em estudos matematicos (ou
outros) no clima neo-positivista da Viena dos anos trinta. O trabalho seminal

14Na nota [14], Gédel d4 uma apresentacdo mais geral dos teoremas da incompletude
usando a linguagem da aritmética em vez da linguagem da teoria dos tipos ou da teoria
dos conjuntos.



de Tarski sobre este assunto ainda estava um bom par de anos no futuro.*®

Naturalmente, Godel substitui a nocao de verdade por uma nocgao sintactica
no seu artigo sobre a incompletude [11]. Depois de esbocar a demonstragao
da incompletude na parte final da primeira seccao do seu glorioso artigo,
Godel ¢ elucidativo:

O método de demonstracao que se utilizou pode obviamente ser
aplicado a qualquer sistema formal que, em primeiro lugar, pos-
sua meios de expressao suficientes para que, quando interpretado
intuitivamente, defina os conceitos (em especial o de ‘férmula de-
dutivel’) que ocorrem no argumento que desenvolvemos acima; em
segundo lugar tem que ser um sistema no qual qualquer férmula
dedutivel seja verdadeira. Na execucao detalhada da nossa de-
monstragao, que vem a seguir, substituiremos a segunda destas
hip6teses por uma mais fraca e puramente formal.

As cautelas de Godel tiveram a consequéncia imediata de tornar mais forte o
enunciado do primeiro teorema da incompletude. Em particular, desde que
se suponha que a aritmética seja formalmente consistente, a assercao auto-
referencial ‘esta assercao nao se deduz’ nao se deduz.'® Agora, com mais um

I5E interessante inquirir se Godel sentiu a necessidade de formalizar matematicamente
a nocao de verdade para férmulas (fechadas) duma linguagem formal sob uma dada in-
terpretacdo. O seguinte é certo. Em primeiro lugar, determinadas afirmacoes de Godel
necessitam da definigdo formal de verdade para serem substanciadas rigorosamente. Um
exemplo de tal afirmagéo é a seguinte em [14]:

Se imaginarmos o sistema Z [da aritmétical a ser sucessivamente alargado
pela introducao de varidveis para classes de nimeros, classes de classes de
nimeros, etc., juntamente com correspondentes axiomas de compreensao,
obtemos uma sequéncia (prolongdvel no transfinito) de sistemas formais (...),
tendo-se que a consisténcia (...) de cada um destes sistemas se demonstra
em todos os sistemas subsequentes.

Em segundo lugar, Godel sabia que a nocao de verdade aritmética nao se define na lin-
guagem formal da aritmética (uma antecipacao do teorema da indefinibilidade da verdade
de Tarski), como mostra uma carta de Godel a Ernst Zermelo em 1931 (cf. p. 427 de
[30)).

16 primeiro teorema da incompletude, tal como enunciado por Gédel no Teorema VI
de [11], tem duas partes. Esta é uma das partes e, como é patente, usa apenas como
hip6tese a nocao sintdctica de consisténcia (formal). Para a outra parte, Godel utiliza a
nocao mais forte de w-consisténcia. Sao estas noc¢oes que substituem a nogao de verdade
no enunciado de Godel.



pouco de reflexao, obtém-se o segundo teorema da incompletude de acordo
com o qual a consisténcia formal duma teoria “suficientemente forte” nao se
deduz na prépria teoria.'” H4 horas felizes.!'®

4 Outros trabalhos l6gicos

A publicagao [18] é um sumario, sem demonstragdes, em que se anuncia (um
pouco imprecisamente) o seguinte resultado, destacado em itdlico no original:

(...) ao se passar para a légica do tipo seguinte, nao sé certas
proposicoes que nao eram dedutiveis se tornam agora dedutiveis
como também um ntmero infinito de proposicoes que ja o eram
tém agora deducoes extraordinariamente mais curtas.”

Depois da descoberta dos teoremas da incompletude, Godel insiste ao longo
de toda a sua carreira na tese da wnezauribilidade da matemdtica, enun-
ciada da seguinte forma particular: dada uma qualquer formalizacao da
matematica (que contenha um modicum de aritmética), pode sempre passar-
se para uma extensao formal com varidveis do tipo logico seguinte na qual

I7No dia 7 de Setembro de 1930, numa mesa redonda sobre fundamentos de matemética
no ambito duma conferéncia em Konigsberg sobre Epistemologia das Ciéncias Exactas,
Godel faz uma curta intervengao em que anuncia:

Podemos mesmo dar exemplos (admitindo a consisténcia da matemética
cldssica) de proposigdes (e mesmo de proposigoes do género de Goldbach
ou Fermat) que, ndo obstante serem intuitivamente verdadeiras, nao se de-
duzem no sistema formal da matematica classica.

Este é o primeiro antncio puiblico dos resultados de incompletude (uma transcrigao da
discussao foi publicada na revista Erkenntnis em 1931, encontrando-se disponivel em [5]
uma tradugao em inglés). O antincio de Godel passou relativamente despercebido. Sabe-se
que von Neumann se mostrou muito interessado na intervencao de Godel e que conversou
com ele depois de terminada a sessao. Na altura, Goédel ainda nao tinha obtido o segundo
teorema da incompletude (cf. [43]). A 20 de Novembro, von Neumann escreve a Godel
a dizer que “(...) obtive um resultado admirdvel. Consegui mostrar que a consisténcia
da matemética nao é demonstravel.” (cf. p. 337 de [30]). A 23 de Outubro Hans Hahn
tinha entretanto ja apresentado um sumario dos resultados de Godel a Academia das
Ciéncias de Viena, com o segundo teorema da incompletude incluido. O artigo [11], com
as demonstracoes completas, chega a revista Monatshefte a 17 de Novembro ...

18No inicio da seccio 4 de [11], Godel classifica o segundo teorema da incompletude de
“surprising consequence” dos resultados que levaram ao primeiro teorema da incompletude.

19Ge se interpretam as varidveis como tomando valores num determinado dominio, as
variaveis do tipo logico seguinte tomam valores nos subconjuntos desse dominio.
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se deduzem proposigoes intuitivamente verdadeiras mas nao dedutiveis no
sistema original.?® O conteido de [18] é uma variante interessante do tema
da inexauribilidade, observando-se que a passagem ao tipo seguinte nao sé
permite novas dedugoes como também permite obter dedugoes muito mais
curtas de teoremas originais. Mais detalhadamente, se ¢ é uma funcao recur-
siva (por exemplo, ¢(n) = 10°n), entdo h4 um ntimero infinito de teoremas
do sistema original cujas demonstracoes mais curtas sao 10° mais longas que
certas demonstracoes correspondentes do sistema de tipo superior. Em 1952,
Andrzej Mostowski demonstra em [38] um teorema deste género com a nogao
de comprimento de deducao definida pelo nimero de simbolos que nela ocor-
rem (Godel, na sua nota, refere-se antes ao nimero de linhas da dedugao
mas esta nocao de comprimento levanta certos problemas visto que ha um
nimero infinito de dedugoes com um dado numero de linhas, mas apenas
um numeros finito de dedugdes com um dado niimero de simbolos). O leitor
interessado nestes assuntos de “speed-up” de dedugoes pode consultar a in-
trodugao ao artigo de Godel por Rohit Parikh em [27] e a exposicao de Pavel
Pudlak em [39] (em especial a seccao 7).

O ultimo artigo de Godel na revista Monatshefte [20], assim como o artigo
[12], dedica-se a problemas de decis@o no ambito do calculo de predicados
puro (ver a nota 5). Este género de problemas estava muito em voga ao
tempo e a ele se dedicaram autores como Bernays, Ackermann, Skolem, Moses
Schonfinkel, Laszlo Kalmar, Kurt Schiitte, etc. Uma classe de férmulas do
calculo de predicados puro diz-se decidivel se existir um método algoritmico
que permita determinar se uma dada férmula da classe é, ou nao, satisfazivel.
Em [12] Godel mostra que a classe das férmulas cujo prefixo quantificacional
¢é da forma 3---3AVV3- - - 9 é decidivel, melhorando assim um resultado seme-
lhante de Ackermann de 1928 sobre a decidibilidade desta classe com apenas
um quantificador universal intercalar. O artigo do Monatshefte refina o re-
sultado de [12] e corrige uma lacuna da sua demonstragdo. O refinamento
consiste no seguinte: toda a férmula satisfazivel da forma 3---3vv3---d
¢é necessariamente satisfazivel numa interpretacao de dominio finito. Esta
condicao é suficiente para garantir a decidibilidade da classe em questao pois
implica imediatamente que as suas féormulas satisfaziveis formam um con-
junto recursivamente enumeravel (e, consequentemente, decidivel porque o
teorema da completude garante que a classe complementar também ¢é recur-
sivamente enumeravel). A demonstracao de Godel baseia-se num engenhoso

20E.g., a consisténcia formal do sistema original. Veja-se também a nota 15.
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e complicado argumento combinatorial. O artigo do Monatshefte termina
com a demonstragao, relativamente simples, de que o problema da decisao
para o calculo de predicados puro se reduz ao problema de decisao para a
classe YWV3 - - - 3 (refinando a forma normal de Skolem). Uns anos mais tarde,
Alonzo Church resolve o Entscheidungsproblem para o calculo de predicados
— mostrando a indecidibilidade do calculo de predicados. O resultado de
Godel garante agora que j4 a classe prenexa VVV3- - - 3 é indecidivel.2! Godel
afirma ainda, sem substanciar, que a decidibilidade da classe 3---3vV3-- -4
para o calculo de predicados com igualdade se pode argumentar de modo se-
melhante a do calculo puro. Mais de sessenta anos depois, Warren Golbfarb
mostra em [32] que Gddel se enganara a este respeito.

Em [19] Gddel mostra que nem toda a demonstragdo de independéncia
no ambito do cédlculo proposicional se pode obter por meio de tabelas finitas
de valores de verdade. O contra-exemplo de Godel é o seguinte: a tautologia
P — ——P éindependente dos trés axiomas P — P, (P — —=—Q) — (P — Q)
e (=P — Q) — (P — @) munidos da regra de inferéncia do Modus
Ponens. A tabela infinita formada pelos naturais e definida por =P = P+ 1;
P—Q=0para P> Q; e P— (Q =1 caso contrario; mostra o resultado
de independéncia. Godel avanca um argumento combinatério para mostrar
que este resultado nao se pode obter com tabelas finitas.

Resta discutir os artigos [21], [17] e [16]. Estes trés artigos debrugam-se,
duma forma ou doutra, sobre a logica intuicionista. No primeiro dos artigos
Godel mostra que a légica proposicional intuicionista nao pode ser conside-
rada uma légica a um numero finito de valores de verdade. O argumento
baseia-se numa aplicacdo muito simples do principio dos cacifos. O segundo
dos artigos da (sem apresentar demonstragoes) uma interpretagao da logica
proposicional intuicionista no sistema modal hoje conhecido por S, e conjec-
tura que a interpretagao é fiel (o que foi quinze anos mais tarde demonstrado
por J. C. C. McKinsey e Alfred Tarski). Retrospectivamente, a interpretagao
de Godel explica por que razao se pode obter uma semantica para a logica
intuicionista a partir da semantica de Kripke para a logica modal. Logo no
inicio do artigo, Godel interpreta informalmente a modalidade como demons-
trabilidade (na nossa notagao, 0P querendo dizer que P é demonstravel).
Porém, no ultimo pardgrafo faz notar que a modalidade em S; nao pode
ser interpretada pela nocao de dedutibilidade formal numa teoria aritmética,
pois o axioma [P — P de S; pode refutar-se sob esta interpretagao. Com

21Para mais informagoes sobre estes assuntos deve consultar-se [7].
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efeito, se se tomar para P a férmula ‘0 = 1’ tem-se (0 = 1) — 0 = 1 e,
consequentemente, =[J(0 = 1). Ora, isto é a asser¢ao da consisténcia formal,
contradizendo o segundo teorema da incompletude. Para se interpretar a mo-
dalidade como dedutibilidade formal tem que se substituir em S; o axioma
problemético pelo axioma de Lob: O(OP — P) — OP. No contexto da ar-
itmética este axioma é um refinamento do segundo teorema da incompletude
de Godel. O estudo destes assuntos deu origem ao tema vasto e sofisticado
da légica da demonstrabilidade (consulte-se [33]).

Finalmente, o artigo [16] é uma pequena jdia. E muito simples, mas as
coisas nao tém que ser complicadas para ser interessantes. Godel apresenta
uma interpretacao da aritmética cldssica na aritmética intuicionista.?? A
interpretagao, denotada pelo indice g, define-se assim: P9 = P (P atémico),
([ ==F9, (FANG)Y =FINGY, (FVG) ==(-FIN-GY), (F— G)I =
—(F9N=GY), (VeF(2))? = VaF(2)? e (3xF(2))? = ~Va—F(x)9. Mostra-se
que se uma férmula (fechada) F' se deduz na aritmética classica entao FY
deduz-se na aritmética intuicionista. O argumento de Godel trata primeiro
0 caso proposicional a parte, apoiando-se num resultado de Valerii Glivenko
de 1929 segundo o qual uma negacao proposicional deduz-se classicamente
se e somente se deduz intuicionisticamente. O caso proposicional é depois
generalizado ao caso quantificacional.

A interpretacao, dita de negativa, de Godel mostra que — num certo sen-
tido — a aritmética classica é parte da aritmética intuicionista e, portanto, que
a primeira nao pode ser inconsistente sem a segunda o ser. De acordo com
o relatado por Bernays em [3], o resultado mostrou aos membros da escola
de Hilbert que os principios intuicionistas vao bem para além dos principios
finitistas e (dado o segundo teorema da incompletude) abriu uma alternativa
ao Programa de Hilbert, podendo-se tomar o raciocinio intuicionista — ao
invés do finitista — como base para a metamatemaética.?

22No original, Gédel considera sistemas semi-formais porque inclue na axiomética to-
das as assercOes universais finitisticamente demonstraveis. Isto nao é essencial para a
interpretagao.

23A interpretacao de Godel foi parcialmente antecipada por Andrei Kolmogorov em
1925 num artigo escrito em russo e desconhecido de Godel. O resultado também foi
demonstrado independentemente por Gerhard Gentzen que, ao tomar conhecimento do
trabalho de Goédel, num acto de grande elegancia retirou o seu artigo quando este ja
estava na fase das provas tipograficas.
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5 O universo construtivel

A hipétese do continuo diz que qualquer subconjunto infinito de R, nao nu-
meravel, estd em bijeccao com R. Este era o primeiro problema da célebre
lista de problemas de David Hilbert na sua comunicacao ao Congresso Inter-
nacional de Matematica em Paris em 1900. Na publicacao [22] de 1938, Gédel
anuncia que o axioma da escolha e a hipotese do continuo sao consistentes
com os restantes axiomas da teoria dos conjuntos e, no ano seguinte, publica
em [23] uma demonstracao densa, directa e concisa deste resutado. Hilbert
nao teria tido em mente este género de solugao. A solucao de Godel sé é
possivel dado os avancos da légica entretanto realizados, em que evidente-
mente se inclui a formalizacao precisa da axiomatica da teoria dos conjuntos
no calculo de predicados com igualdade. Godel baseia-se na axiomatica de
Ernst Zermelo de 1908, complementada pelo axioma da substituicio.?* Esta
axiomatizagao ficou conhecida pela sigla ZF' (“Zermelo-Fraenkel”).?> A teo-
ria ZFC obtém-se de ZF adicionando-lhe o axioma da escolha. Tanto a
linguagem de ZF como a de ZFC tém apenas um tnico simbolo relacional
primitivo: o simbolo ‘€’ de pertenca. Nao héa espaco neste trabalho para
fazer a exposicao da axiomatica. Chamo apenas a atengao para o axioma da
substituicao,?® proposto por Abraham Fraenkel em 1922. Sem este axioma
nao é possivel, por exemplo, formar o conjunto {N, P(N), P(P(N)),...}. Em
geral, nao é possivel efectuar definicoes por recursao transfinita.

O resultado de Godel é um teorema de consisténcia relativa. Godel mostra
que se a teoria ZF' for consistente entao a teoria ZF(C' juntamente com a
hipétese generalizada®?” do continuo também é consistente. O método de

24 A axiomética de Zermelo usa légica de sequnda-ordem, ao invés da légica de primeira-
ordem (ou célculo de predicados) usada hoje em dia. A légica de segunda-ordem nao é
formal sendo por isso inadequada para estudos légico-matematicos.

25ZF também inclui o axioma da fundacdo que, e.g., impede a existéncia de conjuntos
“patolégicos” que satisfacam a equagdo x = {x}. Importantemente, este axioma garante
que todos os conjuntos estejam no universo cumulativo (ver nota 30 adiante e discussio
precedente). Godel nao faz uso deste axioma em [23].

26Recomendo o manual de Kenneth Kunen [37] como referéncia para a axiomética de
ZFC e outrossim para o resultado de consisténcia de Goédel. O segundo capitulo do
manual, sobre combinatdria infinita, ndo é necessario para os resultados de consisténcia.

2TGeorg Cantor, o criador da teoria dos conjuntos, mostrou que a cardinalidade dum
conjunto x é sempre estritamente inferior & cardinalidade do conjunto P(x) dos subcon-
juntos de x. A hipdtese generalizada do continuo diz que, para todo o conjunto infinito x,
nao existe nenhum conjunto cuja cardinalidade se situa estritamente entre x e P(x).
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demonstracao ¢ o método dos modelos internos: Godel define em ZF um
modelo de ZFC' que satisfaz a hipotese generalizada do continuo. Trata-se
do mesmo método que permite mostrar a consisténcia relativa da geometria
de Lobatchevski em relacao a geometria euclideana: neste caso o “modelo
interno” ¢ o disco de Klein.

O modelo interno de Godel, conhecido por universo construtivel, emana
duma visao dos conjuntos diferente da visao logicista. De acordo com esta
ultima, os conjuntos sao algo de derivado das propriedades, viz. as colecgoes
que se obtém dividindo a totalidade de todas as coisas em duas categorias,
conforme satisfacam ou nao uma determinada propriedade. Ainda hoje com-
pensa fazer uma leitura do unico artigo expositério de Godel [25] onde se
explica esta visao, conhecida por universo cumulativo dos conjuntos:2®

Os paradoxos sao um problema muito sério, mas nao para a
matematica (...). Os conjuntos que ocorrem na matematica (pelo
menos na matematica actual, incluindo toda a teoria dos conjun-
tos de Cantor) s@o conjuntos de inteiros ou de nimeros racionais
(i.e., pares de inteiros) ou de ndmeros reais (i.e., conjuntos de
nimeros racionais) ou de fungoes reais de variavel real (i.e., con-
juntos de pares de nimeros reais), etc. Quando se enunciam teo-
remas acerca de todos os conjuntos (ou a existéncia de conjuntos
em geral), estes teoremas podem ser sempre interpretados sem
qualquer dificuldade como significando que sao satisfeitos para
conjuntos dos inteiros assim como para conjuntos de conjuntos
de inteiros, etc. (respectivamente, que existe um conjunto de in-
teiros, ou um conjunto de conjuntos de inteiros, ou ...etc., que
tém a propriedade afirmada no teorema). Contudo, este conceito
de conjunto segundo o qual um conjunto é algo que se pode obter
a partir dos inteiros (ou quaisquer outros objectos bem definidos)
por iteracao da operacao “conjunto de”, e nao como algo que
se obtém dividindo a totalidade das coisas existentes em duas
categorias, nunca levou a nenhuma antinomia (...)

H& uma nota nesta citacao a esclarecer que a iteragao da operagao “conjunto
de” inclui a iteragao transfinita.?? Por motivos de elegancia técnica (e nada

28Zermelo introduziu a visdo cumulativa em 1930. A ideia fundamental desta visdo foi
antecipada por Dmitry Mirimanoff em 1917.
29A iteracdo transfinita pressupde uma teoria dos ntimeros ordinais que inclua a pos-
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se perde com esta escolha), costuma partir-se da colecgao vazia de objectos.
O universo dos conjuntos obtém-se através de etapas, denotadas pela letra
‘V’ e indexadas nos ordinais:

Vo = 0
Va+1 = P(Va)
Vi = Ua<aV,, para ordinais limite .

A teoria ZF mostra que as etapas acumulam, i.e. o < 3 — V, C V3, e que
todo o conjunto estd nalgum V,, i.e. Vxda(z € V,).3° O modelo interno de
Godel, denotado pela letra ‘L’ é uma variante de V:

Ly = 0
Loy1 = Def(Ly)
Ly, = Ugg<xL,, para ordinais limite \.

A diferenga com V estd nas etapas sucessor, em que em vez da passagem
ao conjunto poténcia apenas se consideram os subconjuntos de L, que sao
definiveis (com parametros) na estrutura (L,, €) por meio duma férmula da
linguagem da teoria dos conjuntos. Assim, L, nao tem todos os subconjun-
tos de L, mas apenas alguns. As etapas de L também acumulam e L, C V,,
para todo o ordinal a. O axioma da construtibilidade, de sigla ‘V = L’, diz
que todos os conjuntos sao construtiveis, i.e., VzIa(z € L,).3!

Sao necessarias trés coisas para demonstrar os resultados de consisténcia.
Em primeiro lugar, tem que se mostrar que o universo (classe) de todos os
conjuntos construtiveis satisfaz os axiomas da teoria dos conjuntos ZF'. Em
segundo lugar, que também satisfaz o axioma da construtibilidade V' = L.

sibilidade de efectuar definigbes por recursdo transfinita (aqui é necessirio o axioma da
substitui¢do). Os nimeros ordinais generalizam os nimeros naturais e estao associados a
boas-ordens, i.e., ordens totais em que todo o subconjunto nao vazio tem elemento minimo.
Na teoria dos conjuntos, os niimeros cardinais sao precisamente os nimeros ordinais que
nao estao em correspondéncia biunivoca com nenhum ntdmero ordinal inferior. No caso
finito, os niimeros ordinais e cardinais coincidem. Isto j& n@o se passa no caso infinito. O
axioma da escolha garante que todo o conjunto tem um nimero cardinal.

30 Este ultimo facto é, na presenca dos restantes axiomas, equivalente ao axioma da
fundagao (ver nota 25).

31Gédel usa a letra ‘L’ para o universo construtivel em [24], inicial da palavra “lawlike”
(cf. Georg Kreisel em p. 158 de [36]). Talvez levado pelos seus resultados, Gédel termina o
antdncio de [22] com a ideia que o axioma da construtibilidade possa ser uma “completagao
natural” dos axiomas da teoria dos conjuntos. Como é claro pelos seus escritos posteriores
(e.g., [25]), G6del mais tarde abandona esta ideia.
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Finalmente, tem que se mostrar que ZF'+ V = L implica o axioma da escolha
e a hipotese generalizada do continuo.

Para estabelecer rigorosamente o primeiro facto ha que ter algum cuidado
com a verificagao do axioma da separacao. O argumento de Godel baseia-se
no seu fundamental Teorema II, segundo o qual cada subconjunto de L, («
infinito) em L estd em L., onde k é o menor cardinal depois de a.3? Este
teorema também é essencial para verificar que a hipdtese generalizada do
continuo vale no universo construtivel. O tipo de consideragoes necessario
para obter este resultado é, na minha opiniao, um tour de force para a légica
da época.?® O segundo facto ¢ um tudo-nada subtil porque certas nocoes da
teoria dos conjuntos dependem crucialmente do universo onde se esta. Por
exemplo, pode existir em V' uma bijeccao entre dois conjuntos de L sem que
uma tal bijeccao exista em L. Por isso, a nocao de cardinalidade depende do
universo de trabalho.?* As nocoes que nao dependem do universo de trabalho
dizem-se absolutas. Godel mostra que a nocao de ser conjunto construtivel é
absoluta. Consequentemente, em ZF deduz-se que L é um modelo interno
de ZF+V = L.

Ja comentei acima a verificacao da hipotese generalizada do continuo
em ZFC + V = L. A verificacdo do axioma da escolha é, realmente, a
parte mais facil da demonstracao. O argumento é tao intuitivo que pode
ser esbogado aqui. Sob a suposicao de que V' = L é possivel dar uma boa-
ordenagao (ver nota 29) do universo dos conjuntos — o que implica o axioma
da escolha. Dados conjuntos z e y quando é que se diz que x < y? Tanto

32Modernamente, a verificacdo do axioma da separacdo usa um principio de reflexdo.
Veja-se [37] para terminologia e detalhes. Godel segue um caminho diferente que parece
exigir a presenca dum cardinal inacessivel. Contudo, no final do artigo, Godel menciona
“slight modifications”. O argumento do Teorema II usa técnicas baseadas em resultados
de Léwenheim e Skolem e antecipa o teorema do colapso de Mostowski. Na sua monografia
de [24], Godel apresenta todos os detalhes mas trabalha com uma teoria com varidveis para
conjuntos e para classes (a teoria dos conjuntos BG de Bernays-Gddel). Ao contrario da
primeira demonstragao, a nova demonstragao € pouco conceptual e a definicao do universo
construtivel é ad hoc. De acordo com o relatado por Kleene em [34], o préprio Godel
considerava a sua primeira demonstragao como a mais sugestiva.

33Li pela primeira vez as cinco paginas do artigo [23] de Gddel ha pouco tempo para
preparar o presente trabalho. Se bem que ja conhecesse a demonstragao de consisténcia
desde os meus tempos de estudante de pds-graduacao, a concisao e direiteza do artigo de
Godel constituiram para mim também “um prazer estético de primeira classe” (cf. citacao
de von Neumann no inicio do artigo).

340s universos V e L tém os mesmos ordinais, mas certos ordinais podem ser cardinais
em L sem o ser em V (ver nota 29).
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x como y aparecem algures nas etapas que formam L. Se z aparecer antes
de y, poe-se x < y. Admita-se que x e y aparecem pela primeira vez na
mesma etapa o + 1. Este é o caso crucial, que nao se pode efectuar em
V. Neste caso, x e y aparecem porque tém defini¢oes (com parametros) na
estrutura (L,, €). Ora, estas definigbes sao dadas por férmulas. Como as
féormulas sdo em nimero numeravel (e, por isso, podem ser bem-ordenadas)
e se pode supor (por indugao transfinita) que os parametros de L, ja estao
bem-ordenados, conclui-se que as definigdes sobre (L,, €) se podem bem-
ordenar. Naturalmente, poe-se z < y caso « se defina primeiro do que .3
Ainda que a teoria dos conjuntos nao seja uma teoria dos tipos, a visao
cumulativa é tipada “em espirito”, com os tipos a prosseguir pelo transfinito
a fora.?® Esta visao encaixa-se com a forma particular da tese da inexauri-
bilidade da matematica subscrita por Godel (ver Seccao 4). Na teoria dos
conjuntos, a consideragao de novos tipos transforma-se em postulados de ex-
isténcia de ordinais cada vez maiores, tecnicamente denominados de cardinais
inacessiveis. Godel exprime em [25] a convicgao de que a hipdtese do continuo
se possa vir a decidir por meio destes postulados de cardinalidade ou através
de outro tipo de axiomas.?” Esta ideia tem sido motor de desenvolvimento
da teoria dos conjuntos desde o final da década de sessenta, ainda que os
estudos contemporaneos nao parecam sustentar a conviccao de Godel.?8

6 A interpretacao Dialectica

De acordo com Georg Kreisel (p. 104 de [36]), as origens do artigo de Godel da
revista Dialectica em 1958 remontam ao inicio da década de quarenta quando
Godel se debrugava sobre a forma de tornar explicito o caracter construtivo

35No seu antincio em [22], Gédel também enuncia a consisténcia de duas assergdes sobre
a estrutura de certas classes de subconjuntos de R. Este resultado é consequéncia das
assercoes serem verdadeiras no universo construtivel e apoia-se no facto de existir uma
boa-ordem definivel (o que origina uma boa-ordem definivel em R). Para mais informacoes
sobre este assunto, consulte-se a introducao de Robert Solovay aos artigos de Godel em
[28].

36Porém, os tipos — os ordinais, neste caso — sao objectos da prépria teoria dos conjun-
tos ...

3TEm 1963, Paul Cohen mostra que a negacdo da hipétese do continuo é consistente
com ZFC. Godel, porém, j4 tinha admitido esta possibilidade em [25] e defendido que, a
dar-se, ela nao encerraria a questao do continuo.

38Para o inicio duma recolha de informacio sobre os mais recentes desenvolvimentos em
teoria dos conjuntos aflorados acima, recomendo os artigos [9] e [44].
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da légica intuicionista. O projecto foi abandonado porque, pouco depois
em 1945, Stephen Kleene publica os seus resultados sobre realizabilidade re-
cursiva. O artigo [26] aparece finalmente em 1958 como uma contribuicao
para uma extensao do Programa de Hilbert da consisténcia da aritmética.
O artigo é de leitura algo agreste porque tem uma introducao muito densa
filosoficamente (em que muito pouco parece ter sido conseguido), nao tem de-
monstracoes e é formalmente um pouco impreciso. Contudo, teve um grande
impacto na actividade fundacional dos anos seguintes ([1] tem informagoes so-
bre este assunto) e, hoje em dia, estd no centro dum programa extremamente
bem sucedido de extracgao de informacao computacional de demonstragoes
classicas da andlise (ver adiante).

Se ¢é verdade que a metodologia finitista é construtiva, ela também en-
forma do elemento especificamente finitista que exige que as construgoes se-
jam construgoes de e sobre objectos “concretos” (paradigmaticamente, con-
figuragdes combinatorias finitas de simbolos). Segundo Godel, esta compo-
nente especifica tem que ser abandonada se se quiser obter uma extensao
bem sucedida do Programa de Hilbert. Duas extensoes deste tipo estavam a
ser consideradas desde os anos trinta: a adigao da légica intuicionista (ver o
final da Secc@o 4) ou duma teoria construtiva de ordinais (devida a Gerhard
Gentzen). Godel propoe uma terceira via: a adigdo da nogao (primitiva) de
funcional computdvel de tipo finito sobre os niumeros naturais. E, do ponto
de vista matematico, uma novidade mas Godel pretende ir mais longe. Nas
péaginas iniciais do artigo, Godel tenta dolorosamente persuadir o leitor de
que a nova nog¢ao nao pressupoe — em termos de evidéncia epistemologica
— a nocao de demonstragao intuicionista, ainda que acabe por afirmar que
“ambos os conceitos [funcionais e demonstragoes intuicionistas| sdo, dentro de
certas fronteiras, como conceitos fundamentais, mutuamente substituiveis”.3’

Godel da uma interpretacao, dita funcional, da teoria da aritmética in-
tuicionista numa teoria (essencialmente) equacional T' de termos de véarios
tipos. A teoria é muito semelhante a uma teoria finitista,*° excepto pelo facto
da linguagem nao ter apenas varidveis sobre objectos “concretos” (nimeros
naturais) mas também sobre entidades abstractas, viz. fungbes de natu-

39Usei o adjectivo ‘dolorosamente’ porque mais tarde Godel concorda em deixar traduzir
o seu artigo para o inglés mas a versdo acaba por sofrer indmeras vicissitudes (por causa das
hesitagoes intelectuais de Godel), acabando por néo ter a sua permissdo para publicagao.
No seu espolio literario foram encontradas provas tipogréaficas corrigidas da versao inglesa,
hoje disponiveis em [28].

400 especialista deve ter em mente a teoria da aritmética primitiva recursiva.
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rais para naturais, funcionais de funcoes de naturais para naturais para os
nimeros naturais, etc. H&a pois, para além dos termos do tipo basico dos
nimeros naturais, termos de tipo funcional.

Os termos de tipo funcional correspondem precisamente a funcionais com-
putdveis de tipo finito. Um caso paradigmatico ¢ o seguinte. Se P : NV — NN
e h : N — N sao func¢oes computaveis e n € N, entao o funcional @)
dado por Q(P,h,n) = P™(h) também é computavel (onde P" denota a
operagao P iterada n vezes). A interpretagao de Godel associa a cada férmula
F(w ) do calculo de predicados da aritmética uma combinagao proposicional
Fp(Z,X,w) de equacdes entre termos de T, onde Z e X sdo sequéncias fini-
tas de varidveis cujo numero e tipos dependem da estrutura de F'(w). Para
definir a interpretagdo é conveniente e intuitivo associar as férmulas F'(w)
uma férmula FP(w) da forma FP(w) = IZVX Fp(Z, X, w). Caso F(w) seja
uma férmula atémica entdo FP(w) e Fp(w) sdo F(w), ie., Z e X sdo as
sequéncias vazias. Nos restantes casos define-se a transformacgao de acordo
com a tabela:

(F/\G) E'Z,UV_, (FD(E,_Y,UO N GD(U,V, S))
(WE )P | 37y, XEp(Y (9), X, 0,1)
GyF(y)" | 3y, ZYXFp(Z, X, w,y)

D
D

(F — G)P | 3Y,RVZ,V(Fp(Z,Y(Z,V),w) — Gp(R(Z),V,s))
onde se supoe que GP(s) ¢ IUVVGp(U,V,s) (omiti os casos da disjungao
e da negagdo). O teorema fundamental diz que se a férmula fechada F' se
deduz na aritmética intuicionista entao existem termos ¢ da linguagem de T'
tais que Fp(f, X) se deduz em T. Observe-se que se F é a férmula ‘0 = 1’
entao Fp é também ‘0 = 1’. Dado que a demonstragao do teorema funda-
mental é construtiva, conclui-se que duma deducgao de ‘0 = 1’ na aritmética
intuicionista se obtém uma deducao de ‘0 = 1’ em 7. Isto mostra a con-
sisténcia da aritmética intuicionista em relacao a teoria “equacional” 7. Em
virtude da interpretagao negativa de Godel-Gentzen (cf. final da Secgao 4),
obtém-se mesmo a consisténcia da aritmética cldssica em relacao a 7.

Os termos cuja existéncia o teorema fundamental garante encerram, por
assim dizer, informacao computacional sobre a deducao do teorema F'. Por
exemplo, o termo cuja existéncia é garantida pelo teorema fundamental para
uma dedugao intuicionista de Vw3z F(w, z), onde F' é uma férmula sem quan-
tificadores, é essencialmente um “programa” duma funcao f : N — N que
satisfaz F'(n, f(n)) para todo o niimero natural n. Este facto é especialmente
relevante devido a uma propriedade importante da interpretagao Dialectica:
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desde que F' seja uma férmula sem quantificadores, as férmulas JzF(w, x)
e “Vax—F(w,z) tém a mesma interpretacdo. Admita-se que se tem uma
dedugao de Vw3x F(w, x) na aritmética cldssica. Ora, pela interpreta¢ao ne-
gativa, Yw—Vz—F(w,x) é um teorema da aritmética intuicionista. Como
esta formula tem a mesma interpretagdo Dialectica do que Yw3zF(w, x), é
possivel extrair um termo ¢t (um “programa”) que computa uma funcao f
que satisfaz F'(n, f(n)) para todo n. Esta é uma das propriedades da inter-
pretacao Dialectica que esta na origem dum recente e bem sucedido método
para extrair informagao computacional de demonstragoes cldssicas da andlise
matematica (cf. [35]).

7 Notas finais

As publicacoes de Godel em vida sao essencialmente as que discutimos.
Godel também tem um artigo de fundo (de cariz filoséfico) sobre a légica
matematica de Bertrand Russell, uma publicacdo duma palestra por ocasiao
da conferéncia sobre problemas da matematica no ambito das comemoracoes
do bicentenario da Universidade de Princeton em 1946 (apenas publicada em
1965 na colectanea The Undecidable [4]) e duas pequenas notas a propdsito
do trabalho dos légicos Clifford Spector e Abraham Robinson.*! Do ponto de
vista matematico, destaca-se a palestra de Princeton pois nela Godel define
informalmente um novo modelo interno da teoria dos conjuntos: o modelo
HOD dos conjuntos hereditariamente definidos por meio de ordinais.*?> Na
sua ultima carta a von Neumman a 20 de Marco de 1956 (cf. p. 373-377 de
[30]), quando este ja se encontrava muito doente, Gédel antecipa a formulagao
do problema P = NP. Wilfried Sieg comenta® que “face & mortalidade hu-
mana, Godel preferiu levantar e discutir questoes matematicas eternas”.
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