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Sumario. Faz-se uma sinopse assaz idiossincratica do estudo da extraccao de
informacao computacional de demonstracoes em sistemas axiomaéticos formais.
Descrevem-se quatro casos paradigmaticos e dé-se énfase aos sistemas relacionados
com classes notéaveis da complexidade computacional. Finalmente, apresenta-se
um sistema de segunda-ordem, computacionalmente exequivel, que permite for-
malizar certos resultados da analise matematica.

1 Introducao

Quando se demonstra uma assercao numa teoria formal verdadeira nao sé se fica a
saber que essa assercao é verdadeira, como também que essa assercao se demonstra na
teoria em causa. Foi Georg Kreisel quem chamou a atengao para este ponto quando
formulou, em [1], a seguinte questdo: “What more than its truth do we know if we have
proved a theorem by restricted means?”. Estamos interessados em explorar a estratégia
que consiste em extrair informacao computacional de demonstragoes em sistemas formais.

O desenvolvimento deste estratégia é um corolario natural dos trabalhos fundacionais
de Kurt Godel e Alfred Tarski sobre wverdade e demonstrabilidade na década de mil e
novecentos e trinta (veja-se [2]). Com efeito, visto que o conceito de demonstrabilidade nao
exaura o conceito de verdade, é natural tentar explorar matematicamente esta diferenca.
Porém, por duas ordens de razoes, nao se pode por a questao nestes termos gerais. Por um
lado, continua a ser tecnicamente impossfvel extrair informacao computacional genérica
de demonstragoes em teoria dos conjuntos (ZFC). Por outro lado, mesmo que tal fosse
possfvel, a informagao extraida seria irrelevante do ponto de vista computacional (por se
obterem classe computacionais que exigem tempo e espago astronémicos; veja-se, e.g., 0
primeiro caso abaixo). Devemos contrastar esta atitude com a atitude fundacional - para a
qual a extracao de informacao computacional é um ponto secundério - em que a verdadeira
preocupacao é efectuar reducdes de teorias nao construtivas a outras menos exigentes
ontologicamente. Esta atitude fundacional é a continuagao natural do Programa de Hilbert
e constitui um dos actuais pélos de investigacao em légica (vide [3] e [4]). Neste tipo de
investigacao tém-se vindo a desenvolver técnicas de estudo das demonstracoes formais que,
hoje em dia, se aplicam fora do ambito restrito da fundamentagéao da matematica.

A questdo de Kreisel teve o mérito de desviar alguma investigacdo em Teoria da De-
monstragdo de preocupacgoes exclusivamente fundacionais para outras mais matematicas
e computacionais. Um dictum que orienta as novas investigagoes é o seguinte: mais



demonstracoes = mais algoritmos. Por outras palavras, de certas demonstragoes em teo-
rias formais podem “ler-se” receitas computacionais. Adicionalmente, quanto menos forte
for o sistema axiomatico, mais eficientes sao as correspondentes receitas. Eis o dictum
complementar: menos axriomas = mais eficiéncia. Convém esclarecer este segundo dic-
tum: menos axiomas nao significa menos quantidade de axiomas mas, sim, menos forca
dedutiva da axiomatica; mais eficiéncia nao significa a obtencao de algoritmos mais con-
cisos ou claros mas, sim, algoritmos cuja implementacao necessita de menos recursos de
tempo e/ou espago. Se uma certa asser¢ao, com uma determinada demonstragdo num
sistema axiomatico I';, for demonstravel num sistema mais fraco Iy (porventura com uma
nova demonstragao), entao a informagao computacional que se extrai da demonstragao
em ' é mais rica (no sentido de, genericamente, se extrair um algoritmo mais eficiente
do ponto de vista computacional) do que a que provem da teoria I'y. A preocupagao
fundacional em providenciar demonstracoes em sistemas tao fracos e construtivos quanto
possfveis vem, naturalmente, ao encontro de preocupacoes mais computacionais. Encon-
tramos, pois, algumas teorias de interesse computacional que surgiram de consideragoes
puramente fundacionais. Hoje em dia tém aparecido novos sistemas, criados especialmente
para corresponderem a classes notéveis da complexidade computacional (vide o dltimo caso
e a ultima seccao deste papel).

Facamos uma derradeira observagao introdutéria. Os métodos e as ferramentas mate-
maticas que se utilizam para extrair informacao computacional de demonstracoes podem
ser quaisquer. A restricdo metodolégica fundacional de apenas utilizar métodos finitistas
ou construtivos na metamatematica - a denominada pureza dos métodos - deixa de ser
relevante nas novas investigagoes. (Deixamos, porém, um sinal de aviso: a pureza dos
métodos poderd ser 1til se, no futuro, se considerarem implementacoes praticas - na forma
de linguagens de programacao e compiladores - destas investigagoes.)

Este papel esta organizado da seguinte maneira. A seguir a introducao discutem-se
quatro casos de sistemas axiomaticos aritméticos, por ordem decrescente de forca légica (e,
portanto, por ordem crescente da eficiéncia algorftmica das receitas computacionais asso-
ciadas a cada caso). No estudo destes casos procuramos ser precisos na formulagao dos re-
sultados. Ficam de fora as demonstragoes e, mesmo, as sugestoes de demonstracoes (ainda
que, aqui e ali, atentemos a algumas gemas mais acessfveis). O leitor interessado pode
encontra-las nas indicagoes bibliograficas que constam do fim de cada secgao. Na tultima
parte do papel discutimos brevemente um sistema de andlise (i.e., de segunda-ordem)
associado a classe computacional dos algoritmos que trabalham em tempo polinomial.

O estudo de cada caso conforma-se a um esquema que passamos a descrever. Seja
I’ uma teoria aritmética verdadeira e A(x,y) um predicado recursivo (decidivel). Admi-
tamos que a assercao “VaxIyA(x,y)” se demonstra em I'. Em particular esta asser¢ao S
é verdadeira, pelo que a funcao f(n) = pkA(n,k) é uma funcdo recursiva total tal que
VnA(n, f(n)) (chamam-se as fungoes que satisfazem esta condigao, fungoes testemunhas
da verdade da assercao S). O problema que se poe é o de explicitar - através da limitagao
dos recursos de tempo e/ou espago disponiveis para computar funcoes testemunhas - a
informacao de que “Vz3yA(z,y)” nao é somente verdadeira mas, também, demonstréavel
em I'. Numa linguagem mais técnica, coloca-se o problema de caracterizar as fungoes
demonstravelmente totais da teoria I'.



Queremos agradecer & organizacao do III Encontro de Algebristas Portugueses o amével
convite para apresentar uma comunicacao. A versao escrita da comunicacao levantou-nos
alguns problemas, acabando o resultado final por ser um pouco mais extenso do que aquilo
que tinhamos inicialmente previsto. Temos alguma dificuldade em encontrar justificacao
e motivo para escrever papéis de investigacdo em portugués. Sem tirar mérito a presente
iniciativa, o publico para um papel de Légica Matematica nestas Actas é, necessariamente,
bastante reduzido. A quem se dirige, pois, o papel? Se nao é para ser lido, nem para ser
criticado pelos meus pares, a sua existéncia nao tem sentido.

Nao obstante, o papel aqui esta - diante do leitor. Decidimos optar por uma sinopse
da nossa area de investigacao e da nossa investigacao em que, despudoradamente, damos
énfase aquilo que mais nos atrai e apreciamos, a saber: a especial combinacdo entre o
formalismo das linguagens artificiais, o raciocinio matemético rigoroso e as oportunidades
de reflexdo conceptual. A légica matematica proporciona amiude esta combinagao e, por
isso, é um assunto tao fascinante. Este papel tem a pretensao de transmitir ao leitor um
pouco deste fascinio. Tem, também, o objectivo de constituir uma referéncia para a meia
duzia de pessoas que participa regularmente no Seminario de Légica Matematica e para
quem, com a ajuda deste papel, descubra uma area de interesse e dedicacao. Por fim, o
Encontro proporcionou-nos a grata oportunidade de tomar contacto com o trabalho de
colegas e de conhecer o magniﬁco campus da Universidade de Coimbra.

Indicacgoes bibliograficas

1. Kreisel, G., “Mathematical Significance of Consistency Proofs”, The Journal of Sym-
bolic Logic 23, pp. 155-182 (1958).

2. Boolos, G. & Jeffrey, R., Computability and Logic, Cambridge University Press
(1992).

3. Pohlers, W., Proof Theory: an Introduction, Lecture Notes in Mathematics 1407,
Springer-Verlag (1989).

4. Ferreira, F., “No Paraiso sem Conviccao (Uma Explicac¢ao do Programa de Hilbert)”,
a aparecer em Furtado Coelho, J. (org.), Matemdtica e Cultura II.

2 O caso

A linguagem da aritmética de primeira-ordem compoe-se de uma constante 0, um
simbolo funcional unério ’ (sucessor), dois simbolos funcionais bindrios + e - € um simbolo
relacional binario <. Denotamos por () a teoria dada pelos seguintes oito axiomas:
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z+y = (z+y)
x-0 0
oy = (z-y)tu

<y < iz+zr=y)

A teoria PA (Aritmética de Peano) é formada por @ e pelo seguinte esquema de
indugao:

(IA) A(0) AVz(A(z) — Az +1)) — YoA(z)

onde A é uma férmula qualquer da linguagem da aritmética, possivelmente com parametros
(i.e., outras varidveis para além de z). O conjunto dos nimeros naturais w imbuido da
estrutura aritmética usual é um modelo de PA, denominado o modelo standard.

Uma classe importante de formulas da linguagem da aritmética é a classe das formulas
limitadas, também conhecidas por formulas Ag. As quantifica¢ées limitadas sdao quan-
tificagoes da forma Jz(z < t A ...) ou da forma Vz(z <t — ...), onde ¢ é um termo da
linguagem no qual a varidvel z nao ocorre. A classe das férmulas limitadas é a menor classe
de férmulas que contém as férmulas atomicas e é fechada para as operagoes Booleanas e
para as quantificagoes limitadas. Observe-se que estas formulas definem conjuntos recur-
sivos no modelo standard.

Para descrever as funcoes demonstravelmente totais em PA introduzimos a denomi-
nada hierarquia de crescimento rdpido (Fy)a<e,- (O ordinal €y é o supremo da sequéncia
de ordinais w,w®,w*”,...) Esta hierarquia define-se por recursdo transfinita nos ordinais
« inferiores a €q:

Fo(n)=n+1

Fxi1(n) = FA(FA(...Fx(n)...))
—_———
n+1
Fa(n) = F{a}n (n)
onde « é um ordinal limite e {a}, é a sequéncia fundamental crescente de ordinais a
convergir para «. Definem-se canonicamente estas sequéncias fundamentais por meio da

Forma Normal de Cantor dos ordinais, segundo a qual todo o ordinal « se escreve, de
maneira unica, do seguinte modo:

(*) o= + WPt WP 4P

com OBy < B1 < ... < 0Br_1 < P Se a < €, 0 que é 0 nosso caso, sabe-se que O < a.
Podemos, pois, definir (por recursao transfinita) as sequéncias fundamentais dum ordinal
limite « < €, escrito na forma (x), assim:

— WPk Br—1 B1 W (n+1) sefo=7y+1
{atn =W +w oW+ { wibotn se 3y é ordinal limite

Devemos avisar o leitor que, apesar de todas as fungoes F,, serem computdveis (i.e.,
recursivas), elas tém na pratica um crescimento simplesmente astronémico. (Desafiamos
o leitor a tentar calcular o nimero F . 4(9).) Para mais informagoes sobre este assunto
deve consultar-se [1] e a seccao 6.3 de [2].



Teorema. Se PA F VxIyA(x,y), onde A € Ay, entao existe um ordinal o < €y e um
nimero natural m tais que ¥Yn > m 3k < Fy(n) A(n, k).

O teorema afirma que se a teoria PA demonstra a asser¢ao “Vax3yA(z,y)” entdo ha
funcgoes testemunhas da sua verdade que sao dominadas, a partir de certa ordem, por
uma funcdo da hierarquia de crescimento rapido. A demonstracdo do teorema deve-
se a contribuicoes essenciais de Gerhard Gentzen (1935), Georg Kreisel (1952), Helmut
Schwichtenberg (1971) e Stan Wainer (1970, 72) e uma exposigao encontra-se em [3].

Este resultado entreabre a possibilidade de se obterem resultados de independéncia.
Com efeito, uma assercao matemadtica verdadeira que se possa exprimir na forma Va3y
A(z,y), com A € Ay, e para a qual a funcao f(n) = pkA(n,k) nio seja dominada (a
partir de certa ordem) por nenhuma fungao F, (o < €p), é necessariamente independente
de PA. Passamos a descrever uma assercao deste tipo, de natureza combinatorial.

Dado k& um ntimero natural, denotamos por [S]¥ o conjunto de todos os subconjuntos
de S com k elementos. Uma 7r-coloracdo de [S]* é uma funcio f de [S]¥ no conjunto finito
{1,2,...,r} (as “cores”). Um subconjunto H C S diz-se homogéneo para a coloragao f se
existir 1 <4 < r tal que f(X) = i, para todo X € [H]* (i.e., todos os subconjuntos de H
com k elementos tém a mesma cor). Dadas cardinalidades a e 3, escrevemos a — (),
para significar que toda a r-coloracio de [S]*, com S de cardinalidade «, tem um subcon-
junto homogéneo de cardinalidade 8. Em 1930 Frank Ramsey demonstra um resultado
lindissimo: para todos os naturais r e k, w — (w)".

O teorema de Ramsey tem uma versao finita, i.e., que nao menciona conjuntos infinitos.
Reza assim: para quaisquer naturais k, r e m existe um ntmero natural (suficientemente
grande) n tal que n — (m)¥. Este resultado é uma consequéncia da versdo original do
teorema de Ramsey e é interessante saber porqué. Com vista a um absurdo, suponhamos
que existem numeros naturais k, r e m tais que, para nenhum natural n se tem n — (m)’ﬁ
Seja T = Tjm o conjunto de todas as r-coloragoes de [{1,2,...,n}]¥ para as quais ndo
existe um subconjunto homogéneo de m elementos. Dizemos que uma coloragdo o € T
precede a coloragao 7 € T se 7 é uma extensao (como fun¢ao) de o. O conjunto T', com
esta relacao de precedéncia, forma uma drvore, i.e., uma ordem parcial com minimo em
que o conjunto de predecessores de qualquer elemento é uma cadeia finita. Além disso, T é
uma arvore de ramifica¢do finita, ou seja, uma arvore em que todo o elemento tem apenas
um ndmero finito de sucessores. Ora, por hipdtese absurda, 1" é uma &arvore infinita.
Assim, pelo lema de Konig (veja-se [4]), existe um ramo infinito em T. No nosso caso este
ramo d4 origem a uma r-coloracio de [w]¥ que nio tem nenhum subconjunto homogéneo
de cardinalidade m. Ora, isto contradiz a versao infinita do teorema de Ramsey.

A versao finita do teorema de Ramsey pode exprimir-se na forma Vz3yA(z,y), com A €
Ay e, de facto, demonstra-se em PA (mas, é claro, ndo pelo argumento acima, pois este usa
a versao infinita do teorema de Ramsey cujo enunciado nao se pode exprimir na linguagem
de PA). No entanto, uma pequena - e, aparentemente, inocente - variagao da versao finita
do teorema de Ramsey nao se demonstra em PA. Um subconjunto finito dos naturais
diz-se grande se a sua cardinalidade exceder o seu minimo. A versdo modificada afirma
que, para quaisquer nimeros naturais k, r e m existe um natural n para o qual qualquer
r-coloracao de [{m,m + 1,...,n}]* possui um subconjunto homogéneo grande (a notacio



abreviada ¢ a seguinte: n — (m)¥). Esta versdo modificada é uma consequéncia da versio

infinita do teorema de Ramsey (exactamente pelo mesmo argumento acima). Sejam k, r
e m numeros naturais e denotemos por PH (k,r,m) o menor natural n tal que n 7 (m)k.
Em 1980 Jussi Ketonen e Robert Solovay mostraram que a fungdo PH nao é dominada
(a partir de certa ordem) por nenhuma funcdo da hierarquia de crescimento rapido (hé
uma exposicao deste resultado na secgao 6.3 de [2]). Isto implica que a versao modificada
do teorema finito de Ramsey ¢é independente da teoria PA. (Nota: este resultado de
independéncia foi demonstrado originalmente por Jeff Paris e Leo Harrington em 1977
com um argumento de teoria dos modelos. Em [5] pode encontrar-se uma exposigao desta
demonstracao.)

Ja desde os famosos resultados de incompletude de Godel em 1931 que se sabe existirem
assergoes verdadeiras independentes da aritmética de Peano. O interesse dos novos resul-
tados de independéncia reside no facto deles serem de natureza matemadtica, ao contrario
dos resultados de Godel que sao de natureza metamatemética. Na sequéncia do resultado
pioneiro de Paris e Harrington tém surgido outros resultados de independéncia, mesmo
de teorias mais fortes que PA (vide [6]). PA tem, porém, um interesse muito especial.
Esta teoria é equivalente (num sentido preciso) a teoria dos conjuntos ZFC' com o axioma
do infinito substituido pela sua negacao constituindo, pois, um candidato natural a uma
axiomatizacao do universo dos conjuntos (hereditariamente) finitos. Ora, a assercao de
Paris e Harrington nao é, como se viu, demonstravel nesta teoria. Parece que, para se
argumentar a verdade desta assergdo (que é uma assercao que ndo menciona conjuntos
infinitos), é necessério um detour pelo infinito actual, nomeadamente através da versao
infinita do teorema de Ramsey e fazendo uso do lema de Konig, que é uma espécie de
viaduto a ligar o infinito ao finito.
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3 O caso|l' =13

A andlise da teoria PA pode ser refinada. Definem-se as formulas X,, com n > 1,
como sendo as férmulas da linguagem da aritmética com a seguinte forma:

drVaodxs...Qx, A

onde A é uma férmula limitada e onde o quantificador ) é um V ou um 3 conforme n é
par ou impar (respectivamente). As formulas I1,,, com n > 1, s@o as negagoes destas, i.e.,

sao da forma:
Vri13dzoVrs...Qr, A

Toda a férmula pode ser escrita em forma normal prenexa e, portanto, aparece algures
classificada como X,, ou como II,;. No modelo standard estas férmulas definem os conjuntos
da hierarquia da aritmética (a notagao em vigor é ambigua: conforme o contexto, X, refere-
se a férmulas da linguagem da aritmética ou aos subconjuntos de w que estas féormulas
definem). Seja A, a classe dos subconjuntos de w que estao simultaneamente em ¥,, e em
I1,, (o leitor mais preparado sabe que a classe X1 é a classe dos conjuntos recursivamente
enumeradveis e que, portanto, a classe A; é a classe dos conjuntos recursivos). Temos a
seguinte figura:

1 Yo I

II; 1T, 13

Fig. 1 A hierarquia da aritmética

Nesta figura, o facto de duas classes estarem ligadas por uma linha significa que a
classe da esquerda estd contida na classe da direita; mormente, pelo teorema de Post (vide
[1]), estas inclusdes sdo préprias. E natural considerar os subsistemas da teoria PA em
que o esquema de indugao (IA) se restringe a féormulas A, com A € X,: s@o as teorias
I1Y,. Estas teorias formam uma cadeia prépria I3 C 1Yy C ... cuja uniao é a teoria PA
(no décimo capitulo de [2] hd uma exposicio deste resultado). A esta hierarquia de teorias
associa-se uma correspondente hierarquia de funcoes:

sy |1 || I, | L | PA=U IS,
Fa,a<w’Fa,a<w“" ‘Fa,a<w[”] ‘ ‘ F,, a<e




onde wlll = w e W+ = o,

Teorema. Se IS, - VzIyA(z,y), onde A € Ay, entdo existe um ordinal o < wl™ e um
mimero natural m tais que Yn > m 3k < F,(n) A(n, k).

O caso da teoria Y1 merece um pouco mais de atengdo. A tese central do Programa
de Hilbert era a de que se uma assercao finitista (uma asser¢ao real, na terminologia
de Hilbert) se demonstra utilizando argumentos e assercoes infinitistas (assercoes ideais,
na terminologia de Hilbert) entao também se demonstra dentro das severas restrigoes
finitistas. Esta tese nao é correcta, como demonstrou Godel em 1931. Tal nao impede
que uma parte (significativa?) da matemadtica nao se possa efectuar sob uma perspectiva
Hilbertiana. Posto de outro modo: seja F' a teoria finitista das assercoes e argumentos
reais de Hilbert; uma extensdao T de F é admissivel do ponto de vista de Hilbert se,
sempre que uma assercao real se deduz de T, entao essa assercao também se deduz de
F (diz-se que a teoria T' é uma extensao conservativa de F com respeito as assergoes
reais). Surge aqui uma dificuldade, pois Hilbert nunca definiu formalmente a teoria F'
(isso na@o seria necesséario caso o Programa de Hilbert fosse bem sucedido!). William Tait
argumenta persuasivamente em [3] que a teoria formal conhecida por PRA (“Primitive
Recursive Arithmetic”) captura o finitismo de Hilbert. Ora, se assim for, a teoria I3
é admissivel do ponto de vista de Hilbert. Uma parte deste resultado estd enunciada no
seguinte teorema:

Teorema. Se IY; b VaxdyA(x,y), onde A € Ay, entdo existe uma fungao f, recursiva
primitiva, tal que VnA(n, f(n)).

(A classe das fungdes recursivas primitivas é a menor classe de fungoes que inclui a
funcao identicamente nula, a fungdo sucessor e as fungdes projecgdes (i.e., as fungoes
P,i(xl, ., TE) = x;) e que é fechada para as operagoes de composicao e de definigdo por
recursao primitiva. Uma fungao (k 4 1)-dria f diz-se definida por recursao primitiva a
partir da funcao inicial k-aria g e da funcao (k + 2)-aria h se f(0,z1, ..., zx) = g(z1, ..., Tk)
e f(n+ 1,21,....,zk) = h(n, f(n,x1,...,x), 21, ...,2%). O teorema deve-se, independente-
mente (& volta do ano de 1970), a Gregory Mints, Charles Parsons e Gaisi Takeuti e [4]
expOe uma demonstragao.)

Stephen Simpson apresenta em [5] evidéncia de que uma parte razodvel da matemética
pode ser efectuada sob uma perspectiva Hilbertiana. O ensaio de Simpson coloca toda
esta problemadtica num ambito mais geral, nomeadamente no projecto de investigar a
forca extensional exacta dos principais teoremas da matematica. Este projecto, conhecido
por Matemdtica Reciproca (“Reverse Mathematics”), procura classificar os teoremas da
matematica em varios sistemas axiomaticos de modo a que um determinado teorema nao
s6 se demonstre no sistema a ele associado (a parte directa da mateméatica) mas, também,
que a prépria axiomdtica seja - num certo sentido - consequéncia do teorema (a parte
recz'/pmca). As investigagoes do programa da matematica reciproca desenrolam-se em sis-
temas aritméticos de segunda-ordem, na senda das proprias investigagoes de Hilbert e seus



continuadores. O sistema base é a teoria RC Ay (“Recursive Comprehension Axiom”).
Sem pretender descrever completamente esta teoria, que o leitor pode encontrar definida
em [5], podemos acrescentar que ela se formula na linguagem da aritmética de segunda-
ordem (i.e., com um simbolo relacional bindrio extra “c€” e dois tipos de varidveis: as
variaveis numéricas x, ¥, z, ..., que no modelo standard variam nos elementos de w, e as
variaveis de conjunto X,Y, Z, ..., que variam em subconjuntos de w) e que tem como axi-
omas @, o esquema (IA) de inducao restrito a férmulas 3; (admitindo-se, agora, também
parametros de segunda-ordem) e o seguinte postulado:

Va(A(xz) < B(z)) — 3IXVz(x € X « A(z))

onde A € ¥ e B € II; (permitem-se parametros de primeira e de segunda ordem). Este
axioma esquema pode parecer pouco natural ao nao especialista. O que hé a ter em conta é
que se trata dum axioma de abstrac¢do (“comprehension”), i.e., de existéncia de conjuntos
que se obtém pela extensao duma propriedade. (A forga extensional duma teoria mede-se,
precisamente, pelos seus postulados de existéncia de conjuntos.) No modelo standard este
axioma afirma simplesmente que se podem formar conjuntos recursivos. O sistema RC Ag
é uma extensao conservativa da teoria I3; com respeito a assercoes de primeira-ordem e,
em particular, com respeito a assercoes Ils. Assim, as funcoes demonstravelmente totais
de RC A, sdo as funcdes recursivas primitivas e - de facto - esta teoria é admissivel do
ponto de vista de Hilbert.

Em 1976, Harvey Friedman definiu um sistema axiomatico muito interessante: a teoria
W K Ly. Esta teoria adiciona a RC' Ay o postulado que afirma que toda a sub-arvore infinita
da drvore bindria tem um ramo infinito (é o denominado lema fraco de Konig).

Fig. 2 A &rvore bindria {0, 1}*



O lema fraco de Konig é uma assercao nao construtiva, como se pode pressentir pela
demonstracao que, por etapas, define indutivamente o ramo infinito: a ideia essencial é
passar dum nédulo do ramo para o nédulo seguinte de modo a que a parte da sub-arvore
a seguir ao novo nédulo se mantenha infinita. Este procedimento nao é construtivo pois
exige a resposta a um ntumero infinito de perguntas nao recursivas, nomeadamente se a
parte da sub-drvore a seguir a um determinado nédulo é infinita. De facto, demonstra-
se que ha sub-arvores infinitas recursivas da arvore binaria sem nenhum ramo infinito
recursivo. Apesar de tudo, e um pouco surpreendentemente, Friedman demonstra em
1976 que WK Lg é um sistema admissivel do ponto de vista de Hilbert. No seu ensaio
Simpson menciona uma lista de teoremas da matematica que sdo equivalentes ao lema
fraco de Konig (na presenca da teoria RC'Ag) e que, portanto, se podem formalizar sob
uma perspectiva Hilbertiana. Eis a lista: o teorema da cobertura finita de Heine-Borel
para conjuntos fechados e limitados de R™; o teorema da continuidade uniforme e da
existéncia de maximo para fungoes continuas definidas num intervalo compacto de R; o
teorema da existéncia local de solugoes de equagoes diferenciais ordinarias; os teoremas de
Hahn-Banach e de Alaoglu para espacos de Banach separdveis; o teorema da existéncia de
ideais primos para anéis comutativos contaveis e o teorema de existéncia e unicidade do
fecho algébrico dum corpo contéavel.

Vamos encerrar esta seccao com algumas observagoes a respeito das duas versoes do
lema de Konig. A versdo original, enunciada na secgao anterior, difere da versao fraca na
medida em que admite drvores cuja ramificagao, sendo finita, nao é limitada uniformemente
por uma constante. Pelo contrario, na versao fraca do lema apenas se permitem arvores de
ramificagao limitada por dois (o caso mais geral, de ramificacao limitada por uma constante
n, nao acrescenta forga extensional). Como observamos no paragrafo anterior, a versao
fraca do lema de Konig é admissivel do ponto de vista de Hilbert. Porém, demonstra-se
que isso ja ndo é o caso com a versao original a qual, portanto, tem uma forca extensional
estritamente superior a for¢a extensional do lema fraco de Konig.

Indicacgoes bibliograficas
1. Soare, R., Recursively Enumerable Sets and Degrees, Springer-Verlag (1987).

2. Kaye, R., Models of Peano Arithmetic, Oxford Logic Guides 15, Claredon Press
(1991).

3. Tait, W., “Finitism”, The Journal of Philosophy 78, pp. 524-546 (1981).

4. Sieg, W., “Herbrand Analysis”, Archive for Mathematical Logic 30, pp. 409-441
(1991).

5. Simpson, S., “Partial Realizations of Hilbert’s Program”, The Journal of Symbolic
Logic 53, pp. 349-363 (1988).

4 O caso|I'=1A)+ exp

A teoria IA( tem como axiomas @ e o esquema de indugao restrito a férmulas Ag.
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Nesta seccao estamos interessados na teoria que se obtem desta adicionando o axioma
VaVydz“z = a¥”: é a denominada teoria 1Ay + exp. Nao queremos esconder a existén-
cia duma dificuldade técnica na formulacao deste axioma adicional, nomeadamente na
definicao da relagdo “z = x¥” na linguagem da aritmética. Gédel mostrou em 1931 como
se podem introduzir todas as fungoes recursivas primitivas na teoria PA (mesmo na teoria
I3) e, em particular, a funcao exp(x,y) = z¥. A demonstragao utiliza a chamada fungao
(8 de Godel e nao se pode formalizar em IAg. O problema nao é grave e a maneira mais sim-
ples de o contornar é admitir um novo simbolo funcional bindrio exp(z,y), na linguagem
da aritmética, juntamente com os axiomas exp(z,0) = 0" e exp(z,y’) = exp(z,y) - x
(permitindo-se que este novo simbolo funcional aparega na definigao das férmulas Ap).
Porém, é interessante (e por vezes conveniente) saber que existe uma definicdo Ay do
grafico da funcdo exponencial para a qual é possivel deduzir em IA( as relacdes de
recorréncia da exponenciacdo. A demonstragao deste facto é muito delicada e deve-se
a James Bennett (1962, no que concerne & definigdo Ay do gréfico da exponenciacao) e a
Jeff Paris (1980, no que concerne a derivagao das relagoes de recorréncia da exponenciagao
na teoria IAg). Eis, precisamente, o que se demonstra: hd uma férmula 0(z,y,z) € Ag
que satisfaz as trés seguintes propriedades,

IA) F VaVyVaYw(b(z,y, 2) A O(z,y,w) — z = w)

IAo FV26(z,0,0)
IAg = V2V (0(z,y,2) — 0(z,y, 2 - 1))

Com estes factos (recomendamos [1] para uma sua exposi¢ao) podemos enunciar rig-
orosamente o axioma exp: é a assercao “VaVy3z0(x,y,z)”. O leitor deve compreen-
der que exp nao é consequéncia das trés propriedades acima listadas. E f4cil e instru-
tivo exibir um modelo de Ay que nédo satisfaz exp, i.e., um modelo com as operacoes
usuais de adigdo e multiplicagao para o qual a fungao exponencial nao é total (claro que
este modelo apenas satisfaz formas restritas de indug@o: no caso presente, inducao para
férmulas Ag; em contrapartida, com indugdo para férmulas Y7 deduz-se imediatamente
exp). Seja, entdo, M um modelo nao standard de PA e a um seu elemento nao stan-
dard. A sub-estrutura I de M definida por I = {c € M : In € w(c < a")} é um
segmento inicial de M, donde se conclui que as férmulas limitadas nao mudam de valor
verdade entre M e I (no dizer técnico, sdo absolutas entre M e I). Por consequéncia,
a estrutura menor I herda todas as verdades II; da estrutura maior M. Como IAg
tem axiomatizagoes constituidas somente por assercoes Ilj, infere-se que I é modelo de
IAp. (Um exemplo é a axiomatizagdo que consiste em () e na seguinte reformulagao
do esquema de indugao: Vz(A(0) A —A(x) — Ty < = (A(y) A ~A(y + 1))), onde A é
uma férmula limitada qualquer.) Nao obstante, exp falha em I. Admitamos, com vista
a um absurdo, o contririo. Entao existe um elemento ¢ € I, e - consequentemente -
um natural n com ¢ < a”, tal que I = 0(a,a,c). Ora, a teoria IAy demonstra que
Vo > 0 Yy VyoVz1 V2o (0(z, 11, 21) A 0(x,y2,22) ANy1 < ya — 21 < 22). Em particular,
podemos concluir que a™ < ¢, o que da origem a uma contradigao.

A classe das fungoes elementares a Kalmar é uma classe de fungdes mais restrita do que
a classe das funcGes recursivas primitivas. A definicdo desta nova classe difere da definicao
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da classe das funcées recursivas primitivas em dois pontos: primeiro, incluem-se, ab initio,
as fungoes de adi¢ao, de multiplicagdo e exponencial; segundo, substitui-se a operacao de
recursao primitiva pela operacao de recursio primitiva limitada. Uma fungao (k + 1)-
aria f diz-se definida por recursao primitiva limitada a partir da funcao inicial k-aria g, da
fungao (k+2)-aria h e da fungao de limitacao (k+1)-aria l se f(0, x1, ..., zx) = g(z1, ..., T)
e f(n+ 1,z1,...,2,) = min{h(n, f(n,x1,...,2), T1, ..., 2k), (N, 1, ..., 2)}. O seguinte
resultado faz parte do “folclore” da logica:

Teorema. Se IAy + exp - VxIyA(z

,y), onde A € Ay, entao existe uma fungao f, ele-
mentar a Kalmar, tal que VnA(n, f(n)).

O trabalho [2] é uma boa referéncia para este assunto.
Indicacgoes bibliograficas

1. Wilkie, A., “Modeles nonstandard de I'arithmétique et complexité algorithmique”,
in Ressayre, J. & Wilkie, A. (orgs.), Modéles non standard en arithmétique et théorie
des ensembles, Publications Mathématiques de 1’Université Paris VII, vol. 22, pp.
5-45 (1987).

2. Isabel Matos, A., Aritmetizacdo e Hierarquia de Funcdes em Subsistemas da A-
ritmética de Peano, trabalho de aptidao cientifica, Departamento de Matemética,
Universidade de Lisboa (1991).

5 O-caso|I'=TA0+

Os sistemas estudados nos trés casos anteriores satisfazem o axioma exp e, portanto,
incluem a fungao exponencial como fungao demonstravelmente total. Ora, a fungao expo-
nencial tem um crescimento de tal ordem que nao se considera ser computacionalmente exe-
quivel (“computationally feasible”). Assim, se pretendermos estudar sistemas aritméticos
relacionados com classes notdveis da complexidade computacional (vide adiante) temos
que nos restringir a teorias que nao demonstrem ezxp: sao os denominados sistemas fracos
da aritmética.

A teoria IAy é um candidato natural a considerar. H4, porém, motivos técnicos que
tornam esta teoria demasiado fraca e pouco natural. Por exemplo, a teoria IAy néo
é fechada para o produto de comprimentos de ntimeros (o comprimento de um ndimero
n, que denotamos por ¢(n), é o nimero de simbolos da sua representagao em notacao
bindria): ou seja, hd modelos de IA( que incluem elementos a e b para os quais nao existe
um elemento ¢ no modelo cujo comprimento seja o produto dos comprimentos de a e b. O
princfpio que é necessario introduzir para impedir esta possibilidade é o axioma {21, que
reza: Va3z“z = xl%922]” (|w]| denota o menor inteiro que nio excede w). Este axioma
pode ser rigorosamente formulado com o auxilio da funcao 0 discutida na secgao anterior:

VaVyVw(w < z A 60", y, w) — 2 0(x,vy, 2))
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A formulagao da teoria IAg + €21 nao se adapta facilmente a um estudo mais aprofun-
dado dos seus aspectos computacionais. Na sua dissertagdo de doutoramento [1], Samuel
Buss introduz a teoria Sy, que é uma reformulacdo de IAg + €. Nao vamos descre-
ver esta teoria em detalhe pois, mais adiante, vamos preferir trabalhar com outra que
(a nosso ver) é-lhe notacionalmente superior. Interessa-nos, de momento, apontar que
a introducdo dum novo simbolo funcional bindrio # (leia-se sharp) na linguagem de S
substitui o papel do axioma €21 (com vista a deixar de haver axiomas IIs na teoria). A inter-
pretacao deste novo simbolo no modelo standard é a seguinte: a#ty = 2¢@)<W) _ estamos,
pois, em presenca de uma funcao com a ordem de grandeza exacta para obter produtos
de comprimentos. Nestas circunstancias, um argumento cldssico (e simples) permite-nos
demonstrar que, se Sy F VaxIyA(z,y), com A uma férmula limitada, entdo existe um
termo t(x) da linguagem de Sy tal que Sy + Vzdy < t(x) A(x,y). Apesar de apenas
termos descrito parcialmente a linguagem da teoria Sy e de termos deixado em branco as
especifidades desta teoria, é possfvel - e cremos ser interessante - esbocar a demonstracao
deste resultado (conhecido, na literatura, por Teorema de Parikh). Suponhamos que a
conclusao ¢ falsa, i.e., que de Sy nao se deduz Vax3y < t(z)A(z,y) para nenhum termo
t(z) da linguagem. Aumente-se a linguagem com uma nova constante ¢ e considere-se
o conjunto de férmulas A = {Vy < t(c) 7A(c,y) : t termo da linguagem de Sa}. De-
vido & nossa suposicao inicial, é facil de argumentar que A é finitamente consistente.
Assim, por compacidade, A tem um modelo M. A sub-estrutura I de M definida por
I = {x € M : existe um termo ¢ tal que M =z < t(c)} é um segmento inicial de M e,
por conseguinte, herda todas as verdades II; de M. Como So tem uma axiomatizagao Iy
(contrariamente ao que se passa com a teoria IAg + €1), I é modelo de Ss. E evidente
que neste modelo a asser¢ao “JyA(c,y)” é falsa. Assim, “VaIyA(z,y)” também é falsa em
I e, portanto, nao é consequéncia de So. Como se queria demonstrar.

Uma fungao f diz-se computdvel em espago polinomial (ou em Pspace) se existir
um polinémio p(z) € N[z] e um algoritmo (uma médquina de Turing, se quisermos ser
rigorosos) de tal modo que, para qualquer “input” n, o algoritmo computa o “output” f(n)
utilizando, no méximo, p(c(n)) “bits” de memoria (i.e., p(c(n)) casas da fita da méquina
de Turing). Qualquer predicado ou relagao limitada é decidivel em espaco polinomial (i.e.,
tem a funcao caracteristica computavel em tempo polinomial). Desta observacao conclui-
se, sem muita dificuldade, que todas as fungoes testemunhas f(z) = py < t(x) A(z,y),
onde A é uma férmula limitada, sdo computdveis em espaco polinomial.

Da discussao dos dois ultimos paragrafos conclui-se o seguinte:

Teorema. Se IAg+ Q; F VadyA(x,y), onde A € Ay, entao existe uma funcao f, com-
putdvel em espaco polinomial, tal que VYnA(n, f(n)).

A conclusao deste teorema nao é a melhor possivel e pode ser aperfeicoada em duas
direccoes. O melhoramento numa das direcgoes é relativamente trivial e torna-se patente
com defini¢oes apropriadas. Estamos mais interessados num melhoramento diferente, de-
vido a Buss na sua dissertacao. Para poder explicar o resultado de Buss necessitamos de
introduzir certas sub-teorias de Sy e algumas nogoes béasicas de complexidade computa-
cional. En passant, mencionaremos o referido melhoramento mais trivial.

13



A classe computacional mais central da Ciéncia da Computacao é a classe Ptime das
funcoes computaveis em tempo polinomial (tomamo-la como a caracterizacao tedrica do
conceito “ser computacionalmente exequivel”). Esta classe é constituida pelas funcgoes f
para as quais existe um polinémio p(z) € Nz| e um algoritmo (méquina de Turing) de tal
modo que, para qualquer “input” n, o algoritmo computa f(n) em, no méximo, p(c(n))
passos. (Observe-se que PtimeCPspace, pois um passo de computagao - numa méaquina de
Turing - pede, quando muito, um novo “bit” de memdria. A propdsito, ndo se sabe se esta
inclusao é estrita.) Outras classes de complexidade computacional vao ser necessérias,
mas introduzi-las-emos em simultaneo com as definigoes das sub-teorias de Sy que sao
relevantes para compreender o resultado de Buss.

Contrariamente ao tratamento de Buss, vamos utilizar a notacao bindria, ou seja, o
alfabeto {0,1}* de todas as sequéncias finitas (palavras) de zeros e uns. Esta é a notagao
dos cientistas da computacao e pensamos que também é a notacao mais adequada no
contexto dos sistemas fracos de aritmética. Assim, enquanto para Buss o modelo standard
das suas teorias é w, para nés vai ser a arvore bindria {0,1}*. A linguagem de primeira-
ordem com igualdade das teorias de {0,1}* compoe-se de trés constantes €, 0 e 1, dois
simbolos funcionais bindrios —~ (para a concatenagdo) e X, e um simbolo relacional bindrio
C (para sub-palavra inicial). HA catorze axiomas bésicos:

r~e=zx rTXe=¢
z~(y~0)=(=~y)~0 zx(y~0)=(@Exy ~=x
t~y~1) =@~y ~1 zx(y~1)=(@xy ~=x
z~0=y~0—-z=y z~l=y~1—-z=y
rCe < x=¢
zCy~0 < zCyVea=y~0
rCy~1 < zCyVae=y~1
x~0 # y~1
x~0 # ¢
x~1 # ¢

As interpretacoes dos simbolos da linguagem no modelo standard (i.e., na arvore
bindria) sao claras: observamos, apenas, que x X y é a palavra x concatenada consigo
prépria um numero de vezes igual ao comprimento da palavra y. Diz-se que x é uma
sub-palavra de y, e escreve-se x C* y, se 32 C y (2 ~ x C y). A classe das sw.q.-formulas é
a menor classe de férmulas que inclui as férmulas atomicas da linguagem e que é fechada
para as operagoes Booleanas e para as quantifica¢oes de sub-palavra (as quantificagoes de
sub-palavra sao da forma Vo C* ¢ (...) ou 3x C* ¢ (...), onde t é um termo da linguagem
no qual a varidvel x nao ocorre). Nao é dificil convencermo-nos de que as sw.q.-férmulas
definem, no modelo standard, relacGes decidiveis em tempo polinomial. Por exemplo, a
operacao de quantificacao existencial de sub-palavra nao nos atira para fora da classe
Ptime: com efeito, dada uma relacdo A(z,y) em Ptime, para decidir se, dado um certo o,
se tem Jz C* t(o) A(x,0), basta calcular o valor ¢(o) e, seguidamente, percorrer todas as
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sub-palavras p desse valor inquirindo, de cada vez, se A(p, o) vale. Assim que obtivermos
uma resposta afirmativa podemos concluir que 3z C* t(0) A(z,0); se todas as respostas
forem negativas, podemos concluir o contrario. Como o nimero de sub-palavras de t(o) é
limitado por 1 + M, onde n é o comprimento da palavra t(o), e como cada pergunta
se responde (por hip6tese) em tempo polinomial, conclui-se facilmente que este processo
exaustivo estd em Ptime. (Podemos acrescentar que a classe das sw.q.-relagoes é parte
propria de Ptime: este facto estd longe de ser trivial, sendo consequéncia de um impor-
tante resultado em Teoria dos Circuitos devido a M. Furst, J. Saxe & M. Sipser em 1984
e exposto e melhorado por J. Hastad em [2].)

A relagao que vale entre x e y se, e somente se, o comprimento de x nao exceder o
comprimento de y, pode exprimir-se na linguagem formal do seguinte modo: 1 xz C 1 xy,
abreviado por x < y. (Esta notacao é, por vezes, criticada por se confundir com a
notacao usual da ordem natural de w. Acreditamos, no entanto, que esta confusao tem
algumas virtualidades sob o ponto de vista computacional. Adiantamos uma observacao
cuja pertinéncia se tornard mais clara com o prosseguimento da discussao: o numero de
nimeros naturais que nio excedem um dado nimero n é da ordem de grandeza de 2¢(")
exactamente a mesma ordem de grandeza do nimero de todos os elementos de {0,1}* de
comprimento menor ou igual que o comprimento duma palavra o de comprimento n.) As
quantificagoes limitadas sdo, na terminologia binéria, quantificagoes da forma Vz <t (...)
ou dx < t(...), onde ¢t é um termo no qual a varidvel x ndo ocorre; a classe das férmulas
limitadas, aqui também denominadas férmulas X2, é a menor classe de férmulas que
inclui as sw.q.-férmulas e que é fechada para as operacoes Booleanas e de quantificacao
limitada. O célebre problema “P = NP?” é a questao de saber se a classe Ptime é
fechada para quantificagoes limitadas. O método de exaustao que utilizdmos para ver
que as quantificacoes de sub-palavra nao nos levam para fora de Ptime falha, desta vez,
miseravelmente. Com efeito, uma busca exaustiva com vista a decidir se 3z < t(o) A(z, o)
percorre ontl_q elementos, tantos quantas as palavras que nao excedem o comprimento n
de t(o). Uma busca exponencial, portanto! Claro que esta andlise nao afasta uma resposta
afirmativa & questao “P = N P?”, pois pode ser que exista um algoritmo (necessariamente
diferente do método exaustivo) que decida se 3z < t(0) A(z, o) em tempo polinomial. Tal
algoritmo até nem tem que ser “uniforme”, podendo depender crucialmente do predicado
A(z,y). Nao obstante, a maioria dos especialistas inclina-se para uma resposta negativa
ao problema. Segundo muitos matematicos, a questao “P = NP?” é o mais importante
novo problema da matemética (veja-se, por exemplo, o testemunho de Steve Smale em
[3]). O problema foi formulado hé vinte e trés anos e acredita-se que seja uma questao
muito, muitissimo, dificil.

Definem-se as férmulas XX, com n > 1, como sendo as férmulas limitadas da linguagem
da arvore binaria com a seguinte forma:

dry < Vg < todag < t3 ... Q:L‘n <t, A

onde A é uma sw.q.-férmula, ¢1,...,t,, sao termos da linguagem e o quantificador @) é um V
ou um 3 conforme n é par ou impar (respectivamente). As férmulas I1,,, com n > 1, sdo
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as negacoes destas, i.e., sao da forma:
Vo, < t1das < toVag < t3... an <t, A

No modelo standard {0,1}* estas férmulas definem os conjuntos da hierarquia (do
tempo) polinomial. Aos conjuntos definidos por féormulas X2 chamam-se conjuntos Y7 ;
aos conjuntos definidos por férmulas I1% chamam-se conjuntos IT2. A defini¢do corrente
da classe N P usa o conceito de maquina de Turing ndo determinista (o que explica o “N”
de NP) que trabalha em tempo polinomial: o leitor pode encontrar esta definigdo e uma
introdugao acessivel A complexidade computacional em [4]. Sabe-se que NP = XI; por
conseguinte, a classe dos conjuntos complementares de conjuntos em N P, denotada por
co— NP, éaclasse IT]. VP éa classe dos subconjuntos de {0, 1}* que estao simultaneamente
em P e em IIZ. No caso n = 1 ficamos com a classe NP N co— NP dos conjuntos bem-
caracterizados, segundo a terminologia de alguns matemdticos (usada, por exemplo, pelo
meu amigo Orestes Cerdeira).

Nesta fase da exposicao necessitamos de um conceito da Teoria das Fungoes Recursivas:
o conceito de computacao com o auxilio dum ordculo (veja-se a referéncia [1] da secdo 3).
Um oréculo é um subconjunto © de {0, 1}*; uma computacao com o auxilio de € consiste
numa computacao ordindria em que se permite um novo procedimento: consultar o oraculo.
Quando este procedimento é chamado durante o processo computacional pergunta-se se
o € ), onde ¢ é um valor entretanto ji calculado: a computagdo prossegue conforme a
resposta (esta resposta é suposta ser dada imediatamente, contando como um passo da
computagao). Definimos AP 41 como a classe dos conjuntos que sao decidiveis em tempo
polinomial por meio de uma computagao auxiliada por um ordculo em ¥2; A} (também
denotada por classe P) é a classe dos conjuntos decidiveis em tempo polinomial. Temos a
seguinte figura:

Fig. 3 A hierarquia (do tempo) polinomial

A hierarquia polinomial tem semelhangas superficiais com a hierarquia aritmética: aos
conjuntos decidiveis correspondem os conjuntos decidiveis em tempo polinomial; aos con-
juntos recursivamente enumeraveis, os conjuntos N P; as quantificagoes, as quantificagoes
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limitadas; e as férmulas limitadas da linguagem da aritmética correspondem as sw.q.-
férmulas da linguagem da arvore bindria. O que salta a vista quando se comparam as
figuras 1 e 3 sdo as linhas horizontais que ligam os deltas com os nablas. Nao se poderia,
também, ter desenhado estas linhas na figura 1 definindo, para isso, as classes dos subcon-
juntos de w decidiveis com o auxilio dum ordculo em %,? Claro que sim! O que acontece é
que estas classes nao acrescentam nada de novo, pois coincidem com as classes A, 11 ([1] da
secgao 3 é, novamente, uma boa referéncia). No caso da hierarquia polinomial as questoes
“VPb = AP?” estao em aberto: em particular, para n = 1, temos a importante questao
“P=NPNco— NP?”. Mas a diferenca principal ¢ a seguinte: as inclusoes da hierarquia
aritmética sao todas estritas, enquanto que no caso da hierarquia polinomial nao se sabe
se elas o sdo, ou ndo. Por exemplo, saber se A} = Y% é o problema “P = NP?”.

A versao funcional da hierarquia polinomial interessa-nos. Uma fungao de {0, 1}* para
{0,1}* diz-se na classe O 41 se for computédvel em tempo polinomial com o auxilio dum
ordculo em YP; a classe O é a classe Ptime das fungoes computéveis em tempo polinomial.
Tem-se o seguinte resultado:

Teorema. Se S - VoIyA(z,y), onde A € ¥° | entdo existe uma funcio f € ob ., tal que
VYnA(n, f(n)).

H4 um certo abuso da notacio no enunciado deste resultado. Definimos férmulas 3%
para a linguagem da teoria da arvore bindria, nao para a linguagem de S: este abuso
é admissivel, pois existem defini¢oes correspondentes para a linguagem de aritmética -
remetemos o leitor interessado para a dissertacao de Buss. O teorema precedente melhora
o teorema inicial desta secgao, pois todas as fungoes da hierarquia (do tempo) polinomial
sdo computaveis em espaco polinomial. A ideia nuclear da demonstracao do teorema
utiliza um método importante em algoritmia: dividir para reinar (“divide and conquer”).
Se Sy F VazIyA(x,y), com A € X, entdo o Teorema de Parikh permite-nos concluir
que existe um termo t(x) tal que Sp F Vady < t(x)A(z,y) e, em particular, a assercao
“Vody < t(z)A(x,y)” é verdadeira. Ignorando diferencas de linguagem, admitimos que
esta assercao estd formulada na terminologia da arvore bindria. Por meio dum truque
do oficio podemos supor, sem perda de generalidade, que Yz 3y(c(y) = c(t(x)) A A(z,y)).
Entao o algoritmo,

procedure CalcularTestemunha
var r,y palavra
begin
read z
yi=¢€
while ¢(y) < ¢(t(z)) do
begin
if Jw (c(y) + c(w) +1=c(t(z)) N A(x,y ~0 ~w)) then y:=y ~0
else y: =y ~1
end
end
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calcula a testemunha y em tempo polinomial, com o auxilio de um ordculo em ¥P. Assim,
este algoritmo define uma 0OF 41-funcdo testemunha da verdade da assercao “Vx3yA(z,y)”,
como se pretendia.

O esquema da indugao na notacdo (Notation Induction Axiom) consiste nas assercoes
da forma,

(NIA) A(e) N\Vz(A(z) — A(x ~0) AN A(z ~ 1)) — Vo A(z)

onde A é uma férmula da linguagem da arvore bindria, possivelmente com parametros.
A teoria constituida pelos catorze axiomas bdsicos, juntamente com o esquema (NIA)
aplicado a todas as férmulas da linguagem, define uma teoria equivalente a PA. Estamos
interessados, realmente, no caso em que o esquema de inducao na notagao apenas se aplica
a férmulas limitadas. Se permitirmos todas as férmulas de ¥%_, ficamos com a teoria ¥9_-
NTA, que é equivalente a Sy. Se somente permitirmos indugdo na notagao para férmulas
¥b obtemos as sub-teorias $2-NIA (estas teorias sio equivalentes as teorias S3 de Buss).
Sem nos preocuparmos com diferencas de linguagem, o teorema de Buss reza assim:

Teorema. Se Y.0-NIA I~ Vz3yA(z,y), onde A € X0, entdo existe uma funcao f € OP tal
que Yo A(o, f(0)).

(A demonstracao original deste teorema deve-se a Buss na sua dissertagdo de doutora-
mento. No capitulo V de [5], Pavel Pudldk expoe uma demonstracao alternativa - devida
a Alex Wilkie - via teoria dos modelos. Este capftulo de Pudlak é a melhor introducao
disponivel & aritmética limitada. Em [6] apresentamos ainda outra demonstracao do teo-
rema, agora no contexto da notagao da arvore bindria.)

Corolario. Se X4-NIA I Vz3yA(x,y), onde A € X8, entdo existe uma fungao f, com-
putdvel em tempo polinomial, tal que Vo A(o, f(0)).

Corolério. Se X4-NIA + Vz(A(z) < B(x)), onde A € ¥ e B € 113, entdo o conjunto
X ={o: A(0)} é decidivel em tempo polinomial.

Este ultimo corolario é uma boa ilustracao do dictum mais demonstra¢ées = mais
algoritmos. A seguinte leitura torna isto patente: se X € NPNco— NP (i.e., se X for
simultaneamente definivel por formulas A € ¥ e B € I13) e se a equivaléncia entre A
e B se demonstra na teoria ©4-NIA, entdio X € P. A demonstracdo é simples. Sejam
A(z) = Jy < t(x)A(x,y) e B(z) = Vy < q(x)B'(z,y), onde A" e B’ sao sw.q.-férmulas.
Por uma parte da hipétese (a implicagao da direita para a esquerda), tem-se que EI{—NIA +
Vedy(—y < q(x) vV B'(z,y) — 3z < t(z)A'(x,2)). Entao, pelo primeiro coroldrio, existe
uma funcao f, computével em tempo polinomial, tal que Vo ((Vp < ¢(o)B’(c,p)) — f(o) <
t(o)ANA (o, f(0))). Agora nao é dificil argumentar que X = {0 : f(0) < t(a)AA' (0, f(0))}
e, por conseguinte, X € P.
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O teorema de Buss nao é, porém, inteiramente satisfatério. Com efeito, admitamos
que a asser¢io “VaJy < t(z)A(z,y)” (a que chamamos S), onde A € X% e ¢ é um termo
da linguagem, ¢é verdadeira. Ja argumentamos que a verdade de S pode ser testemunhada
por meio duma func¢do em O%; também sabemos, pelo primeiro coroldrio acima, que se
S for consequéncia da teoria X-NIA entdo hd uma funcdo em Ptime testemunha da sua
verdade. Ora, qual é a informacao computacional suplementar que se pode extrair do
facto da assercdo S se demonstrar numa das teorias £2-NIA? J4 depois da realizacdo do
Encontro obtivémos o seguinte resultado:

Teorema. Se X3-NIA I- Vz3yA(zr,y), onde A € 34, entdo existem B € Al e f, g e h em
Ptime tais que,

(1) Yo¥p (B(o,p) AN =A(o,g(0,p)) — f(o,p) < p A B(o, f(o,p)))
(2) Yo B(o, h(0))

Este teorema providencia informagao computacional, ainda que nao na forma de fungoes
demonstravelmente totais. Sem embargo, pensamos estar na direcgdo certa e admitimos
que seja necessario trabalhar com uma nogao mais geral do conceito de testemunha (o
préximo papel [7] discute esta temdtica). Estd em aberto a extensao deste resultado as
teorias ¥0-NIA, para n > 3.

A nosso ver, um dos resultados mais interessantes em Aritmética Limitada é o seguinte:

T;eorema. Se ¥0-NIA = %P |-NIA entao X¥,, = IIV , (e, por conseguinte, OF  , =
O 4)-
n+4

Refraseando: se a teoria ¥%-NIA demonstra o esquema da inducdo na notacio para
féormulas EZH (menos aziomas) entao toda a funcao em OF , ja figura em OF 5 (mais
eficiéncia). Em suma, desde que a hierarquia de teorias $¢-NIA C %5-NTA C ¥5-NIA C...
nao seja estrita, entdo a hierarquia polinomial também nao o é. Este resultado deve-se a
Jan Krajiéek, Pavel Pudlak e Gaisi Takeuti (o resultado original é mais fino - consulte-se
[8] ou a exposigao na terceira parte de [9]).

Os dicta que enuncidmos na introdugao necessitam de alguma qualificagdo. Se nao,
atentemos a seguinte situacao. O esquema da colec¢ao limitada consiste nas assercoes da
forma,

(BEZO) Vu < z3yA(u,y) — JwVu < 23y < wA(u,y)

onde A é uma férmula limitada, possivelmente com parametros. E claro que este esquema é
verdadeiro no modelo standard (demonstra-se imediatamente, por indugao, na teoria I%;).
Jeff Paris e Laurence Kirby mostraram em [10] que BYY, ndo é consequéncia da teoria
»? -NTA. Na parte final de [11] Alex Wilkie e Jeff Paris levantaram a questao “intrigante”
(sic) de saber se BYX.% é consequéncia de X2 -NTA +—ezp. Em [12] apresentamos o seguinte
resultado:
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Teorema. Se o esquema BEIC’)O é consequéncia da teoria EZO-NIA + —exp, entao a hierar-
quia (do tempo) polinomial é estrita.

Assim, sob a hipdtese de haverem certas demonstra¢oes (nomeadamente, sob a su-
posicao do esquema da coleccao limitada se demonstrar na teoria EZO—NIA+ —exp) conclui-
se que certos algoritmos nao existem (e.g., conclui-se que P # NP, o que indica que
uma resposta positiva & questao de Wilkie e Paris é muito problematica). Nao obstante,
observe-se que a hipdtese do teorema assevera a existéncia de certas demonstragoes a partir
duma teoria que € falsa no modelo standard.
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6 Uma Teoria para a Analise

Em finais de 1985, durante um simpdsio sobre o Programa de Hilbert (publicado em
[1]), Wilfried Sieg levantou o seguinte problema: to find a mathematically significant sub-
system of analysis whose class of provably recursive functions consists only of the compu-
tationally “feasible” ones. A nossa dissertacao de doutoramento [2] aborda este problema,
com o entendimento de que “computationally feasible” queira dizer “computédvel em tempo
polinomial”. O tratamento que seguimos baseia-se no trabalho de Simpson e Friedman em
Matemética Reciproca (veja-se a secgao 3): procurdmos substituir a teoria base RC Ay,
ligada a classe das funcoes recursivas primitivas, por outra mais fraca de modo a que o
papel destas funcoes seja substituido pelas func¢ées computéveis em tempo polinomial.

As novas teorias formulam-se numa linguagem de segunda-ordem, com a terminologia
da 4rvore bindria. A teoria base consiste em Y?-NIA (admitindo-se também parametros
de segunda-ordem no esquema de indugao na notacao) e no postulado:

(V4 —CA) Vr(A(x) < B(z)) — 3IXVa(x € X « A(z))

onde A € X% e B € TIY (permitem-se parametros de primeira e de segunda ordem). No
modelo standard este postulado afirma que se podem formar os conjuntos de N PNco— N P
e, por maioria de razao, os conjuntos de P. E relativamente simples argumentar que le—
NIA+V?-CA é uma extensdo conservativa da teoria de ¥2-NIA com respeito as assercoes
de primeira-ordem. Em particular, as fungoes demontravelmente totais (com grafico ¥4)
desta teoria sao as fungoes computaveis em tempo polinomial.

A diferenca mais notdvel entre o caso cldssico da Matematica Reciproca e as novas
teorias diz respeito ao papel desempenhado pelo esquema da colec¢ao limitada (vide a
parte final da seccao anterior). H4 alguns anos demonstramos que este esquema e o lema
fraco de Konig estdo intimamente ligados. Antes de enunciar o teorema que estabelece
esta ligacao necessitamos de algumas definicoes.

Dada uma férmula A da linguagem de segunda-ordem, com uma varidvel livre distinta
x, denotamos por Tree,,(A;) a seguinte férmula,

VaVy(A(x) ANy Cz — A(y)) AVudzr = uA(zx)

onde “z = u” abrevia “x < uAu < z” (ie., x e u tém o mesmo comprimento). Observe-se
que z é uma varidvel muda na férmula Tree,,(A4,). Seja X uma varidvel de segunda-ordem;
Path(X) é a férmula,

Treeso((z € X)) AVaVy(zr e X Nye X -2 CyVyCx)
O lema fraco de Konig para férmulas limitadas é o esquema
(b, — WKL) Treeq (Az) — IX (Path(X) AVz(z € X — A(x)))

onde A é uma férmula limitada (permitem-se parametros de primeira e segunda ordem) e
X ¢é uma nova varidvel. O seguinte teorema encontra-se em [3]:
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Teorema. Uma asser¢do de primeira-ordem é consequéncia da teoria ¥%-NIA+V4-CA
+EZO—WKL se, e somente se, for consequéncia da teoria de primeira-ordem E?—NIA%—BEZO.

Ora, sob condicdes muito gerais, Buss demonstrou que a adjuncio do esquema BX2_ a
uma teoria limitada nao permite deduzir novas assergoes Iy (vide [4]). Este resultado de
Buss, juntamente com o teorema acima, assegura que a teoria Y¢-NIA4V4-CA+22 -WKL
obedece ao requisito de Sieg no que concerne as fungoes demonstravelmente totais. (De
facto, trabalhamos com uma teoria base ligeiramente mais forte do que X5-NIA +V%-CA, a
que démos o nome de BTFA - uma sigla para “Base Theory for Feasible Analysis”.) Coloca-
se com pertinéncia a questao de saber se BTFA—I—EZO—WKL é um subsistema “significativo”
da analise. Nesta altura apenas podemos adiantar que estamos a trabalhar nesta questao,
nomeadamente no que concerne aos casos do teorema do valor intermédio de Bolzano, do
princfpio da cobertura de Heine-Borel, do teorema de Cantor da continuidade uniforme
e do teorema da existéncia de maximo para funcoes continuas definidas num intervalo
compacto (Weierstrass).
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