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A criacao da teoria dos conjuntos é obra do matematico Georg Cantor
(1845-1918), e nasceu da tentativa de solucionar um problema técnico de
matematica na teoria das séries trigonométricas. Essa tentativa levou Can-
tor a introduzir a nogao de ordinal e, mais tarde, a de cardinal. Cantor
demonstrou teoremas de grande alcance, notavelmente o seu célebre teo-
rema da nao equi-cardinalidade entre um conjunto e o conjunto das suas
partes através dum argumento de diagonalizacao. Neste primeira fase de
desenvolvimento da teoria dos conjuntos, lidava-se intuitivamente com os
conjuntos, tomando-os como agregados arbitrarios de elementos — mesmo
que juntos dum modo intuitivamente artificial — que tanto podiam ser em
nimero finito como em nuimero infinito. Cada conjunto constituia um ob-
jecto tnico, bem determinado pelos seus elementos (veja-se o Axioma da
Extensionalidade: dados conjuntos z e y, se x e y tém exactamente os mes-
mos elementos, entdao x = y ) e do mesmo género dos seus constituintes (um
conjunto pode, por sua vez, ser um elemento de outro conjunto). O desen-
volvimento da noc¢ao de conjunto veio a revelar-se duma tal maleabilidade e
eficicia que acomodou as construgoes matematicas entdao conhecidas e, in-
clusivamente, providenciou novas construcoes. Estes feitos vieram natural-
mente ao encontro duma clarificagao conceptual da matematica, ja em curso
com — por exemplo — a substituicdo da noc¢ao problematica de infinitesimal
pela nocgao rigorosa de limite devida a Karl Weierstrass. Finalmente, mas
nao menos importante, a teoria dos conjuntos constitui um enquadramento

“Este papel é uma expansao e adaptagao da entrada “Teoria dos Conjuntos” da Enci-
clopédia Filosdfica de Linguagem, Légica e Pensamento, editada por Jodo Branquinho e
Desidério Murcho (a aparecer). Fomos levados a escrever esta versdo para o Boletim para
compartilhar com os colegas matematicos portugueses um pouco da beleza e profundidade
da moderna (e menos moderna) teoria dos conjuntos. Na versdo que aqui apresentamos,
omitimos as referéncias a outras entradas da Enciclopédia — adaptando o texto quando
necessario — e inserimos discussoes sobre grandes cardinais e teoria descritiva dos conjun-
tos as quais, nao sendo adequadas ao ptublico da Enciclopédia, julgamos ser interessantes
para os leitores deste Boletim.
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para a unificacdo das vérias disciplinas da matemética (dlgebra, geometria,
andlise, etc.). Podemos, pois, dizer que a maleabilidade das construgoes
da teoria dos conjuntos, o seu contributo para a clarificagdo conceptual e
para a unificacao da matematica e, por fim, a teoria do infinito de Cantor
— hoje amplamente aceite, ou pelo menos admirada — contribuiram para a
progressiva aceitacao da teoria de conjuntos.

A principal maneira de formar um conjunto é através duma propriedade:
esta individua como conjunto o agregado das entidades que a possuem. Eo
chamado Principio da Abstracgdao. Na viragem para o século XX, descobriu-
se que o uso irrestrito deste principio origina paradoxos, como é o caso do
paradoxo de Russell, do paradoxo de Cantor, ou do paradoxo de Burali-Forti.
O aparecimento destes paradoxos poe fim a uma fase ingénua de desenvolvi-
mento da teoria dos conjuntos e da inicio a uma busca dos principios que
subjazem a formagao de conjuntos.

As duas primeiras tentativas sistemaéticas de axiomatizacao da teoria dos
conjuntos devem-se a Bertrand Russell e a Ernst Zermelo. A tentativa de
Russell baseia-se na suposicdo de que os paradoxos sao fruto de violagoes
do Principio do Circulo Vicioso e que, para as evitar, é mister distinguir-se
duma forma sistemadtica vérios tipos lgicos (o que deu origem a Teoria dos
Tipos). Deve, no entanto, apontar-se que a teoria dos tipos de Russell nao é,
literalmente, uma teoria de conjuntos: é antes uma teoria logica de fungoes
proposicionais. A ideia da teoria de Zermelo é totalmente diferente: é a de
que os paradoxos surgem por que se admitem agregados demasiado grandes
(uma ideia similar também ocorreu a Russell em 1906). Modernamente, a
teoria de Zermelo formula-se na linguagem do Célculo de Predicados com
igualdade munida de um simbolo relacional binério nao légico € (o simbolo
de pertenca), cuja interpretagao intuitiva é “ser elemento de”. A teoria de
Zermelo-Fraenkel ZF é hoje amplamente aceite pelos especialistas da teoria
dos conjuntos. Antes de passar a descrever com um certo detalhe esta teoria
(e outras a ela associadas), queremos brevemente mencionar a existéncia de
mais quatro teorias dos conjuntos. Duas delas, NBG e MK, sao extensoes de
ZF especialmente fabricadas para admitir colecgoes grandes — as classes. As
outras duas, devidas a Willard Quine, nao sao extensoes de ZF e, nas suas
raizes, baseiam-se ainda na intuicao original de Russell no que diz respeito
ao papel do Principio do Circulo Vicioso. Sobre estas duas iltimas teorias,
NF (New Foundations) e ML aplica-se exemplarmente o seguinte comentario
de Russell: “nem o mais inteligente dos légicos teria pensado nelas se nao
soubesse das contradicoes”.

A pedra de toque da axiomatica de Zermelo de 1908 é o Axioma de
Separagao (Aussonderungsariom). Este axioma é, na formulagdo moderna,
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um axioma esquema:
VwIyVe(z € y < (m(x) ANz € w))

onde 7(z) é uma férmula da linguagem na qual a varidvel y nao ocorre
livre. Este esquema de axiomas (um para cada férmula 7) diz-nos que
dado um conjunto w e uma férmula 7, é possivel separar os elementos de
w em dois conjuntos — no conjunto dos elementos de w que satisfazem
e no conjunto dos elementos de w que nao satisfazem 7 (esta ultima parte
obtem-se da formulacao acima com a férmula -7 em vez de 7). Ao contrario
do principio da abstraccao que leva a contradigoes, o Aussonderungsaxiom
evita as contradigoes conhecidas ao limitar a prior: por um conjunto dado
w o tamanho do conjunto y a formar. E claro que o Axioma da Separacao
s6 é eficaz se houver muitos destes conjuntos w para comecar, ou seja, s
temos realmente uma teoria de conjuntos digna desse nome se assegurarmos
a existéncia dum suprimento razodvel de conjuntos & partida e modos de
formar conjuntos. E esse o papel dos chamados axiomas de existéncia de
ZF. Sao eles os seguintes:

3. Axioma dos Pares: VaVy3z(z € z Ay € 2)
4. Axioma da Unido: VzIyVz(Fw(w € z Az € w) = 2z € y)
5. Axioma das Partes: VxIyVz(z Cx = z € y)

6. Axioma do Infinito: 3z(0 € x AVy(y € 2 = y U {y} € z))

Os axiomas 1 e 2, conspicuos pela sua auséncia, sao respectivamente o
Axioma de Extensionalidade e o Aussonderungsaxiom. Por motivos técnicos,
consideramos também um axioma 0, de existéncia do conjunto vazio: o axi-
oma ‘JzVy(y ¢ z)’. A leitura dos axiomas 3, 4 e 5 é simples: eles permitem-
nos, respectivamente, formar (com a ajuda do Axioma da Separacdo) os
conjuntos {x,y}, Jz e P(z). O Axioma do Infinito permite-nos formar o
conjunto w dos nimeros naturais.

Em 1922, Thoralf Skolem e Abraham Fraenkel (independentemente) pro-
puseram um novo axioma esquema, denominado Axzioma Esquema da Sub-
stituicdo. Dada uma férmula ¢(z,y) da linguagem da teoria dos conjuntos
e um conjunto w, dizemos que a férmula ¢(x,y) tem cardcter funcional em
w se, para qualquer elemento x € w, existir um e um s6 elemento y tal que
¢(x,y) vale. O Axioma da Sustituigdo diz-nos que, neste caso, podemos
constituir como conjunto a coleccao dos elementos y para os quais existe
x € w tal que ¢(x,y) vale. Simbolicamente, para cada féormula ¢(z,y) da



32 Fernando Ferreira

linguagem da teoria dos conjuntos na qual a varidvel z nao ocorre livre,
tem-se o axioma:

2’. Axioma da Substituicio: Vw(Vz € wIly ¢(z,y) = I2Vy(y € z & I €
wd(z,y)))

Tanto Skolem como Fraenkel observaram que, sem este axioma, nao
se pode demonstrar a existéncia dum conjunto de cardinalidade N,. Mais
tarde, John von Neumann (1928) desenvolveu uma teoria dos ordinais us-
ando a saciedade o Axioma da Substituigao (sem este axioma nao é possivel
construir o ordinal de von Neumann w + w, nem é possivel mostrar que toda
a boa-ordem ¢é isomorfa a um ordinal). Na teoria dos ordinais de von Neu-
mann, um ordinal « é igual ao conjunto dos seus predecessores e a relagao
de ordem entre ordinais é a relacdo de pertenca. Finalmente, na presenca
do Axioma da Substituigao o Aussonderungsaxiom é redundante (deve, con-
tudo, observar-se que isto nao é o caso para certas formulagoes alternativas
do Axioma da Substituigao).

A axiomadtica da teoria dos conjuntos ZF (de Zermelo-Fraenkel) consiste
nos axiomas 0, 1, 2’, 3, 4, 5, 6 e no seguinte axioma, denominado de Axioma
da Fundacao (Fundierungsaziom):

7. Axioma da Fundagao: Vz(x # 0 = Jy(y € z A—3z(z € z A z € y)))

Este axioma aparece num trabalho de Zermelo de 1930 e baseia-se em
ideias anteriores de von Neumann (1928) e Dimitry Mirimanoff (1917). O
Axioma da Fundacao espelha fielmente a chamada concepgdo iterativa dos
conjuntos. De acordo com esta concepc¢ao, um conjunto é uma coleccao que
aparece nalguma das seguintes etapas. A etapa 0 é formada pelo conjunto
dos atomos ou protoelementos (“Urelemente”). A etapa 1 contém os pro-
toelementos (as etapas acumulam) e todos os conjuntos de protoelementos.
Por exemplo, se houverem dois protoelementos a e b, a etapa zero é o con-
junto {a,b} e a etapa 1 é o conjunto {a,b, 0, {a},{b},{a,b}}. Se ndo houver
protoelementos, a etapa 0 reduz-se ao conjunto vazio e a etapa 1 ao conjunto
{0}. A etapa 2 é constituida pelos elementos da etapa 1 e por todos os con-
juntos formados com estes elementos. E assim sucessivamente. Para cada
numero natural temos definido um conjunto FE,, das entidades formados até
a etapa n. A seguir a todas as etapas indexadas pelos nimeros naturais,
define-se a etapa F,, que consiste na reuniao de todas estas etapas, i.e.,

m:Uﬂp
n
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E continuamos, definindo-se a etapa E,11 como aquela cujos elementos sao
os da etapa anterior (a etapa E,) em reuniao com todos os seus subcon-
juntos; depois veéem as etapas E,i2, E,t3, etc, Eutw, Eotwt1, --. Va-
mos tentar ser um pouco mais sistematicos. Para além da etapa inicial —
a dos protoelementos — ha dois principios geradores de etapas. O primeiro
principio diz que existe uma etapa imediatamente a seguir a uma dada etapa
e que esta ultima se obtém da precedente juntando aos seus elementos os
conjuntos que se podem formar com esses elementos. O segundo principio
permite passar dum segmento inicial de etapas sem maximo, previamente
formado, para a etapa que lhe vem imediatamente a seguir — a qual consiste
na uniao de todas as etapas anteriores.

A concepcao iterativa dos conjuntos — em que estes sdo as colecgoes
que aparecem, mais cedo ou mais tarde, numa das etapas atras descritas
— é menos simples que a concepgao ingénua — ligada ao uso irrestrito do
principio da abstragao — mas, ao contrario desta, evita os paradoxos con-
hecidos. A concepgao iterativa pode espelhar-se formalmente na teoria ZF:
nesta formalizacao, os indices das etapas sao os niimeros ordinais e as etapas
(denotadas frequentemente por V,,) definem-se por Recorréncia Transfinita:

1. Vo =0
2. Vo1 = P(Vy);

3. Dado o um ordinal limite, V,, = Jy ., V.

(Demonstra-se que V, C V,41 e que, portanto, esta hierarquia é cumu-
lativa.) O Fundierungsaziom é, na presenga dos restantes axiomas de ZF,
equivalente a dizer que todo o conjunto estd nalgum V,,, para algum ordinal
«. Simbolicamente:

Veda(z € V,).

A teoria ZF é uma teoria pura de conjuntos, ao passo que a axiomatica
de Zermelo de 1908 permitia a existéncia protoelementos. Por outro lado,
Zermelo também incluiu outro axioma de existéncia na sua axiomatica: o
denominado Axioma da Escolha. A existéncia ou ndo de protoelementos nao
levanta problemas conceptuais de maior, ao contrario do Axioma da Escolha
que é polémico pelo seu caracter nao construtivista. Modernamente, se
quisermos incluir o Axioma da Escolha numa teoria de conjuntos é costume
notacional juntar a sua sigla a letra “C”(de choice): a teoria ZFC é a teoria
ZF com o Axioma da Escolha.

Em 1938, Kurt Godel demonstra a consisténcia relativa do Axioma da
Escolha e da Hipétese do Continuo (HC). Godel define, por recorréncia
transfinita, a denominada hierarquia dos conjuntos construtiveis:
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1. Lo=10
2. Lay1 = D(Ly)
3. Dado o um ordinal limite, Lo = Uy, L

onde D(X) é uma nogao técnica de definibilidade: D(X) é o conjunto dos
subconjuntos de X que sao definiveis com parametros em X por uma férmula
da linguagem da teoria dos conjuntos (relativizada a X). A classe,

L:ULQ

denomina-se universo dos conjuntos construtiveis. Godel mostrou que L
satisfaz todos os axiomas de ZF, i.e., L é um modelo (denominado, tecni-
camente, de interno) da teoria dos conjuntos ZF. Mais precisamente, Godel
mostrou que as relativizagées dos axiomas da teoria dos conjuntos ZF a
L (i.e., substituindo-se sistematicamente nos axiomas as quantificacoes Vz
e Jx por, respectivamente, Vo € L e dx € L) sao demonstraveis em ZF.
Adicionalmente, as relativizagoes do Axioma da Escolha e da Hipétese Gen-
eralizada do Continuo também se demonstram em ZF. E este o cerne das
demonstragoes de consisténcia de Godel.

A construcao de Godel mostra, mais fortemente, que o Azioma da Cons-
trutibilidade (denotado na literatura pela sigla V = L),

Vz3a(x € Ly)

é consistente relativamente a ZF. Este resultado deve-se ao facto da definigao
de L ser absoluta em qualquer modelo interno, i.e., se interpretarmos a
definicao de L num modelo interno W obtemos uma classe Ly C W que
coincide com L. Em particular, Ly = L, i.e., o Axioma da Construtibilidade
vale em L. (Um exemplo duma nogao nao absoluta é a nogao ”ser cardinal”.
E possivel que um ordinal seja um cardinal em L sem que o seja no universo,
pois o universo pode conter bijecgoes que nao estao em L.)

O Axioma da Construtibilidade veio esclarecer parcialmente algumas
questoes pendentes em Teoria Descritiva dos Conjuntos, a disciplina da teo-
ria dos conjuntos que se debruca sobre conjuntos de niimeros reais e fungoes
reais de variavel real que se podem definir de modo “explicito”. Nao estare-
mos muito longe da verdade se dissermos que a disciplina da teoria descritiva
dos conjuntos se fundou em 1905 com a meméria de Henri Lebesgue Sur les
fonctions représentables analytiquement. Nesta memoria encontram-se dois
resultados notaveis. Primeiro, o de que a hierarquia de Borel é uma hier-
arquia prépria (Lebesgue nao formulou exactamente assim o resultado, mas
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para a nossa discussao isso pouco importa). Os conjuntos Borelianos (viz.,
os conjuntos da menor o-dlgebra nos reais que contém os conjuntos abertos)
podem classicar-se através duma hierarquia indexada nos ordinais contaveis
(ndo nulos):

1. 2¢={X CR: X é aberto};

2. M0 ={XCR:R\ X €X%};

3.9, ={X CR: X =2, X, onde cada X,, € II{, };
4. Dado o um ordinal limite, £% = J,, 9.

A famfilia dos conjuntos fechados é a familia I1Y, enquanto que os conjun-
tos X9 e Iy sdo também conhecidos por conjuntos F, e G, respectivamente.
O resultado de Lebesgue é o de que se @ < (3 sdo ordinais contaveis (nao
nulos), entdo XY estd contido propriamente em E%. Este é o primeiro re-
sultado duma longa lista de resultados de hierarquia — peculiares a légica
matematica, a teoria dos conjuntos e a outras disciplinas da matematica —
tendo sido obtido por meio dum uso engenhoso das técnicas de enumeragao
e diagonalizagao de Cantor. O segundo resultado de Lebesgue — e correspon-
dente demonstragao — também é seminal em teoria descritiva dos conjuntos.
Lebesgue define explicitamente um conjunto que é mensurdvel a Lebesgue
mas que nao é Boreliano. Nessa definicao, Lebesgue encara pela primeira vez
os numeros reais como “codificagoes” de outros objectos, nomeadamente de
ordens bem-fundadas. Esta manobra antecipa um método de demonstracao
que entretanto se tornou muito importante em légica matemaética e teoria
dos conjuntos.

A memoria de Lebesgue também contém um erro famoso, descoberto dez
anos mais tarde por Mikhail Suslin, um jovem estudante de Nikolai Luzin em
Moscovo. O erro estd num lema que afirma um conjunto de niimeros reais
que é projeccao dum Boreliano do plano é, também ele, Boreliano. Suslin
chamou conjuntos analiticos aos conjuntos que sao projecgoes de conjuntos
Borelianos (de facto, toda a imagem continua dum Boreliano é um conjunto
analitico). Rapidamente, Suslin demonstra as propriedades essenciais dos
conjuntos analiticos. Por exemplo, os conjuntos analiticos sao mensuraveis
a Lebesgue (anteriormente, em 1905, Vitali tinha mostrado que havia con-
juntos nao mensuraveis a Lebesgue — Vitali ndo definiu explicitamente um tal
conjunto, antes utilizou o Axioma da Escolha para provar a sua existéncia).
Também, a familia dos conjuntos analiticos tem a propriedade do subcon-
junto perfeito, i.e., todo o conjunto analitico infinito nao numeravel contém
um subconjunto perfeito (um conjunto de nimeros reais diz-se perfeito se
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for ndo vazio e coincidir com o conjunto dos seus pontos de acumulagao). A
nogao de conjunto perfeito tinha sido definida por Cantor no ambito do seu
programa (falhado e, hoje sabemos, impossivel) de demonstrar a HipGtese
do Continuo. Com efeito, Cantor mostrara que os conjuntos perfeitos tém a
cardinalidade do continuo. Assim, se se pudesse demonstrar que todo o sub-
conjunto infinito nao numeravel de reais continha um subconjunto perfeito,
entao a Hipotese do Continuo seria verdadeira. O préprio Cantor demon-
strou em 1884 que a familia dos conjuntos fechados tem a propriedade do
subconjunto perfeito (bastante mais tarde, em 1916, outro estudante de
Lusin, Pavel Aleksandrov, estende este resultado a familia dos conjuntos
Borelianos). Nao obstante, em 1908, Felix Bernstein mostra que existem
conjuntos infinitos nao numeraveis sem nenhum subconjunto perfeito. O
exemplo de Bernstein, tal como o de Vitali, nao era explicito, antes provinha
duma aplicacdo do Axioma da Escolha. Naturalmente, poe-se a questao de
saber se os contraexemplos de Vitali e Bernstein poderiam ou nao surgir em
conjuntos definidos “explicitamente”. Doutro modo: serd que os subconjun-
tos de numeros reais definidos de forma “explicita’tém boas propriedades
de regularidade, i.e., sao mensuraveis a Lebesgue e tém a propriedade do
subconjunto perfeito? O resultado de Suslin mostra que a familia dos con-
juntos analiticos (que inclui propriamente a familia dos Borelianos) tem estas
propriedades de regularidade. E o que se passa com a familia dos conjun-
tos co-analiticos (i.e., conjuntos complementares de conjuntos analiticos)?
Claro que também é constituida por conjuntos mensuraveis a Lebesgue.
Apesar de muito esforgo, Luzin e Suslin (que entretanto falece em 1925 de
tifo, aos vinte e cinco anos) nao conseguem mostrar que a familia dos con-
juntos co-analiticos tem a propriedade do subconjunto perfeito. Nem tao
pouco se sabia se as projecgoes de conjuntos co-analiticos eram mensuraveis
a Lebesgue.

Em 1925, Luzin e Sierpinski (independentemente) definem e estudam a
familia dos conjuntos projectivos: um subconjunto dos nimeros reais diz-se
projectivo se se obtém a partir dos conjuntos Borelianos de R"™ por meio de
aplicacoes repetidas das operacoes de complementagdao e de projeccao. A
familia dos conjuntos projectivos de R™ estrutura-se numa hierarquia nat-
ural: um conjunto diz-se 2(1) se for Boreliano, diz-se II. se for o comple-
mentar dum conjunto XL, e diz-se X! 41 se for a projecao dum conjunto
em I1.. Assim, os conjuntos analiticos sdo os conjuntos X1, os co-analfticos
sao os I1} e as projeccoes destes tltimos constituem a familia ¥1. Adap-
tando o argumento de enumeracao e diagonalizagao de Lebesgue de 1905,
Luzin e Sierpinski demonstram que a hierarquia projectiva é propria. Na
seguinte figura, Al é a intersec¢do das familias X! e ITL (um resultado
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cléssico de Suslin afirma que Al é a famfilia dos conjuntos Borelianos — dito
de outra forma: um conjunto é Boreliano se, e somente se, for simultanea-
mento analitico e co-analitico):

i ) X

T 13 Ty

A hierarquia projectiva

Num papel de 1925, Luzin desabafa a propdsito dos esforcos falhados
em mostrar que a familia I1} tem a propriedade do subconjunto perfeito:
a respeito da familia dos conjuntos projectivos “nao sabemos nem nunca
viremos a saber”’se ela tem a propriedade do subconjunto perfeito, ou se
todos os seus membros sao mensuraveis a Lebesgue. De algum modo, Luzin
tinha razao. Havia como que uma barreira que impedia uma decisao sobre
a propriedade do subconjunto perfeito para a familia IT} e sobre a mensu-
rabilidade & Lebesgue dos conjuntos em Y. A barreira ndo era imagindria,
e tinha raizes l6gicas profundas. Se admitirmos o Axioma da Construtibi-
lidade, o conjunto dos reais pode ser bem-ordenado por uma relacao cuja
complexidade é Al. Deste facto decorre que ha conjuntos A} (e, portanto
h4 conjuntos 1) que ndo sdo mensurédveis & Lebesgue. Com um pouco de
mais trabalho também se conclui de V = L que a familia II} nio tem a
propriedade do conjunto perfeito. E, pois, consistente com ZFC supor que
os conjuntos projectivos nao tém boas propriedades de regularidade. Por
outro lado, desde que se admita a existéncia de um cardinal inacessivel (ver
adiante), também se pode supor consistentemente que os conjuntos projec-
tivos tém as propriedades de regularidade atrds discutidas. Em suma, por si
s0 a axiomatica ZFC nao decide sobre as propriedades de regularidade dos
conjuntos projectivos. Nisto consiste a barreira de Luzin!

O trabalho em teoria dos conjuntos esteve num impasse relativo desde os
resultados de Godel até 1963. Uma ilustracao desse impasse é a descoberta
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por John Sheperdson, no inicio da década de cinquenta, de que o método
dos modelos internos (usado por Godel para demonstrar as consisténcias
relativas do Axioma da Escolha e da Hipdtese do Continuo) nunca pode-
ria providenciar uma demonstracao da independéncia relativa da Hipdtese
do Continuo. Em 1963, um brilhante novo método foi inventado por Paul
Cohen, um novato em teoria dos conjuntos (o seu método valeu-lhe uma
medalha Fields em 1966). Ao contririo do método dos modelos internos
que restringe o universo, o novo método de forcing “expande”o universo.
Esta “expansao”’merece ser comentada, pois poe-se o problema conceptual
de expandir o universo de todos os conjuntos. H4 varias maneiras de tornear
esta dificuldade conceptual. Por exemplo, o que o método do forcing real-
mente faz é obter expansoes de modelos de partes finitas da axiomaética ZF
(a teoria ZF nao demonstra a existéncia de modelos de todos os axiomas de
ZF a menos que seja inconsistente, pois tal implicaria que ZF demonstraria
a sua propria consisténcia, o que contradiz o segundo Teorema da Incom-
pletude de Gédel). Ora, para se obterem resultados de independéncia basta
trabalhar com subconjuntos finitos arbitrarios da axiomatica, pois se uma
asser¢ao é consequéncia dum conjunto de axiomas, entao é consequéncia
duma parte finita desse conjunto.

O método inventado por Cohen revelou-se muito fecundo, pois nao sé
permitiu mostrar a independéncia relativa da Hipdtese do Continuo e do
Axioma da Escolha, como também permitiu responder a uma série de out-
ras questoes de independéncia. Um exemplo notéavel da utilizacao do método
de forcing foi a construgdo em 1965, por parte de Robert Solovay, de um
modelo de ZF em que todo o conjunto de reais é mensuravel a Lebesgue e
tem a propriedade do subconjunto perfeito (supondo que existe um cardinal
inacessivel no universo de partida). Claro que neste modelo falha o Axi-
oma da Escolha, se bem que nele seja verdadeiro o mais fraco Axioma das
Escolhas Dependentes. Sabe-se empiricamente que esta forma de escolha é
suficiente para praticamente toda a analise matemaética em espagos métricos
separdveis. (O Axioma das Escolhas Dependentes diz que se se tiver uma
relagao bindria ¢ tal que para todo z € A existe y € A com x¢y, entao existe
uma sucessao (x), de elementos de A tal que z,¢x, 11, para todo o nimero
natural n.) Pode dizer-se, sem exagero, que um modelo destes é um paraiso
para os analistas! Deve também observar-se que Robert Solovay construiu
o modelo acima mencionado como um submodelo interno dum modelo de
ZFC em que todos os conjuntos projectivos sao mensuraveis a Lebesgue e
tém a propriedade do subconjunto perfeito (donde decorre o resultado de
consisténcia referido ha dois pardgrafos atras).

Se nos colocarmos numa perspectiva meramente dedutivista (“if-thenism”),
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um resultado de independéncia relativa duma assercao diz o seguinte: é
uma questao de gosto ou arbitrio adicionar essa assercao a teoria, ou adi-
cionar a negacao dessa assergao. Assim, (a parte questoes de gosto) se-
ria arbitrario trabalhar na teoria Cantoriana ZFC+HC ou na teoria ndo-
Cantoriana ZFC+—HC. Porém, ja no final da década de quarenta Godel
insurgia-se contra esta posi¢ao. Segundo Godel, a independéncia relativa da
Hipétese do Continuo mostra que a axiomaética ZFC nao descreve comple-
tamente a realidade do universo dos conjuntos. Esta posicdo realista (ou
platonista) de Godel tem moldado a investigagao em teoria dos conjuntos
nas ultimas trés décadas, nomeadamente na consideracao cuidadosa de novos
candidatos a axiomas para a teoria dos conjuntos. Como mais recentemente
disse Donald Martin (1976) “embora os axiomas de ZFC sejam insuficientes
para decidir HC, nao ha nada de sagrado nestes axiomas, e podemos esperar
encontrar novos axiomas ...”. O préprio Godel tinha em mente um deter-
minado tipo de axiomas: os axiomas que postulam a existéncia de cardinais
inacessiveis (ou grandes cardinais).

Um cardinal x diz-se inacessivel se a estrutura (Vj, €) é modelo de ZFC.
Diz-se, neste caso, que o segmento inicial V,; do universo é modelo de ZFC.
H4 dois géneros (interligados) de intuicdo que geralmente sao apresentados
como justificacao destes cardinais. Em primeiro lugar, se aceitamos a teoria
ZFC é por que estamos convencidos de que ela é consistente (ainda que nao
possamos demonstrar a consisténcia de ZFC em ZFC). Sendo assim, seria
natural exigir que houvesse no universo dos conjuntos um modelo de ZFC. A
existéncia dum cardinal inacessivel permite obter tal universo. Em segundo
lugar, um cardinal s é inacessivel se, e somente se,

1. k> Ng;

2. Kk é regqular, i.e., kK nao é a cardinalidade de uma uniao de menos de s
conjuntos, cada qual com menos de x elementos;

3. sempre que A < K, entdo 2* < K.

O cardinal R satisfaz as duas ultimas condices acima. Tendo isto em
conta, podemos encarar a existéncia de um cardinal inacessivel como um
postulado de infinitude (uma generalizagdo natural do Axioma do Infinito).
Os mesmos argumentos permitem inferir que o universo dos conjuntos deve
ter “muitos”cardinais inacessiveis. Por exemplo, se existe um cardinal in-
acessivel, entao esta assercao deveria ser valida num segmento inicial V;
do universo e, por consequéncia, haveriam dois cardinais inacessiveis k e
7. Iterando o argumento, chegamos a conclusao que o nimero de cardinais
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inacessiveis é infinito. Por sua vez, esta asser¢ao deveria ser verdadeira num
certo segmento inicial do universo, etc.

A existéncia dum cardinal inacessivel (ou de dois, ou de um nimero
infinito, ou mesmo de um numero inacessivel de cardinais inacessiveis) é
compativel com o Axioma da Construtibilidade (no seguinte sentido: se ex-
istir um cardinal inacessivel k no universo, entdo x ainda é um cardinal
inacessivel em L). Um cardinal infinito ndo-numeravel x diz-se mensurdvel
se existir um ultrafiltro nao principal k-completo em x (um ultrafiltro diz-se
k-completo se a interseccao de menos que k-elementos do ultrafiltro ainda
¢ um elemento do ultrafiltro). A existéncia de tal ultrafiltro é equivalente
a existéncia de uma medida bindria (i.e., que toma os valores 0 ou 1) nao
trivial e k-aditiva no conjunto das partes de £ (um conjunto tem medida
1 se, e somente se, esse conjunto estd no ultrafiltro). Os cardinais men-
suraveis sao inacessiveis. Alids, sao muito maiores que o primeiro cardinal
inacessivel — um cardinal mensuravel x é, por exemplo, o k-ésimo cardinal
inacessivel. Mas mais importante do que a enorme “altura”do universo na
presenca de um cardinal mensuravel, é o facto da existéncia de um cardinal
mensuravel “alargar”o universo. Com efeito, no final dos anos cinquenta,
Dana Scott demonstra que o Axioma da Construtibilidade é incompativel
com a existéncia dum cardinal mensuravel. Para demonstrar este resultado,
Scott utilizou a seguinte caracterizagao alternativa de mensurabilidade: um
cardinal k é mensurdvel se, e somente se, existe uma classe M e uma (classe)
fungao m tal que:

1. M é modelo interno de ZFC;

2. m:V — M é uma imersdo elementar (ou seja, ¢(x1,...,zy) é ver-
dadeira no universo se, e somente se, ¢(m(z1),...,m(xy,)) é verdadeira
em M).

3. k é 0 ponto critico de w (i.e., m(A\) = X para A < k e (k) > K).

Scott raciocinou do seguinte modo. Suponhamos, por absurdo, que x é
o menor cardinal mensuravel e que V = L. Esta tultima hipdtese implica
que o tnico modelo interno de ZFC é L. Logo V =L = M. Como 7 é
uma imersao elementar entao em M ¢é verdade que 7(k) é o menor cardinal
mensuravel (aplica-se o ponto 2 a férmula “z é um cardinal mensuravel”.
Como M é o universo inteiro, (k) é realmente o menor cardinal mensurével.
Isto é absurdo, pois (k) > k.

Mais tarde (1969), Solovay demonstrou que a existéncia dum cardinal
mensuravel implica que a familia ¥} tem a propriedade do subconjunto per-
feito (em particular, II} também a tem) e que todo o membro desta familia



Teoria dos Conjuntos: uma Vista 41

é mensuravel a Lebesgue. Observe-se que este resultado de Solovay nao
¢ um mero resultado de consisténcia: ele nao diz apenas que na presenca
de cardinais mensuraveis é consistente supor que as propriedade de regu-
laridade atrds mencionadas sdo validas para a familia ¥3. Ele afirma que
as propriedades de regularidade em questao sao consequéncia logica da ex-
isténcia dum cardinal mensurdvel. Assim, o Axioma da Construtibilidade
e a existéncia de cardinais mensuraveis tém consequéncias para o continuo
real, mas consequéncias diferentes! H4 nesta altura uma bifurcacido impor-
tante em teoria dos conjuntos. Por um lado, temos o Axioma da Constru-
tibilidade, o qual evita suposicoes de existéncia supérfluas. Este axioma é
filosoficamente atraente para os adeptos da “navalha de Ockham”. Por outro
lado, hé o postulado da existéncia de cardinais mensuraveis, o qual alarga
o universo. Este dltimo axioma ¢ filoséficamente atraente para aqueles que
acham que o universo deve conter “tantos conjuntos quanto for possivel”.
Qual o caminho a escolher? O “mainstream”da teoria dos conjuntos opta
pela segunda hipétese (iremos adiante ver razoes para tal). Ronald Jensen
simpatiza com o Axioma da Construtibilidade e vé na bifurcacao “construti-
bilidade versus mensurabilidade” a manifestacao de um antigo conflito entre
dois pontos de vista — quase que entre dois estados emocionais — que sempre
existiram em matemética: o ponto de vista aritmético (representado pelos
aderentes da construtibilidade) e o ponto de vista geométrico (representado
pelos aderentes da mensurabilidade).

Gustav Dirichlet descreve exemplarmente a visdo aritmética da matematica
com a seguinte frase: “todo o teorema da algebra e da analise superior, por
mais remoto que seja, pode ser expresso como um teorema acerca de nimeros
naturais”. Claro que se aceitarmos a teoria dos conjuntos, entao somos obri-
gados a abandonar a visao aritmética da matemadtica tal como Dirichlet a
descreve, pois Cantor mostrou que hé mais niimeros reais que nimeros nat-
urais. Nao obstante, podemos ver os nimeros ordinais como uma extensao
natural do conceito de ser niimero natural e, neste caso, o Axioma da Cons-
trutibilidade afirma que — num certo sentido — o universo dos conjuntos se
reduz ultimamente aos ordinais através de defini¢cGes apropriadas. Assim,
o axioma V = L pode ser visto como subscrevendo a visao aritmética da
matematica. Por sua vez, o ponto de vista geométrico encara o continuum
real como uma vastidao imensa, cujos membros nao podem ser encapsulados
totalmente por nenhum principio gerador. Para cada principio gerador de
reais, ha sempre um real que lhe escapa. Na presenca dum cardinal men-
suravel, nao s6 o universo nao se esgota em L como de facto L NR # R,
i.e., ha nimeros reais que nao sao construtiveis. (Utilizando teoria de con-
juntos muito dificil, Haim Gaifman e Jack Silver demonstraram na segunda
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metade dos anos sessenta que, na presenca dum cardinal mensuravel, L N R
é numerdvel.) Meu caro leitor, para que lado é que pende nesta disputa?

O “mainstream”em teoria dos conjuntos nao se fica somente pela existén-
cia de cardinais mensurdveis. Como observamos, um cardinal k é mensuravel
se, e somente se, existir um modelo interno M e uma (classe) fungao 7 que
satisfaga as condicoes 1, 2 e 3 acima. Chamamos a k o cardinal associado a
imersao elementar . Um cardinal associado a uma imersao do tipo discutido
é tanto mais poderoso quanto mais parecido M for com o universo V de
todos os conjuntos. Nao se pode, porém, exigir que M seja igual a V: em
1971, Kenneth Kunen mostrou que tal é contraditério. Um cardinal diz-se
superforte se estiver associado a uma imersao elementar m que satisfaz os
trés pontos acima e tal que V() € M. Que se saiba, este axioma nao leva
a contradicoes ... Ultimamente, os cardinais superfortes tém desempenhado
um papel importante em teoria dos conjuntos devido as suas conexoes com
um novo tipo de axiomas, denominados de axiomas de determinacao.

O Axioma de Determinagao foi introduzido em 1962 por Jan Mycielsky
e Hugo Steinhaus. Para o melhor motivar, fixemos um niimero natural n e
consideremos X um conjunto de sequéncias binérias (i.e., de zeros e uns) de
comprimento n. Vamos descrever um jogo G% entre dois jogadores I e II: os
jogadores escolhem alternadamente 0 ou 1 e a iniciativa pertence ao jogador
I. No caso de n ser par o jogo tem o seguinte aspecto:

I escolhe sg S9 T
IT escolhe s1 Ss3 ... Sp—1

Diz-se que I ganha o jogo G% se a sequéncia resultante,
505,51,52,83,.-.5,8—-2,8Sn—1

estiver em X. Caso contrario, é o jogador II que ganha. Diz-se que o jogador
I tem uma estratégia vencedora para o jogo G% se ha zo (0 ou 1) tal que
para qualquer escolha x; de II, ha x3 tal que para qualquer escolha x4 de
II, ..., etc. a sequéncia xg, x1,x3,T4,...,Tn—1 estd em X. Le., se:

(1) drgVridxoVes . .. Elxn_QVa:n_l(xk)k<n e X

Analogamente, diz-se que o jogador II tem uma estratégia vencedora para o
jogo Gx se:

(2) VaodxVaodxs ... Ve, _o3x,—1 (k) ken € X

Observe-se que as assercoes (1) e (2) sdo a negacao uma da outra. Conclusao:

ou o jogador I tem uma estratégia vencedora para o jogo G%, ou o jogador
IT tem uma estratégia vencedora para o jogo G%.
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Seja agora X um conjunto de sucessoes (“sequéncias infinitas”ou “w-
sequéncias”) bindrias. Neste caso o jogo Gx tem um numero infinito de
jogadas:

I escolhe sg So .. Sp—9
II escolhe s1 s3 ... Sn—1

De maneira andloga ao caso finito, I ganha se a sucessao alternada de
jogadas (Sk)gew estiver em X. Caso contrario ganha II. H4 uma maneira
formal de definir estratégia vencedora para I e estratégia vencedora para II
que segue os tragos intuitivos do caso finito. Observe-se, no entanto, que no
caso infinito nao se pode formular o conceito de estratégia vencedora através
duma sequéncia alternada de quantificagoes existenciais e universais, pois tal
sequéncia € infinita e, portanto, nao constitui uma férmula da linguagem da
teoria dos conjuntos. Em particular, ndao se pode argumentar como no caso
finito para mostrar que ou I tem uma estratégia vencedora ou II tem. Nesta
conformidade, diz-se que o conjunto X é determinado se no jogo Gx algum
dos jogadores tem uma estratégia vencedora.

O Axioma da Determinagdo é a assercao de que todo o conjunto X
de sucessoes bindrias é determinado. Este axioma implica que todo o con-
junto de ntimeros reais é mensuréavel & Lebesgue (Jan Mycielski e Stanislaw
Swierczkowski em 1964) e tem a propriedade do subconjunto perfeito (Mor-
ton Davis, também em 1964). No entanto, ele é incompativel com o Axioma
da Escolha, pelo que para muitos é inaceitdvel (Yiannis Moschovakis no
seu tratado Descriptive Set Theory de 1980, classifica o Axioma da De-
terminagao de “blatantly false”). Tal nao impede que formas mais fracas
do Axioma da Determinacao nao possam ser compativeis com o Axioma da
Escolha e, ainda assim, ter muitas consequéncias desejaveis. Uma destas for-
mas é o denominado Axioma da Determinagao Projectiva (cuja sigla é PD).
Cada sucessao de zeros e uns pode considerar-se um elemento do espaco de
Cantor (e vice-versa), i.e., do subconjunto do intervalo unitario obtido pela
remocao consecutiva dos intervalos abertos tercos centrais que vao sucessi-
vamente restando. PD é (equivalente a) a asser¢ao de que todo o conjunto
projectivo do espaco de Cantor é determinado. Acontece que PD implica
que todo o conjunto projectivo é mensuravel a Lebesgue e tem a propriedade
do subconjunto perfeito. Mais fortemente, nos finais da década de sessenta e
durante a década de setenta, os trabalhos de Alexander Kechris, Moschovakis
e outros mostraram que os métodos mais profundos de Lusin e Sierpinski
em teoria descritiva dos conjuntos se podem generalizar e estender a toda
a hierarquia projectiva na presenca de PD. Por sua vez, em 1975, Martin
demonstrou em ZFC o dificil teorema de que todo o conjunto Boreliano é
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determinado (curiosamente, a demonstracao deste teorema faz uso essencial
do Axioma da Substituigao). Em 1978, no Handbook of Mathematical Logic,
Martin escreve as seguintes linhas:

E PD verdadeiro? Nao é, certamente, auto-evidente. Alguns investi-
gadores de teoria dos conjuntos consideram os axiomas dos cardinais
inacessiveis auto-evidentes, ou pelo menos que se seguem de principios
a priori que sao consequéncia do conceito de conjunto. Formas fra-
cas de PD (...) s@o consequéncia de certos axiomas de cardinais in-
acessiveis. E mesmo possivel que PD seja consequéncia de cardinais
inacessiveis, mas isso ainda nao foi demonstrado.

O autor considera PD uma hipétese com estatuto similar as hipéteses
tedricas da fisica. Tém-se produzido trés tipos de evidéncia quase-
empirica para PD.

(1) O mero facto de ainda nao se ter refutado uma assergao tao
poderosa constitui alguma evidéncia para a sua verdade. (2) Alguns
casos particulares de PD foram verificados (...). (3) As consequéncias
de PD no dominio da teoria descritiva dos conjuntos sao tao plausiveis
e coerentes que elas dao plausibilidade ao principio que as implica.

Quando Martin escreveu estas linhas, o estudo da exacta relacao en-
tre cardinais inacessiveis e postulados de determinacao encontrava-se num
impasse. A primeira indicacdo de que os cardinais inacessiveis estavam rela-
cionados com postulados de determinacao tinha surgido na segunda metade
dos anos sessenta: consistiu num resultado de Solovay a demonstrar que PD
implica a existéncia dum modelo interno com um cardinal mensuravel. Tal
resultado mostra que PD é uma assercao muito poderosa, pois implica a con-
sisténcia da existéncia dum cardinal mensuravel em ZFC. Em 1970, Martin
demonstra que a existéncia dum cardinal mensuravel implica que os conjun-
tos IT} sdo determinados. Durante os dez anos seguintes foi feito um esforgo
consideravel para deduzir a partir da existéncia de grandes cardinais que
os conjuntos I sdo determinados. Sem sucesso. Depois de algumas falsas
partidas e volte-faces surpreendentes (em que intervieram Martin, Matthew
Foreman, Menachem Magidor, Saharon Shelah e Hugh Woodin), no final
dos anos oitenta Martin e John Steel demonstram que PD é consequéncia
da existéncia dum cardinal superforte. Hoje em dia, a construcao de mode-
los internos “naturais”em que “grandes”cardinais existem é um assunto em
voga em teoria dos conjuntos. Recentemente (1994), Woodin escreveu:

Ha escassa evidéncia a priori de que PD é um axioma plausivel ou
mesmo de que é consistente. No entanto, a teoria que se segue de PD
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é tao rica que, a posteriori, o axioma é consistente e verdadeiro. Esta
é uma importante ligao. Os axiomas nao necessitam de ser verdadeiros
a priori.

Termino, no entanto, com uma nota baixa. Ao contrario do que Godel
pensava, estas investigagOes nao lancaram uma luz definitiva sobre a Hi-
potese do Continuo. Com efeito, sabe-se que um cardinal superforte nao
decide a Hipétese do Continuo. Como um cardinal superforte implica PD,
decorre que PD néo decide a Hipétese do Continuo. A Hipdtese do Continuo
continua, portanto, a constituir um desafio intrigante ...
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Neste artigo demonstra-se que PD é consequéncia da existéncia dum
cardinal superforte. Finalmente, sobre a histéria dos modelos internos da
teoria dos conjuntos até as tentativas recentes de construir modelos internos
“naturais” para cardinais muito grandes, o leitor deve consultar,

e Jensen, R. 1995: “Inner Models and Large Cardinals”, The Bulletin
of Symbolic Logic, vol. 1, pp. 393-407.



