Cinquentenario da Simulacgao
Computacional em Mecanica Estatistica

I. Os primeiros passos
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1. Introducao

Em Junho de 2003 passaram cinquenta
anos desde a publicagéo, no Journal of
Chemical Physics, do célebre artigo
"Equation of State Calculations by Fast
Computing Machines" da autoria de Ni-
cholas Metropolis, Arianna e Marshall
Rosenbluth, e Augusta e Edward Teller
[1]. Este trabalho marca, historicamen-
te, a entrada definitiva do método de
Monte Carlo e da simulagdo computa-
cional na mecéanica estatistica.

Durante os cinquenta anos da sua exis-
téncia, a simulagao computacional esta-
beleceu-se como um dominio interdisci-
plinar em estreita ligacdo com diversas
areas teoricas e experimentais. Conside-
rando o desenvolvimento do conheci-
mento, cada vez mais refinado, dos
principios cientificos fundamentais e a
producédo acelerada de hardware e soft-
ware computacionais, pode afirmar-se
que a simulagcdo computacional € um
dominio do futuro.

E justo, por conseguinte, que se assina-
le o meio-século de vida da simulagéo
computacional em mecénica estatistica,
recordando o seu nascimento, desen-
volvimento e as aplicagbes mais rele-
vantes. Tanto mais que, em Portugal,
existem grupos de investigacdo que a
utilizam e desenvolvem, ela faz parte
dos curricula de licenciaturas e mestra-
dos, e sao realizados doutoramentos
nesse dominio.

Nos Estados Unidos, em Los Alamos
[2], o berco do nascimento do método
de Monte Carlo, a efeméride foi come-
morada com uma Conferéncia Interna-

cional em Junho de 2003. A Divisdo de
Quimica-Fisica, da Sociedade Portugue-
sa de Quimica, promovera um Coléquio
sobre o tema durante 2003.

Neste artigo, descrevemos o0s primeiros
passos do método de Monte Carlo. Num
proximo artigo, abordaremos o desen-
volvimento e perspectivaremos o futuro
da simulagdo computacional.

2. O nascimento

A simulacdo computacional &, natural-
mente, uma consequéncia directa da
construgdo dos primeiros computadores
electrénicos na década de 1940-50.
Neste contexto, o melhor representante
€ o ENIAC (Electronic Numerical Inte-
grator And Computer) construido em
1946 por J.P. Eckert e J.W. Mauchly na
Universidade da Pensilvania, EUA. Foi
nesta maquina que von Neumann,
Ulam, Metropolis e Frankel realizaram
alguns calculos numéricos estocasticos
sobre a difuséo de neutrbes em proces-
sos nucleares. Numa conferéncia em
Los Alamos, Abril de 1946, eles descre-
veram as potencialidades da maquina e
Ulam sugeriu que a velocidade de cal-
culo desses equipamentos poderia pos-
sibilitar o uso, em larga-escala, de técni-
cas de amostragem estatistica para a
resolugdo de problemas fisicos e mate-
maticos, as quais nao eram mais do que
as precursoras do actual método de
Monte Carlo.

A ideia, contudo, era mais velha! Na ver-
dade, Segre [3] relata: "Eu sei que Fermi
tinha inventado, mas néo designado o
método de Monte Carlo quando, ainda

SILVA FERNANDES*

em Roma, investigava a moderacdo de
neutrdes. Nada publicou sobre o0 assun-
to, mas usou o método para resolver mui-
tos problemas recorrendo a quaisquer
instrumentos de célculo disponiveis, em
particular uma pequena maquina de
somar mecanica". Curiosamente, em
1947, enquanto o ENIAC esteve desacti-
vado, durante a sua transferéncia para a
Universidade de Aberdeen, Maryland,
Enrico Fermi inventou e construiu com P.
King um pequeno computador analégico
para realizar célculos sobre a difusdo de
neutrdes [4].

Estes factos merecem ser recordados,
ndo s6 pelo seu valor histérico, mas
também porque contrastam com uma
atitude actual generalizada, particular-
mente das pessoas mais novas, no que
diz respeito ao material informatico. O
espectacular desenvolvimento de hard-
ware e software e a constante descida
de precos, convida a que se desprezem,
da noite para o dia, maquinas em con-
digdes ainda optimas para a realizagcdo
de calculos cientificos. Maquinas que
teriam feito as delicias de Enrico Fermi!
Quantos "cemitérios" de material infor-
matico se evitariam se esses processa-
dores fossem utilizados para constituir
"clusters" de alto desempenho. E quan-
tos resultados originais se produziriam,
a baixo custo, desde o momento que
nao faltassem as ideias que os compu-
tadores ndo podem, de todo, formalizar.

Quanto ao nome "Monte Carlo" parece
ter sido Metropolis [4] o primeiro a pen-
sar nele numa conversa com Ulam, em
1947, sobre as técnicas estocasticas
para o estudo da difusédo de neutrdes. O
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nome surge, pela primeira vez, no titulo
de um artigo de Metropolis e Ulam [5]
em 1949.

Seria injusto, contudo, ndo destacar o
papel crucial de von Neumann neste
contexto. John von Neumann, nascido
na Hungria, foi uma das mentes mais
brilhantes e rapidas do século XX. Aos
seis anos de idade dividia, mentalmen-
te, nimeros com oito algarismos e fala-
va com o Pai em grego antigo. Aos vinte
e seis anos langou os fundamentos rigo-
rosos da mecanica quantica, com base
no conceito de espaco de Hilbert [6]. No
inicio dos anos 30 estabeleceu-se defi-
nitivamente nos Estados Unidos e foi,
juntamente com Albert Einstein, um dos
primeiros residentes do reputado Insti-
tuto de Estudos Avancados de Prince-
ton, criado em 1933. As suas contribui-
coes estendem-se desde a matematica
e fisica até a ciéncia dos computadores,
robética e autématos celulares. Foi ele
que implementou a ideia de "programa
residente", isto €, a maquina ser contro-
lada por software interno e ndo, como
no caso do ENIAC, por um processo ex-
terno e complicado de ligacdes por
hardware. Embora a origem da ideia
seja obscura (ndo se sabe exactamente
se foi dele, dos construtores do ENIAC,
Eckert e Mauchly, ou do matematico in-
glés Alan Turing, o qual introduziu o
conceito de "méaquina de Turing", a base
formal dos computadores) parece nao
restarem duvidas que foi von Neumann
que a efectivou num protétipo que cons-
truiu no Instituto de Princeton [7].
Tendo estado envolvido no projecto Ma-
nhattan, em Los Alamos, colaborou,
como referimos, no estudo dos proces-
sos estocasticos, isto €, processos que
evoluem no tempo sujeitos a flutuacdes
aleatorias. Eles sdo, afinal, o cerne do
método de Monte Carlo. Para os imple-
mentar numericamente é imprescindi-
vel um bom gerador de numeros aleato-
rios. John von Neumann foi pioneiro no
seu desenvolvimento e implementacdo
[8-10]

A ideia da amostragem estatistica nu-
mérica tem, no entanto, uma origem
ainda mais antiga [11]. Por exemplo,
Lord Kelvin [12] utilizou técnicas de
amostragem aleatéria para inicializar

trajectorias de particulas sujeitas a coli-
sdes elasticas com as paredes de reci-
pientes de diferentes formas. Isto em re-
lagdo a disputa, no inicio do século XX,
sobre as falhas do principio da equipar-
ticdo de energia e os fundamentos da
mecanica estatistica. Lord Kelvin agra-
deceu ao seu secretario, William Ander-
sen, por ter realizado os célculos para
mais de 5000 colisdes!

Quando em Margo de 1952, o célebre
computador MANIAC (Mathematical

O espago configuracional do sistema é
representado por um conjunto com um
numero finito (M) de configuracdes (es-
tados), cada uma identificada pelas
coordenadas de cada molécula. Por de-
finicdo, uma propriedade mecanica, f,
depende das coordenadas moleculares,
portanto encontra-se definida para cada
configuracdo do ensemble. A média ca-
noénica dessa propriedade sobre os M
estados do ensemble é dada, de acordo
com a mecanica estatistica, por:

| M
(fy = (17Q) 3 fliJexpl- BE()] com Q =3 exp[- BE(i)]

Analyser, Numerator, Integrator And
Computer), um sucessor do ENIAC, en-
trou em funcionamento em Los Alamos,
Nicholas Metropolis estava interessado
em resolver um conjunto grande e va-
riado de problemas de modo a avaliar a
estrutura logica da maquina e a de-
monstrar as suas capacidades. O classi-
co problema dos N-corpos da mecéanica
estatistica, através de técnicas estocéas-
ticas, foi um dos primeiros problemas
resolvidos por Metropolis, conjuntamen-
te com os Rosenbluth e os Teller, con-
duzindo ao desenvolvimento do que é
actualmente conhecido por método de
Monte Carlo de Metropolis. A sua cédu-
la de nascimento é o artigo mencionado
na introdugao.

O nedfito teve, no entanto, alguns pro-
blemas de identidade e sobrevivéncia.
Para os enquadrar, é conveniente recor-
darmos a ideia fundamental do método.

3. 0 método

O objectivo essencial de método de Me-
tropolis é estimar médias de proprieda-
des mecanicas (energia e pressdo, por
exemplo) sobre um conjunto (ensem-
ble) de configuracdes, gerado através
de um passeio aleatério no espago con-
figuracional dum sistema com tempera-
tura, volume e numero de moléculas
constantes. O conjunto de configura-
¢Oes nas condicdes termodinamicas re-
feridas, designa-se por ensemble cano-
nico.

(1)

em que E(i) é a energia potencial do es-
tado i; B=1/kT, onde k é a constante de
Boltzmann e T a temperatura absoluta,
e Q a funcgao de parti¢do.

Se cada configuracdo do ensemble for
simplesmente gerada com probabilida-
de uniforme e a média da propriedade
mecanica, <f>, for realizada afectando
f(i) do peso do factor de Boltzmann,
exp[-BE()], conforme a equacao ante-
rior sugere, entdo o método sera inefi-
ciente. De facto, um numero substan-
cial de configuragdes tera moléculas
sobrepostas implicando uma elevada
energia potencial, ou seja um factor de
Boltzmann muito pequeno. A sua con-
tribuicdo sera, entdo, irrelevante para a
média canonica da propriedade.

A ideia genial de Metropolis, e colabora-
dores, foi substituir o método anterior,
sugerido pela aplicagdo directa da
equacdo (1), por um processo totalmen-
te equivalente, mas operacionalmente
eficiente: as configuracdes sdo geradas
com probabilidade proporcional ao fac-
tor de Boltzmann e pesadas uniforme-
mente em vez de, como a equacgéo (1)
sugere, gerar as configuragdes unifor-
memente e pesd-las com o factor de
Boltzmann. Basta que se garanta a con-
vergéncia estocastica do processo, isto
¢, que cada configuragéo no ensemble
ocorra com uma frequéncia proporcio-
nal ao factor de Boltzmann.

Uma vez lavrada a prescrigao é neces-
s&rio aviar a receita. Metropolis et al.[1]




executaram o passeio aleatorio através
da realizagéo de uma cadeia de passos
sucessivos, designada por cadeia de
Markov [13,14], a qual € completamen-
te especificada pela respectiva matriz
de probabilidades de transicao, cujo
elemento genérico, p(i, j), € a probabili-
dade condicional do sistema, estando
no estado i no passo n do processo,
transitar para o estado j no passo (n+1).
Entdo, a estimativa de Monte Carlo da
média da propriedade f, sera:

£ =1 m}il’{i{nj]

n=1

@

realizada sobre um numero suficiente-
mente grande de m passos, sendo i(n) o
estado do sistema no passo n do pas-
seio aleatorio.

Uma condigao suficiente para que, com
0 aumento de m, a estimativa anterior, f
(m), conviria estocasticamente para a
média candnica <f>, é que a probabili-
dade de transicdo p(i, j) satisfaca a con-
dicao de reversibilidade microscopica:

expl- PEG ) plz. j) = expl- PEGpd2 )

©)

Num artigo recente [15] mostramos que
a equacéo anterior significa que, no li-
mite da convergéncia, o niumero de es-
tados i que transitam para o estado j €
igual ao numero de estados j que transi-
tam para o estado i. Isto &, estabelece-
se um equilibrio dinamico semelhante
ao que se verifica nos processos cinéti-
cos reversiveis de 1.7 ordem, em que a
velocidade da reaccdo directa iguala a
da reacgao inversa.

A implementagdo pratica do processo é
realizada considerando:

p(i, j) = afij) qf, j) (4)

onde a(i,j) € uma matriz estocéstica si-
meétrica e normalizada:

e
Yalij=1 i=12..M
=

O

designada por matriz subjacente da ca-
deia, e

q(i, )=1 se E(j) < E() (7)

q(i, =expl-B(E()-E())]=exp(-BAE)
se E(j) > E(i)
(8)

A condicdo de normalizacdo da matriz
estocastica da cadeia de Markov é satis-
feita impondo que: a probabilidade do
sistema, estando no estado i no passo n
do processo, "transitar" para o mesmo
estado i, no passo (n+1), é:

|5||:|_| =1 E|'¢|:|_1'|

11
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Na implementagao usual do método, a
matriz sujacente a(i,j) corresponde a se-
leccionar, com probabilidade uniforme,
um estado j a partir de um ndmero, N,,
de estados vizinhos do estado i. Assim,
a(i,j) = 1/N, e a equacéo (7) traduz uma
transicdo incondicional para o estado |
se a energia decrescer ou se mantiver.
Se a energia aumentar, o estado j sera
aceite com probabilidade inferior a uni-
dade, exp (-BAE), de acordo com a
equacao (8). Se o estado | for rejeitado,
entdo, a condigdo de normalizagao (9)
impde que se reconte o estado i como
um novo elemento do ensemble, isto &,
o acontecimento i(n+1) = i(n) com pro-
babilidade condicional 1- exp (-BAE).

E de salientar que o método de Metro-
polis apenas faz a amostragem do espa-
¢o configuracional. As contribui¢ces do
espaco das velocidades sao calculadas
analiticamente e adicionadas no final
dos célculos. Isto contrasta, como vere-
mos, com o método da dindmica mole-
cular, e algumas variantes do método de
Monte Carlo, onde ambos os espacos
sdo amostrados simultaneamente.

Finalmente, é importante destacar um
aspecto fundamental do método. A fun-
¢do de particdo, Q, da expressédo (1)
contem toda a informacéo sobre o siste-
ma, de acordo com a mecanica estatis-
tica. Assim, o ideal seria calcular essa
funcdo e, a partir dela, obter todas as
propriedades do sistema. Ora este é o
grande problema operacional da meca-
nica estatistica. De facto, aparte alguns

QUIMICA

casos triviais (gas e cristal perfeitos) e o
brilhante "tour de force" de Onsager
sobre o modelo bidimensional de Ising
[16], o célculo da funcdo de particdo é
impraticavel para a maioria dos siste-
mas. Repare-se, no entanto, que a pro-
babilidade de transicdo exp(-BAE) =
expl-BE())] / exp[-BE()], na equacéo (8)
do algoritmo de Metropolis, evita o cal-
culo da fungao de particdo. Na verdade,
ela é simplesmente eliminada quando
se faz a razdo das probabilidades dos
estados j e i respectivamente, uma vez
que a fungédo de particdo ndo é mais do
que o factor de normalizagdo da distri-
buicao de Boltzmann.

4. Os problemas

A justificacdo do método de Monte
Carlo, apresentada na seccéo anterior, €
a que consta em alguns livros de texto
actuais [17,18] e foi despida de ambi-
guidades ao longo dos ultimos cinquen-
ta anos. Mas quem leia a cédula de
nascimento do método, isto &, o artigo
de Metropolis et al. [1] ja mencionado,
aperceber-se-a de que as coisas nao es-
tavam tao bem fundamentadas nessa
época. E uma caracteristica tipica das
grandes realizacdes cientificas. Que, in-
felizmente, nem sempre destacamos na
nossa actividade docente.

N&o é de estranhar, entéo, que pouco
depois da publicacdo do método em
Junho de 1953, tenha entrado em cena
John Kirkwood, uma das respeitaveis
autoridades em mecéanica estatistica,
sugerindo que o método estava errado!
E interessante analisar as suas objecées
e as razOes intrinsecas do seu cepticis-
mo.

Kirkwood era consultor do Laboratério
de Los Alamos e teve conhecimento dos
trabalhos de Metropolis e colaboradores
antes da referida publicagdo. De inicio,
apercebeu-se das grandes potencialida-
des do método e estimulou jovens dou-
torados sob a sua orientagéo (como
W.W. Wood) a integrarem essas originais
investigacoes.

O artigo de Metropolis et al. [1], de
1953, simulou a equacdo de estado
dum sistema de discos rigidos compa-
rando-a com as previsdes da teoria do
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volume livre e com a expansao do virial.
O acordo obtido foi excelente. Entretan-
to, Marshall e Arianna Rosenbluth apli-
cavam o método ao estudo da equacado
de estado das esferas rigidas cujo artigo
veio a ser publicado em 1954 [19]. O
objectivo principal era analisar o proble-
ma das transicoes de fase e comparar
os resultados das simulacdes com a teo-
ria do volume livre, a expansao do virial
e com a entdo recente teoria da sobre-
posicao de Kirkwood e Born-Green-Yvon
[20]. Esta ultima, constituia um signifi-
cativo avanco na teoria dos liquidos e
varios estudantes de Kirkwood tinham
dedicado grande parte das suas teses
de doutoramento a resolu¢do numérica
da equacéo tebrica, 0 que nao era trivial
com 0 equipamento computacional da
época. Mas o trabalho dos Rosenbluth
disparou uma seta ao coragao da teoria
de Kirkwood quando concluiu: "The [si-
mulated] equation of state for three-di-
mensional hard spheres casts doubt on
the adequacy of the superposition ap-
proximation at high densities". E facil
compreender que o entusiasmo inicial
de Kirkwood sobre o método de Monte
Carlo tenha diminuido e que tenha in-
formado Marshall Rosenbluth, em No-
vembro de 1953, que estava convenci-
do de que o método de Monte Carlo
estava errado [4]. Um ar gelado desceu
sobre Los Alamos! Mas vejamos os ar-
gumentos de Kirkwood .

A primeira objecéo referia-se ao proces-
so de recontagem do estado i quando o
estado | for rejeitado, o qual referimos
na secgao anterior. Na opinido de Kirk-
wood o estado i(n) ndo deveria ser re-
contado, mas novos estados deveriam
ser gerados até que um fosse aceite. M.
Rosenbluth fez uma nova demonstracao
do método e, juntamente com W.W.
Wood, estudou sistemas com solugdes
analiticas exactas para as comparar
com os resultados das simulagoes. Apds
esta intensa labuta, o grande Kirkwood
manifestou-se convencido sobre a ne-
cessidade do processo de recontagem e
Los Alamos rejubilou. Mas foi paz de
pouca duracao!

Em Janeiro de 1954, Kirkwood entra em
cena novamente com outro problema.
Dizia que o método dava tratamento

preferencial a transicdo para os estados
de menor energia através das equagoes
(7) e (8). Quanto a ele, a probabilidade
q(i, j) deveria ser sempre simétrica, isto
¢é, dada pelo que ele designou como a
regra de Kahan expressa pela equa-
¢ao(10):

expl- PE(j)]

gt g )=

|:-.||I— PEL I]l- u!ql[— PEQ rr]

(10)

Rosenbluth e Wood concordaram que a
equacgado (10) era vélida, mas também
estavam seguros que o par de equacdes
(7) e (8) estava correcto e, intuitivamen-
te, sentiam que era o melhor. Reiniciou-
se uma intensa discusséao, até que, em
Abril de 1954, Wood [4] recebeu o vere-
dicto final de Kirkwood: "l was finally
able to find the time to devote a wee-
kend to thinking about the Monte Carlo
problem". Continuou, dizendo que ad-
mitia o par de equacdes (7) e (8) como
"one of the correct ones". Mas, rematou:
"Marshall’s arguments were at no time
helpful and your modes of exposition
were opaque'!

A partir desse momento, Kirkwood foi
um activo promotor do método de
Monte Carlo dando-o a conhecer nos
seus importantes contactos cientificos.
Que belo e estimulante testemunho de
humildade cientifica!

E importante sublinhar que tanto o par
de equagdes (7) e (8) como a equagéo
(10) séo validas como probabilidades de
transicdo. Na verdade, a escolha néo é
Unica. Basta que obedeca a condigao
da reversibilidade microscopica como é
0 caso daquelas equacdes, 0 que os lei-
tores poderéo facilmente verificar. Este é
um dos aspectos mais poderosos do
método de Monte Carlo. A intuicdo do
grupo de Los Alamos sobre a vantagem
do par (7) e (8) esta hoje bem justifica-
da [17]. De facto, essas probabilidades
de transigao minimizam, em geral, a va-
riancia estatistica das médias de Monte
Carlo. Como tal, sdo as usualmente uti-
lizadas. Mas isso nao significa que, em
aplicagdes especificas, ndo seja vantajo-
so utilizar outras probabilidades de tran-
sicao.

5. Comentadrios finais

O método de Monte Carlo sobreviveu as
suas dores intestinais e é hoje uma fer-
ramenta poderosa em mecanica estatis-
tica bem como em outras areas teéricas
e experimentais. Em 1957, Alder e
Wainwright lancaram o método da dina-
mica molecular, o equivalente determi-
nistico do método de Monte Carlo. A
alianca entre os dois métodos [21, 22]
demonstrou, inequivocamente, a exis-
téncia de uma transicao de fase fluido-
sélido para o sistema de esferas rigidas,
um fenémeno de crucial importancia
para a compreensao da estrutura dos li-
quidos e dos sdlidos. Ainda em 1957,
Wood e Parker [23] aplicaram o método
de Monte Carlo a um estudo detalhado
do sistema de Lennard-Jones. Estas
grandes realizacOes levaram Temperley
[24] a afirmar: "A key year for liquid
state physics was 1957".

O dealbar da década de 1960 aproxi-
mava-se e nela iriam aparecer conside-
raveis desenvolvimentos e aplicacoes, a
par do incremento do poder computa-
cional. O ciclo da adolescéncia da simu-
lagdo computacional em mecanica esta-
tistica completar-se-ia,
definitivamente entrar, na década de
70, na idade adulta. Mas estes aspectos
ficardo para o préximo artigo onde refe-
riremos, também, o inicio da simulagéo
computacional em Portugal.

e ela iria
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