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Resumo

O principal objectivo desta dissertacao é apresentar uma teoria de anélise,
cujas funcoes demonstravelmente totais, com gréfico apropriado, sejam as fungoes
computaveis em espaco polinomial.

Na dissertacao “Bounded Arithmetic”, Buss introduz vérias teorias que per-
mitem fornecer caracterizagoes alternativas de algumas classes de complexidade com-
putacional, nomeadamente uma teoria de 2* ordem, U, cujas fungdes demonstra-
velmente totais, com grafico apropriado, sao as funcées de PSPACE. Visto todo o
nosso trabalho girar em torno de PSPACE, comecamos por estudar, com algum
detalhe, vérias versoes de méquinas de Turing, nomeadamente deterministas, nao
deterministas, com orédculo e alternadas, e algumas classes de complexidade com-
putacional a elas associadas (resultantes da imposi¢do de limites sobre o tempo e o
espago). De seguida introduzimos duas teorias, uma de 1* ordem PSCA (acrénimo
para Polynomial Space Computable Arithmetic) na linguagem Lpg, que além de al-
guns axiomas bdsicos e definidores tem indugao na notagao para matrizes decidiveis
em espaco polinomial e outra de 2° ordem ¥2"-NT A, na linguagem L3, constitufda por
alguns axiomas bésicos, por um esquema de inducao na notacao para férmulas Z}’b e
por esquemas de compreensao e substituicao para férmulas E(ljb. Sao demonstrados
varios resultados nesta tltima teoria, nomeadamente o facto de que substituindo os
esquemas de indugao na notacao para férmulas ph * & substituicao para férmulas Eé’b
por inducao na notagao para férmulas E%’b—estendidas, continuamos na presenca da
mesma teoria. Vemos assim que Z}’b—N I A corresponde, na linguagem por nés adop-
tada (cuja interpretagao intencionada & a drvore bindria 2<*), & teoria U; de Buss.
Embora as teorias tenham diferentes linguagens, demonstramos que existe uma imer-
sao de PSCA em E}’b—N TA. A estratégia utilizada para conseguir tal intento consiste
em “introduzir” em Z%’b-N 1A os simbolos funcionais de Lpg, i.e. as fungoes com-
putdveis em espaco polinomial, através de férmulas apropriadas de £3. Em ambas
as teorias provamos que as suas fungoes demonstravelmente totais sao as fungoes de
PSPACE. Contudo, enquanto no caso de PSCA tal resultado é uma consequéncia
quase imediata do teorema de Herbrand, na teoria E}’b—N I A um outro tipo de abor-
dagem é necessario, tendo nés recorrido ao cdlculo de sequentes de Gentzen e a uma
versao do teorema da eliminacao do corte.

Definimos ainda uma terceira teoria, £1°-NJA + BELY + B'SL que resulta,
do enriquecimento de Z}’b—N I A com os seguintes dois esquemas de coleccao:
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o Vo <X tIyp(z,y) — J2Vr <y < zp(z,y) e

o VX Jyp(y, X*) — 32VX Ty < 20(y, X)
em que ¢ é uma férmula 1.

Formulando a teoria assim enriquecida no cdlculo de sequentes, demonstramos
que esta é VITLb-conservativa sobre L1*-NTA, continuando portanto a ter como
fungoes demonstravelmente totais, com grifico apropriado, as fungoes de PSPACE.

Por 1ltimo apresentamos uma. teoria de anélise, designada por BT PSA (acr6-
nimo para Base Theory for Polynomial Space Analysis), que uma vez mais permite
caracterizar as funcoes de PSPACE como as demonstravelmente totais nessa teoria.
Acreditamos que em BT PSA se pode desenvolver alguma anélise.

PALAVRAS CHAVE

Sistemas formais, PSPACE, aritmética limitada, andlise fraca.



Abstract

The basic aim of this dissertation is to set up a theory for analysis where pro-
vably total functions, having appropriate graphs, are the polynomial space com-
putable functions.

In the dissertation “Bounded Arithmetic”, Buss has already introduced a
second-order theory, UJ, whose provably total functions, having appropriate graphs,
are the PSPACFE functions. We start by studying, in some detail, different versions
of Turing machines, such as deterministic, nondeterministic, oracle and alternative
Turing machines and some computational complexity classes connected to them (re-
sulting from the imposition of limits in time and space). We introduce two theories.
Firstly, the first-order theory PSCA (an acronym for Polynomial Space Computable
Arithmetic) in the language Lpg, which in addition to some basic axioms and defining
axioms has induction on notation for polynomial space decidable matrices. Secondly,
the second-order theory, £1°-NTA, in the language L£3, formed by basic axioms,
scheme of induction on notation for 1*-formulas and schemes of comprehension and
substitution for Tg°-formulas.

In this last theory, several results are proved, for instance the fact that by
substituting the scheme of induction on notation for ¥} *-formulas and the scheme
of substitution for E(l)’b—formulas by induction on notation for extended Z}’b-formulas,
we still have the same theory. So, we can see that Z}’b—N I A is the analogue, in our
language (whose intended interpretation is the binary tree 2<“), of Buss’ theory UJ.

Although the teories have different languages, we can prove the existence of
an immersion of PSCA into Ei’b—N TA. The strategy that we use to prove this
consists in “introducing” in Z%’b—N I A the functional symbols of Lpg, namely, the
polynomial space computable functions, through appropriate formulas of £}. In both
theories, we show that their provably total functions are the functions of PSPACE.
However, whereas in case of PSC A such result is an almost immediate consequence
of Herbrand’s theorem, in the case of the theory Zi’b-N I A, another kind of approach
is necessary, viz to use Gentzen’s sequent calculus and a version of the cut elimination
theorem.

We have also defined a third theory, £;°-NIA+ BXL? + B'SL? an enrichment
of £1*-NTA with the two following schemes of collection:

o Vo < tJyp(z,y) — F2Ve <13y <X zp(z,y) and

o VX'Jyp(y, X?) — F2VXi3Iy < 20(y, X)
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where ¢ is a £10-formula.

Once again, by formulating the theory S1*-NT A+BYrb 4+ BY LY in the sequent
calculus, we show it is VIX1P-conservative over SIP.NTA, and so its provably total
functions, having appropriate graphs, are still the functions of PSPACE.

Finally, we introduce a theory of analysis, called BT PS A (an acronym for Base
Theory for Polynomial Space Analysis), that once again characterizes the PSPACE
functions as the provably total functions of this theory. We believe that some analysis
can be developed in BTPSA.

KEY WORDS
Formal systems, PSPACE, bounded arithmetic, weak analysis.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

A partir do momento em que se estabelece uma defini¢ao formal de algoritmo e
de funcao computdvel importa adequar estes conceitos a nossa realidade, i.e. estudar
tal temdtica & luz do que é praticdvel no “mundo real” onde existem limitacoes
de recursos, nomeadamente tempo e espago. Surgem assim as chamadas classes de
complexidade computacional.

Este trabalho gira em torno duma dessas classes, conhecida por PSPACE,
que é a classe constituida por todas as fun¢oes computdveis em espaco polinomial.

Apoés a introducao de alguma notagao e definigoes que nos acompanharao ao
longo de todo este estudo, surgem no capitulo 2 a apresentacao das maquinas de
Turing como o processo mecanico por nés adoptado para formalizar rigorosamente o
conceito de computabilidade; a descricao de vdrias versoes dessas maquinas com dife-
rentes graus de eficiéncia; a apresentacao de duas caracterizagoes da classe PSPACE,
uma delas independente de maquinas e a demonstracao de alguns resultados relativos
a computagoes de 2* ordem em espago polinomial.

A semelhanca do trabalho de Buss na sua dissertacdo “Bounded Arithmetic”,
em que sao apresentadas vérias teorias com o propésito de através delas caracterizar
determinadas classes de complexidade computacional como sendo as classes de fungoes
demonstravelmente totais nessas teorias, também nés introduzimos algumas teorias
com a finalidade de fornecer caracterizagoes alternativas de PSPACE.

Prescindiremos, contudo, da linguagem da aritmética (adoptada por Buss) em
favor da linguagem cuja interpretacao intencionada é a érvore bindria 2<“, ou seja,
a classe das sequéncias finitas de 0’s e 1’s, linguagem essa introduzida por Fernando
Ferreira na dissertagao “Polynomial Time Computable Arithmetic and Conservative
Eatensions”.

Nos capitulos 3 e 4 sdo desenvolvidas as teorias PSCA (teoria de 1* ordem)
e IP-NTA (teoria de 2* ordem) respectivamente, cujas funcdes demonstravelmente
totais (com gréficos apropriados) sao as fun¢oes de PSPACE.

Para obtermos este resultado em relagao a 2% teoria, necessitdmos introduzir
um sistema, rigoroso de demonstracao, tendo optado por uma variante do cdlculo de
sequentes de Gentzen. Assim sendo no capitulo 5 apresentamos, de forma breve, este
sistema de demonstracao ¢ formulamos X°-NTA no célculo de sequentes.

No capftulo 6 introduzimos a teoria L1°-NIA + BEL? + B'SLP que resulta
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do enriquecimento de E}’b—N I A com dois novos esquemas de colecgao e apresentamos
um resultado de conservacao.

O 7° capitulo, onde definimos a teoria de 2* ordem BT PS A, pretende apontar
o caminho que tencionamos seguir futuramente, na procura de desenvolver no¢oes
de andlise em sistemas fracos de aritmética de 2¢ ordem computdveis em espaco
polinomial.

1.1 Notagao

Representamos por 2<% o conjunto de todas as sequéncias finitas de zeros
e uns. A cada uma dessas sequéncias estd associado um comprimento (notamos o
comprimento da sequéncia x por |z|) que indica o mimero de digitos que a constitui.
2<% &, portanto, a famflia das palavras de comprimento finito no alfabeto {0,1}. A
palavra vazia, isto é, a que tem comprimento zero, serd notada por €.

Consideremos a bijecgao 2<¥ — N, esquematizada pela drvore abaixo

1
101
2)
\ 10/(12)
(5) 100
(1D

0 011

Fig. 1

Esta bijeccao permite identificar os elementos de 2<% com os nimeros naturais.

Sendo z e y elementos de 2<% representamos por:
e © ~y a concatenacao de z com y (abreviada por zy);
oz Cy,x ésubpalavra inicial de y, i.e. 3z ¢ —~ z = y;
e r C*y, x é subpalavrade y, 1.e. 3z 2z ~ z C y;
e 7, a truncatura de r a y, i.e.

i :{x e lol<ll

v z se zCzxe |z|=y|’

e 1 X y o produto de x por y, definido do seguinte modo:
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XY= .. ~I;
ly] vezes
e r <y, o comprimento de  é menor ou igual que o comprimento de y
(lz} <y|),ie. 1 xxC1xy.
e =y, o comprimento de z é igual ao comprimento de y, i.e. 1 Xz =1 X y.

Nos capitulos que se seguem vamos trabalhar com duas linguagens, uma de
primeira, outra de segunda ordem, que passamos a definir.

Seja L a linguagem de 1* ordem com igualdade, que tem trés constantes 0, 1
e ¢, dois simbolos funcionais bindrios —~ e X e dois simbolos relacionais bindrios C
e =.

Seja £} a linguagem de 2% ordem que inclui a anterior linguagem £ e que con-
tém ainda um simbolo relacional bindrio que opera entre um termo de £ e uma varigvel
de 2¢ ordem, denotado por €. Além de varidveis de 1* ordem notadas por z,y, z, ...
L% contém, portanto, também varigveis de 2¢ ordem representadas por F*,G", ... com
t, r,... termos de L.

A ideia é fazer com que as variaveis de 1° ordem tomem valores em 2<“ e as
de 2° ordem F* variem entre os subconjuntos de 2<¥ que verifiquem z € F* — z < ¢,
onde t é um termo que nao depende de z.

Observagao 1 Os termos de LS coincidem com os termos de L.

Definicdo 1 A classe das formulas de LS ¢ a menor classe de expressdes, tais que:
1. Set, ety sdo termos e F* é uma varidvel de 2* ordem entdo t; C ta,
ty =ty ety € F' sao formulas (férmulas atdmicas).
2. Se Pe Q sao formulas entao ~P, (PAQ), (PVQ) e (P — Q) sdo formulas.
3. Se P ¢é uma formula, x é uma varidvel de 1° ordem, F' é uma varidvel
de 2* ordem e q é um termo entio VzP, 3zP, (Vx < q)P, (3z < q)P, (V FY)P e

(3 F")P sao férmulas.

Observagao 2 Em L5, introduzimos (Vo < q)P e (3x < q)P como novas férmulas
e nao como abreviagoes de Vx(x < ¢ — P) e Jz(z < q N\ P) respectivamente, por
motivos técnicos ligados ao cdlculo de sequentes, que se tornarao mais claros em
capttulos posteriores.

Defini¢ao 2 Uma férmula Zé’b é uma férmula de LS sem quantificagdes de 2* ordem
e em que todas as quantificacoes de 1* ordem sao limitadas*. Estas férmulas podem,
obviamente, ter pardmetros de 2* ordem.

*Quantificagoes limitadas s@o as quantificagdes da forma (V& < ¢) e (3x = ¢), com x varidvel de
1¢ ordem e g um termo em que x nao ocorre.
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Capitulo 2
EM TORNO DE PSPACE

2.1 Mi4quinas de Turing deterministas

Em sentido informal, uma funcao computdvel é aquela cujas imagens se podem
obter através de um processo mecénico, de acordo com um algoritmo.

Existem vdrias formas de tornar rigorosa a nocao de computabilidade, medi-
ante a escolha de diferentes maquinas abstractas. Entre as mais utilizadas encontra-se
a chamada méaquina de Turing, que ficou a dever o seu nome a Alan Mathison Tu-
ring que a concebeu em 1936. Como existe uma grande diversidade de descrigoes de
maquinas de Turing passamos a estabelecer a versao usada ao longo deste capitulo.

Defini¢cdo 3 Uma mdquina de Turing determinista com k fitas (das quais k
sdo de leitura, k; de escrita e as restantes de leitura/escrita) é um quintuplo M =
=< Q,%.0,q0, F > onde

1. @ é o conjunto finito de estados

2. 3 é o alfabeto

3. qo € Q é o estado inicial

4. F é o conjunto de estados de aceitacao

5.6:Qx¥F k2 5 Qx TR x{D P E}"*x{D, P}** ¢ uma funcdo parcial
chamada funcao transicao de M.

Interpretaremos uma méquina de Turing como sendo constituida por k fitas,
das quais k; sao fitas de input, ko de output e as restantes sao fitas de trabalho.
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Vv

LT T [ [ [ ...
\V4 Fitas de input
1 [ T 1 [ .-
\4
I [T [ ..
: V Fitas de trabalho
I I [ [ ] [ [ ...
\V4

| [ I [ I [ [ ...

V Fitas de output
I I [ 1 1 [« .-

Fig. 2

Todas as fitas sao semi-infinitas, i.e. sdo constituidas por um nimero infinito
de células, existindo a célula mais & esquerda, mas nao existindo a célula mais a
direita.

Cada fita possui uma cabeca que, em cada instante, aponta para uma e uma
s6 célula. As fitas de trabalho possuem cabegas de leitura/escrita, as fitas de input
possuem cabecas de leitura e as de output cabecgas de escrita.

Vejamos entao como se processa o funcionamento desta méaquina.

Em cada momento vemos qual o estado da méquina e os elementos que estao
a ser apontados nas vérias fitas pelas cabegas de leitura e de leitura/escrita. Medi-
ante esta informacao, a fungao 6 “diz-nos” que alteragoes se irao dar. A primeira
componente da imagem indica qual o novo estado da méquina; a segunda compo-
nente quais os elementos que se escreverao nas células apontadas pelas cabecas de
leitura/escrita e de escrita; a terceira componente descreve-nos o movimento de ca-
da uma das cabecas das fitas de input e de trabalho podendo estas deslocar-se uma
célula para a esquerda (E), uma para a direita (D) ou manterem a posigao (P) e a
quarta componente informa-nos sobre o movimento (D ou P) das cabecas das fitas
de output. Vemos, portanto, que enquanto nas fitas de input e de trabalho a cabeca
se pode mover em ambos os sentidos, nas fitas de output nao se pode deslocar para
a esquerda. Obviamente, em qualquer tipo de fitas, estando a cabega a apontar para
a primeira célula, esta nao se pode deslocar para a esquerda.

As alteragoes implementadas segundo a fun¢ao ¢ constituem um passo.

Se para determinado estado e elementos apontados a funcao transicao nao esta
definida, a médquina péra.

O nosso alfabeto serd ¥ = {0,1, B} .

A maquina M comega a operar no estado ¢ e tendo certo input wi, ..., wy,*
colocado respectivamente nas primeiras k; fitas (fitas de input), disposto da esquerda

*O input pertence a {0,1}* i.e., ao conjunto de todas as sequéncias finitas bindrias.
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para a direita, de tal forma que cada célula apenas contenha um simbolo (0 ou 1) e
figurando B nas restantes células das fitas, B esse interpretado como estando a célula
em Branco. As fitas de trabalho e de output sao iniciadas todas com B. A méquina
inicia entao o funcionamento atras descrito segundo a sua fungao transigao.

Dizemos que M aceita o input wy, ..., wk, se a maquina para num estado de
aceitacao.

Dizemos que M computa uma fungao f : (2<¥)F1 — (2<%)*2 ge sempre que ini-
ciarmos a méquina com input (wr, ..., wy, ) € (2<¥)* esta psra em estado de aceitagao
e f(wy, ..., wy, ) figura nas fitas de output.

Definicdo 4 Dada uma maquina M, uma configurag¢do de M é a descri¢ao num
dado momento dos elementos que estao nas fitas, das posicoes das cabecas nessas
mesmas fitas e do estado da mdquina.

Se M tem k fitas, uma configuracio de M é um k + 1-uplo (q, 1, %2, ..., T) em
que q é o estado de M e cada z; € S*#X*T descreve os elementos que estdo na fita j
nesse momento. O simbolo # ¢ ¥ serve para marcar a célula apontada pela cabega.
Por convengdo, a cabega aponta para o stmbolo imediatamente & direita de #. Todos
0s stmbolos nas fitas semi-infinitas que ndo aparecem descritos em x; supoem-se B.

Definigao 5 A configuracdo inicial de uma mdaquina M iniciada com input wy, ..., w,

é (qo, #wl, ceey #wkl, #, ooy #)

Defini¢ao 6 Dada uma mdquina M e um input 0, uma computagdo é uma sequén-
cia de configuracdes de M, que comega com a configuracdo inicial de M em W, em que
a passagem duma configuracio o sequinte obedece & fungao transicao e que termina
numa configura¢ao (configuracao terminal) em que ndo se podem dar mais passos.

As maquinas de Turing, com que temos lidado até aqui, sao chamadas deter-
ministas uma vez que a ac¢ao, por estas perpetrada, estd perfeitamente determinada
a partir de qualquer configuragao. Existem, contudo, outros modelos de médquinas de
Turing em que tal nao se verifica e que serao, de seguida, alvo da nossa atengao.

2.2 Madquinas de Turing nao deterministas

A tnica diferenga entre as maquinas de Turing deterministas e as nao deter-
ministas é que, enquanto nas primeiras cada passo é completamente determinado
pelo estado e pelos stmbolos nas células apontadas pelas cabecas de leitura e de leitu-
ra/escrita, nas segundas o préximo passo pode, por vezes, ser “escolhido” dentre
vérias possibilidades.

Formalmente, temos a seguinte defini¢ao:

f¥* & 0 conjunto de todas as sequéncias finitas de elementos de X.
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Defini¢ao 7 Uma mdquina de Turing nao determinista com k fitas (das quais
ki sio de leitura, ky de escrita e as restantes de leitura/escrita) é um quintuplo
M =< Q,%,6,q0, F > eractamente como as mdaquinas de Turing deterministas, mas

em que a funcao transicdo O passa a ser:
§:Q x TR L P(QxTFM x {D,P,EY" x {D, P})}

As anteriores defini¢oes de configuracao e de computacao continuam validas
para este tipo de mdaquinas, se bem que agora, a partir de determinado input @
nao existe, em geral, uma tnica computacao, i.e. nao existe apenas uma sequéncia
“linear” de configuragoes, mas um conjunto de possiveis computagoes que podem ser
esquematizadas numa &arvore,

onde cada nodo representa uma configuragao da méquina, representando a raiz da
rvore (nodo inicial) a configuracao inicial e sendo os descendentes® dum certo nodo
¢, as configuragoes que, a partir de ¢, podem ser alcancadas de acordo com a funcao
transicao.

Uma madquina de Turing nao determinista, M, aceita determinado input se
existe uma computacao de M nesse input terminando num estado de aceitacao, ou
seja, se no esquema em arvore existe um caminho finito que termine num estado de
aceitacao.

2.3 Madquinas de Turing com ordculo

Existe uma versao mais complexa de maquinas de Turing que permite recorrer,
em sentido que vamos precisar ja a seguir, a uma certa ajuda externa, sao as chamadas
maquinas de Turing com oréculo.

Definigdo 8 Uma mdquina de Turing (determinista ou ndo determinista) com
ordculo é uma mdquina de Turing (determinista ou nao determinista) M, com algu-
mas fitas especiais, apenas de escrita, chamadas fitas de ordculo, e trés novos estados:
Interrogativo, Sim e Nao.

tPara qualquer conjunto A, P(A) denota as partes de A.
$Designamos por descendentes dum nodo ¢ os nodos que na drvore se encontram imediatamente
a direita de c.
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Para trabalhar com uma méquina de Turing com orédculo precisamos fixar &
partida um conjunto, chamado conjunto de oraculo.

Em determinado momento da computagao podemos entrar no estado Inter-
rogativo. Nessa altura se nas fitas do oraculo estiver w pertencente ao conjunto,
passamos para o estado Sim, caso contrdrio passamos para o estado Nao. Em qual-
quer dos casos as fitas de ordculo sao instantaneamente apagadas, nao se dando outras
alteragoes na configuracao da méaquina.

2.4 Mai4quinas de Turing alternadas

A dltima versao de mdquina de Turing que vamos apresentar é bastante
poderosa, na medida em que combina o nao determinismo anteriormente estuda-
do com um certo paralelismo, ou seja a possibilidade de ocorrerem computagoes em
“simultaneo”.

Definigao 9 Uma mdaquina de Turing alternada com k fitas é um quintuplo
M =< Q,%,0,q,9 > onde Q,%,6 e qy sao definidos como para as maquinas de
Turing ndo deterministas e g : QQ — {V,3,ace,rej} é uma funcdo que “cataloga” os
estados de ) em estados universais, existenciais, de aceitacao e de rejeicdo.

Tal como no caso das maquinas de Turing nao deterministas, também repre-
sentaremos as computacgoes das maquinas de Turing alteradas, a partir de determi-
nado input, através duma drvore. Porém agora, associado a cada nodo nao terminal
temos um sfmbolo V ou 3, conforme o estado, na configuracao representada por esse
nodo, for universal ou existencial.

Para que uma méquina de Turing alternada aceite um input, nao basta que,
na arvore das computacoes a partir desse input, exista um caminho finito que termine
num estado de aceitagao, é necessério que exista uma etiquetagem (segundo o processo
a seguir descrito) que atribua 1 ao nodo de partida (rafz da drvore). As atribuigdes
de 1’s sao feitas, a partir dos nodos terminais até chegar ao nodo inicial, do seguinte
modo:

e Os tinicos nodos terminais que podem ser rotulados com 1 sao os que corres-
pondem a configuracoes com estado de aceitacao.

e Um nodo interno existencial é marcado com 1 se pelo menos um dos seus
descendentes tiver rétulo 1.
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e Um nodo interno universal é marcado com 1 se todos os seus descendentes
tiverem rétulo 1.

Se a miquina aceita um input, para cada etiquetagem que atribua 1 ao nodo
inicial, podemos pensar na sub-drvore da drvore das computacoes que tem todos os
nodos rotulados com 1. Essas sub-drvores sao chamadas drvores de aceitagao.

Observacgao 3 Todas as drvores de aceita¢do sao sub-drvores da drvore de aceitacao
que se obtém rotulando com 1 todos os nodos terminais que correspondem a configu-
ragoes com estado de aceitacao.

Observagao 4 Uma mdquina de Turing ndo determinista é um caso particular duma
mdquina de Turing alternada, em que todos os nodos sao existenciais.

2.5 Computagdes com recursos limitados

Quando pensamos numa func¢ao computavel, uma questao que se levanta de
imediato, é a de saber que recursos, em termos de tempo e espaco, sao necessdrios
para a computar. Quanto & aceitagao de inputs, problemas idénticos se colocam,
sendo 6bvio que os recursos necessdrios dependem da versao da méquina de Turing
que escolhermos.

Da imposicao de limites sobre o tempo e o espaco e da escolha da miquina
de Turing surgem as chamadas classes de complexidade computacional. Iremos
limitar-nos as classes PI'IME, PSPACE e APTIMEFE pois sao as que intervém no

decorrer deste trabalho.

Definigdo 10 Uma funcdo f : (2<¥)F — (2<%)*2 ¢ computdvel por uma méquina
de Turing determinista em tempo polinomial se existirem uma mdquina de
Turing determinista, M, que compute f e um polindmio, p € N[z, tais que, para to-
do W = (wy, ..., wx, ) € (2<¥)*1 0 nuimero de passos executados por M, até a maquina
parar, quando o input é W, é menor ou igual que p(n), sendo n = max{|w|,..., |w, | }.

Definicdo 11 Uma funcdo f : (2<%)% — (2<%)*2 ¢ computdvel por uma mdquina
de Turing determinista em espago polinomial se erxistirem wma mdquina de
Turing determinista, M, que compute f e um polinémio, p € N[z|, tais que, para
todo w = (wy,...,wx,) € (2<¥)** o nimero das células de M alguma vez visitadas
ou ocupadas durante a computacdo a partir de w, é menor ou igual que p(n), sendo
n = max{|wy], ..., |w |}

Definigao 12 Um conjunto C C (2<¥)** ¢ decidivel por uma mdquina de Tu-
ring determinista em tempo (respectivamente espago) polinomial, se a sua fun¢do
caracteristica xo for computdvel por uma mdquina de Turing determinista em tempo
(respectivamente espago) polinomial.



Computagées de 2* ordem 15

Definicao 13 Um conjunto C C (2<%)* ¢ aceite por uma mdquina de Turing
alternada em tempo polinomsial se existirermn uma mdquina de Turing alternada,
M, e um polinémio, p € N[z|, tais que:

1) para todo w = (wy, ...,wy,) € (2*)%1, @ € C sse M aceita w0,

2) para todo o w € C existe uma drvore de aceitagdo (iniciando M com input
w) de comprimentoY menor ou igual que p(n), sendo n = max{|wi|, ..., |w,|}.

Estamos agora em condicoes de definir as trés classes de complexidade com-
putacional anteriormente referidas.

Definicao 14 e PTIME é a classe das fung¢des computdveis por uma mdquina de
Turing determinista em tempo polinomial. Por vezes, PTIME é também usado para
designar a classe dos conjuntos decidiveis por uma mdquina de Turing determinista
em tempo polinomial.

o PSPACE é a classe das fungoes computdveis por uma mdquina de Turing
determinista em espacgo polinomial. Por vezes, PSPACE é também usado para desig-
nar a classe dos conjuntos decidiveis por uma mdquina de Turing determinista em
espago polinomaial.

e APTIME ¢ a classe dos conjuntos aceites por uma mdquina de Turing al-
ternada em tempo polinomial.

Um resultado conhecido, que pode ser encontrado, por exemplo, no livro [2]
“Structural Complexity II” estabelece a seguinte igualdade:

|PSPACE = APTIME)]
considerando PSPACE como classe de conjuntos.

2.6 Computacoes de 2% ordem

Nas seccoes anteriores, as maquinas trabalhavam com inputs e outputs de 1¢
ordem, i.e sequéncias bindrias de um certo comprimento n, que podem ser interpre-
tadas como mimeros naturais através da bijeccao 2<* — N, apresentada na fig.1.

Estamos, porém, interessados em que as maquinas também possam trabalhar
com inputs e outputs de 2% ordem, i.e. sequéncias finitas bindrias que podem ser
interpretadas, mediante codificacao apropriada que introduziremos adiante, como
subconjuntos finitos de 2<% cujos elementos tém comprimento menor ou igual que
um certo n, ou seja, novamente pela bijeccao da fig.1, subconjuntos finitos de N.

A tnica diferenca em relagao as maquinas atras descritas é que, agora, umas
fitas de input sao para inputs de 1* ordem e outras para inputs de 2 ordem, conve-
nientemente codificados, e 0 mesmo se passa nas fitas de output e nas fitas de ordculo
(caso se trate duma méquina de Turing com ordculo).

YComprimento de uma 4rvore é o comprimento do seu maior ramo, i.e. é o maior mimero de
passos que se podem dar entre o nodo inicial e um terminal.
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Os elementos de 2¢ ordem sao denotados por F°, sendo F* um subconjun-
to finito de 2<“ em que todas as palavras tém comprimento menor ou igual que o
comprimento de s.

e Dado o input de 1* ordem z = 11010, ja sabemos que este é colocado numa
fita de input de 1* ordem do seguinte modo:

Cr T 7T o T 1T oI BT aea

e Dado o input de 2% ordem F°, este é colocado numa fita de input de 2°
ordem do seguinte modo: na célula 7 colocamos 1 ou 0 conforme a sequéncia bindria
correspondente ao nimero j pertence ou nao pertence a F°, sempre que 0 < j <
< 215+1 _ 1. Nas restantes células colocamos B.

Definicdo 15 Seja Q(z, F*) = Q(x1,...,zx, F}*, ..., F*) um ordculo de 2* ordem,
com % de 1° ordem e F* de 2* ordem. Uma mdquina de Turing determinista, M,
com tempo exponencial limitado por p € N[z], com inputs de 1* e de 2* ordem e com
ordaculo @, satisfaz as sequintes condigdes:

1. M tem fitas de input apenas de leitura: umas de 1* ordem com inputs de
comprimento < n e outras de 2* ordem com inputs de comprimento < 2P,

2. M escreve as perguntas ao ordculo nas fitas de ordculo, apenas de escrita.
Nas fitas de 1* ordem M escreve respectivamente xy, ..., Ty onde cada x; tem compri-
mento < p(n) (1 <i<k), nas fitas de 2* ordem escreve respectivamente Fy*, ..., F}r
onde cada F tem comprimento < 2°™ . O ordculo responde Sim ou Nédo conforme
Q(z, F*) se verifica ou ndo, e apaga as fitas de ordculo.

3. O tempo computacional total é limitado por 2°™.

4. M escreve os outputs em fitas de output apenas de escrita: umas para
outputs de 1* ordem que podem ter comprimento quando muito p(n) e outras para
outputs de 2* ordem com comprimento < op(n)

TIME(2P™)? := classe dos funcionais computédveis por uma maquina de
Turing satisfazendo as condigoes anteriores.

O espacgo usado na computacao é o espaco total usado nas fitas de trabalho
de M. ‘

SPACE(r(n))? := classe dos funcionais computdveis por uma méquina de
Turing satisfazendo as condigoes anteriores em espaco < r(n).

PSPACE®" .= |J |J SPACE(n*)Q.

QEE(l)’b keN

Dizemos que uma méaquina, como na defini¢ao anterior, computa uma fungao
se nao tem inputs nem outputs de 2* ordem, podendo, no entanto, fazer perguntas
de 2% ordem ao orédculo.
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Estamos agora em condigoes de enunciar alguns resultados relativos ao espaco
polinomial e de apresentar eshocos das respectivas demonstracoes.

Proposicao 1 Os funcionais da classe PS PACEE(I)’b, ue $ao funcoes, SaGo precisa-
q ¢
mente as func¢oes de PSPACE.

Dem. Sem perda de generalidade, vamos considerar que existem apenas duas
fitas de ordculo, uma para 1¢ ordem e outra para 2* ordem.

Se f € PSPACE entao existe M, uma méquina de Turing determinista,
que computa f em espago polinomial.

M pode ser encarada como uma m#quina de Turing nas condicoes da definicao
anterior, em que as fitas de 2° ordem ficam em branco, e o ordculo nunca é chamado
a intervir.

Logo f € PSPACE*".

Seja f € PSPACE®Y" uma funcio.

Entao existe M,;, uma médquina de Turing determinista que trabalha em espago
polinomial e recorre a ordculo Q(x, F*) em Zé’b e que, quando o input é w, o output
é f(w).

Seja My uma madaquina de Turing determinista, sem fitas de 2* ordem, que
iniciamos em w e que vai operando os mesmos passos que M;, excepto quando em
M; se escrevem simbolos na fita de ordculo de 1* ordem, em M, escrevem-se numa
fita de trabalho e quando em M; se escrevem simbolos na 2% fita de ordculo (fita de
2¢ ordem), em M, nao se faz nada.

Vejamos que fazer quando em M; se consulta o ordculo pela primeira vez.

Se Q(z, F*) € Z(l)’b é um ordculo de 1* ordem, i.e. F° nao intervém, como a
féormula é limitada, é decidivel em espaco polinomial, logo em M, basta introduzir os
passos que decidem Q(z).

Se F* ocorre em Q(z, F'*) suponhamos, sem perda de generalidade, que Q(z, F*°)
é da forma (3z; < 61(2))(Vze X t2(2)) r(z, 21, 22) € F*.

Vejamos que existe uma maquina de Turing alternada, trabalhando em tempo
polinomial, que, com input z, aceita Q(x, F*°).

Comegamos por computar ¢; e t2, o que pode ser feito em PSPACE.

Como nas méaquinas de Turing alternadas existem estados existenciais e es-
tados universais, é facil convencermo-nos que se conseguirmos decidir » € F*° em
PSPACE (que como sabemos é equivalente a tempo polinomial em méquinas de
Turing alternadas), temos uma méquina de Turing alternada que aceita Q(z, F**) em
tempo polinomial.

A partir de x, 2, e 22, podemos computar r em PSPACE.

Para decidir 7 € F* pensamos numa méquina iniciada em w, que opera como
M;, mas em que, sempre que em M; se escreve um elemento na 1° fita de ordculo,
nesta nova maquina escrevemo-lo numa fita de trabalho e sempre que em M; se escreve
um elemento na 2% fita de ordculo, nesta nova maquina colocamos em notacao bindria
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o nimero de elementos que ji deveriam ter sido escritos na 2° fita de ordculo em M;.
Quando esse nimero for r, 1é-se o préximo elemento a ser colocado na fita de ordculo
de 2* ordem de M,. Se for 0 temos que r ¢ F*, se for 1 temos que r € F*. Logo
r € F* decide-se em PSPACE.

. Q(z, F?®) & aceite, a partir de z, por uma méquina de Turing alternada
operando em tempo polinomial, logo é decidivel em PSPACE.

Assim, em M; introduzimos os passos que permitem decidir Q(z, F*).

Repetindo o processo sempre que em M, se consulta o ordculo, temos que Ms
é uma médquina de Turing que computa f em espago polinomial.

..f € PSPACE. =

Corolédrio 1 Seja ¢ um funcional da classe PS PACE®S" sem inputs de 2* ordem e
com um unico output, que é de 2* ordem.

Entao a funcdo
_ |1 se i€o(T)
Pl,1) = { 0 se 1¢¢(T)
estdi em PSPACE.

Dem. Seja M’ a méiquina que computa ¢ em espago polinomial, recorrendo
a ordculo em E(l)’b, i.e. quando nas fitas de input de M’ colocamos Z, a méquina
trabalhando em espaco polinomial, usando fitas de ordculo de 1¢ e 2% ordem, coloca
na fita de output (de 2¢ ordem) ¢(Z).

Seja M uma méquina com mais uma fita de input de 1¢ ordem do que M’ e
com uma, tnica fita de output de 1* ordem, que quando iniciada com Z, ¢ vai realizar
os mesmos passos que M’ (quando iniciada em Z), mas em vez de colocar ¢(Z) na fita
de output, coloca-o numa fita de ordculo de 2* ordem e coloca i numa fita de ordculo
de 1* ordem. Em seguida, vai perguntar ao ordculo se ¢ € ¢(Z). Se a resposta for
Sim, coloca 1 na fita de output (de 1* ordem). Se a resposta for Nao, coloca 0 na fita
de output (de 1* ordem).

Temos que ¢(Z,1) € PSPACE®".

Como ¢(Z,1) é uma fungao, sabemos pela proposicao anterior que ¢(Z, 1) estd
em PSPACE. m

Proposicao 2 A composicao de funcionais de PSPAC’EEé’b ainda é um funcional

de PSPACES".

Dem. Sejam F, G € PSPACE®". Vejamos que F oG € PSPACE®".

Suponhamos que F é computével por uma mdquina M’, que trabalha em
espago polinomial, com ordculo em Zé’b, ¢ que G ¢ computdvel por uma mdquina M”,
que também trabalha em espaco polinomial, com ordculo em Zé’b.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que quer em M’ quer em M” sé
existem duas fitas de input, uma de 1° ordem e outra de 2% ordem e duas fitas de
output, uma de 1* ordem e outra de 2° ordem.
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Seja M a méquina que, quando iniciada com input de 1* ordem z e input de 2°
ordem X, vai efectuar os mesmos passos que M”, mas em vez de colocar o output de
1¢ ordem, y, na fita de output, coloca-o numa fita de trabalho, e quando M” escreve
na fita de output de 2* ordem, M nao faz nada.

Em seguida M vai operar segundo os passos da médquina M’ quando esta é
iniciada com y. Como nao temos o input de 2% ordem, sempre que em M’ é necessério
ler a célula i da fita de input de 2% ordem, vamos realizar novamente os passos de M”,
iniciada em z, X* e quando se deveriam escrever elementos na fita de output de 2°
ordem, apenas escrevemos em notacao bindria, numa fita de trabalho, o nimero de
elementos que ja deveriam ter sido escritos nessa fita de output de 2* ordem. Quando
o nimero for ¢ vemos qual seria o préximo elemento a ser escrito na fita de output
de 2* ordem por M”. Continuamos a computar segundo M’, como se o resultado da
leitura da célula ¢ da fita de input de 2* ordem tivesse sido esse elemento.

M é uma miquina que computa F oG em espago polinomial, recorrendo a
ordculo em 5.

 FoGe& PSPACES" . m

Proposicao 3 Se f se obtém, por recursao limitada na notacao, a partir de fun-
cionais de PSPACE®" entdo f ainda é um funcional de PSPACE®S", i.e. se

f('i"Xtv 5) = g(i', Xt)

f(il_f, )v(t7 yO) = il()(jv )ftv Y, f(i. )_(t7 y))!t(i,y)

f(ja Xtv yl) - hl(ja Xt? Y, f('f Xt? y))lt(i,y)
com g, hg,h1 € PSPAC’EEé’b, t uma funcdo limitativa' e onde t(z,y) Stgnifica que
as imagens de 1% ordem de hy e hy sdo truncadas pelo comprimento de t(Z,y) e as
palavras das imagens de 2* ordem, Z, de hg e hy também sao truncadas pelo compri-
mento de t(Z,y), i.e. as imagens de 2* ordem sio Z*,

entio f € PSPACE™".

Dem. A demonstracao segue a técnica que usamos para a proposi¢ao anterior,
mas agora iterada tantas vezes quanto necessario.

Ou seja, uma maquina M que computa f(Z, X*,y), vai agir do seguinte modo:

- se y for ¢, faz as operagoes da maquina que computa g;

-sey =2z ~0ouy =2z ~1 faz respectivamente as operagoes da maquina que
computa ko ou k1, mas sempre que ¢ necessario usar f(Z, X', z), i.e. sempre que pre-
cisa conhecer o conteido, digamos i|,|, de determinada célula duma das fitas que con-
tém a informacao f(Z, X', ), reinicializa o processo, usando a maquina que computa
g, hg ou h; conforme z for £, terminar em 0 ou em 1 respectivamente... Este processo
& iterado até se chegar ao ponto em que f(Z, X' ¢) é o input desconhecido, donde
eventualmente necessita conhecer o valor 19 duma das células para que a computacao

IA classe das funcGes limitativas ¢ a menor classe de fungdes que contém as projeccdes, a con-
¢ G q projecg

catenacdo e o “produto” de funcdes e é fechada para a composicio e “substituicdo” de varidveis por

constantes. Alternativamente, podemos pensar em t(Z,y) como um termo da linguagem L.
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possa prosseguir. Entao opera segundo a maquina que computa g, retirando a infor-
macao que pretende, nao escrevendo em fitas de output, mas por um sistema de con-
tagem bindria, andlogo ao usado na proposigao anterior, que indica o nimero de ele-
mentos que jé deveriam ter sido escritos nas fitas de output de 2* ordem, permitindo
assim identificar o elemento iy que pretendia. O nimero méaximo de “m&aquinas”
a operar em cadeia, para encontrar de forma faseada os elementos (i, 7j:j—1,...
s 11, %), € |2] +2. Na posse de ig e com vista a encontrar 4;, continua a computagao
da peniiltima “maquina”, voltando a recorrer a ltima (“maquina” que computa g) se
for necessdrio identificar outros elementos nas fitas de input que contém a informacao
f(®, X% ¢). O processo continua desta forma até se encontrar i,, repetindo-se todo
este raciocfnio sempre que na computacao da primeira “méaquina” novos elementos,
das fitas com a informacdo f(Z, X*, z), forem necessérios.

Pode-se ver que M (que engloba as |z| + 2 “mdquinas”) trabalha em espago
polinomial.

- f € PSPACE®". =

2.7 Outra caracterizacao de PSPACE

Definimos PSPACE como sendo a classe das func¢oes computdveis por uma
mdaquina de Turing determinista em espacgo polinomial. Apresentamos de seguida
uma, outra caracterizagao de PSPACE, desta vez nao recorrendo a maquinas.

Proposicao 4 PSPACE é a menor classe de funcoes que contém as fungoes ini-
ciais:

1) B(x)=c¢

2) PM(z1,...,n) =2 ,1<i<n
3) Co(z) = z0

4) 01(.1') =zl

1 se zCuy
5)Q@.y) = { 0 caso contrario
e é fechada para os seguintes esquemas:
Esq.1-Composicao
f@1, oy zn) = gha(Z1, ooy Tn),y oy i (21, ooy T))
Esq.2-Recursao limitada na notagao
f(z,e) =g(z)
f(iv yO) - hO(Ev Y, f(j7 y))ﬂ(@?;)
f(ia yl) = h’l (:f7 Y, f(i'a y))lt(f,y)
onde t é uma funcao limitativa
Esq.3-Recursao limitada
f(z,e) =g(z)
F(Z,5(y)) = h(Z,y, f(Z,9)@y
onde t é uma funcdo limitativa e S é a funcio sucessor definida por S(e) =0,

S(z0) = z1 e S(z1) = S(x)0.
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A caracterizacao de PSPACE aqui apresentada é, no essencial, a exposta na
tese de mestrado [14] de Isabel Oitavem, onde ¢ apresentado um esbogo da verificacao
de que, de facto, PSPACE coincide com esta classe de fungoes.

Observagao 5 Para obtermos uma caracterizacdo de PTIME também independente
de mdquinas, basta, na anterior classe de funcgoes, omitir o esquema 3 (Recursdo
limitada). Este resultado encontra-se demonstrado na tese anteriormente referida

e na tese [7] de Fernando Ferreira “Polynomial Time Computable Arithmetic and
Conservative Extensions”.
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Capitulo 3

FUNDAMENTOS DA ARITMETICA COMPUTAVEL EM
ESPACO POLINOMIAL I

3.1 Teoria PSCA

Seja Lpg a linguagem de 1% ordem com igualdade, que se obtém de £ (lin-
guagem definida no capftulo 1) adicionando um sfmbolo funcional para cada descri¢ao
duma funcao computével em espago polinomial, de acordo com o esquema apresenta-
do na proposicao 4 do capitulo anterior, que como observamos, gera todas as funcgoes

de PSPACE.

Definicao 16 A classe das matrizes dectdiveis em espacgo polinomial é a menor
classe de formulas de Lps que contém as formulas atomicas e é fechada para as
operagoes booleanas e quantificacées da forma: Vx(x <t — ...) e Jx(z < tA...), onde
t é um termo de Lps que nao contém a varidvel z.*

Vamos de seguida definir uma teoria de 1* ordem em Lpg, que designaremos
por PSCA (acrénimo para Polynomial Space Computable Arithmetic). Para facilitar
a notagao escreveremos Ty, = y para abreviar a férmula (1 x z C 1 x 2z Ay C zA
ANl xz=1xy)V(lxzClxzAz=y)queindica que y é a truncatura de z pelo
comprimento de z.

Para nao sobrecarregar as férmulas, omitimos o simbolo da concatenacao —~
e convencionamos que esta tem precedéncia sobre o produto, o que, por exemplo,
permite escrever z X y0 em vez de z X (y —~ 0).

Definicao 17 PSCA ¢ a teoria de 1* ordem, na linguagem Lpg, constituida pelos
sequintes ariomas:

e Axiomas bdsicos

l.ze=zx

2. z(y0) = (zy)0

3. z(yl) = (zy)1

4. xXe=¢

5. xxy0=(x xy)x

*r <t estd na linguagem Lpg pois é uma abreviagdo de 1 x x C 1 x ¢.
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6. t Xyl =(x xy)x
7 rCee—x==¢
S zCyYe—xCyVe=y0
9. 2Cyle—zzCyVvVae =yl
10. 20 =90 —mz =y
11. 21 =yl -z =y
12. 20 £yl
13. x0 # ¢
14. x1 #¢
o Axiomas definidores
a. Funcoes iniciais
1. BE(x)=¢
2. PMz1,..,zn)=2; ,1<i<n
3. Co(x) = 20
4. Ci(z) =21
5 Qlz,y)=1+——xCy
Qz,y) =0V Q(z,y) =1
b. Fungoes derivadas
1. f(z1, ey zn) = g(ha (T4, ooy Tn)y ooy hi (X1, ey @),
onde f é a descrigdo da composi¢do definida a partir de g, hy, ..., hy.
2. f(z,¢) =g(Z)
f(jv yO) - hO(ZEMy: f(f7y))|t(a_c,y)
f(:—l;" y]-) = hl (:Z'v Y, f(ii', y))lt(i,y);
onde t é um termo da linguagem L e f é a descrigao da recursao limitada na
notacao a partir de g, hg € hy.
3. f(Z.¢) =g(T)
f('fv S(y)) = h(i’,y, f(fE, y))lt(i,y);
onde t é um termo de L, S é a funcao sucessor e f é a descri¢ao da recursao
limitada a partir de g e h.
o Axiomas de inducao na notacao para matrizes decidiveis em es-
paco polinomial
A(e) ANVz(A(z) — A(x0) A A(xl)) — Ve A(z),
com A uma matriz decidivel em espaco polinomial, podendo ter outras varidveis
livres além de x.1

Observagao 6 A teoria PSCA foi inspirada na teoria PTCA (acrénimo para Poly-
nomial Time Computable Arithmetic) que é a teoria de 1* ordem na linguagem Lpr
(linguagem de 1* ordem que se obtém de L adicionando um simbolo funcional para

tA inducdo na notacdo corresponde em notacio numérica & inducdo PIND, definida por Buss

na dissertagdo [4] “Bounded Arithmetic”.
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cada descri¢io duma funcdo computdvel em tempo polinomial, de acordo com a ob-
servacGo 5 do capitulo anterior) cujos ariomas sao:

e Aziomas bdsicos

e Axiomas definidores excluindo os axiomas b.3

e Azxiomas de indugdao na nota¢ao para matrizes decidiveis em tempo polino-
mial.t

Um estudo detalhado de PTCA pode ser encontrado na tese [7] de Fernando
Ferreira “Polynomial Time Computable Arithmetic and Conservative Ezrtensions”.

Observagao 7 PTIME C PSPACE logo PTCA C *PSCA. Assim todos os re-
sultados acerca de PTC A, demonstrados na tese anteriormente referida, continuam
vdlidos em PSCA.

Observagao 8 A inducgao “lenta” para matrizes decidiveis em espaco polinomial
é vdlida em PSCA, i.e. PSCAtF A(e) AVz(A(z) — A(S(z))) — YzA(x) onde A é
uma matriz decidivel em espaco polinomial possivelmente com outras varidveis livres
além de z.8

A demonstracdo deste resultado no contexto de PTCA (i.e. PTCAF A(e)A
Nz(A(z) — A(S(z))) — Yz A(z) onde A é uma matriz decidivel em tempo polino-
mial), pode ser encontrada na tese atrds mencionada, demonstracdo essa que também
funciona para o resultado em PSCA.

3.2 Caracterizagao das fungées demonstravelmente totais de PSCA

A teoria PSCA nao foi apresentada como uma teoria universal, devido aos
axiomas de indugao. Vamos porém provar que, de facto, esta teoria é universal.

Lema 1 Dadas matrizes decidiveis em espago polinomial A1(Z),..., An(Z) para as
quais existem simbolos funcionais K a,,..., Ka, tais que,
PSCAF (Ai(Z) — Ka,(Z) = 1) A (—Ai(T) > K4,(Z) =0) com1 <i<ne
dados stmbolos funcionais fi1(Z),..., fu(Z), fo+1(Z), existe um simbolo funcional f(Z)
tal que,
PSCAF (AL(Z)A f(Z) = fL(&) V (0AL(Z) N Ax(Z) A f(Z) = fo(T)) V...
N (CANZ) N oA SA(T) A F(Z) = fora(Z)).

Dem. Demonstremos o resultado para n = 1.

TA classe das matrizes decidiveis em tempo polinomial é a menor classe de férmulas de Lpr que
contém as férmulas atémicas e é fechada para as operacoes booleanas e quantificacoes da forma:
Ve(ax Ct— ...)edx(x CtA..), onde t é um termo de Lpr que nao contém a varidvel z.

1PTCA C PSC A no sentido em que, a partir de qualquer modelo de PSCA, podemos criar um
modelo de PTC A mantendo o dominio e as interpretagoes das constantes e dos simbolos funcionais
e relacionais de Lpr.

$A inducdo “lenta” corresponde em notacdo numérica a usual inducao “+1”.
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Seja h(y,e) =y
h(y,z0) =y
h(y,zl) = x.
Temos que PSCAF h(y,z)1 =z Vv ((Vz C z 21 # z) Ah(y,x) = y). Tomando
f(Z) = h(f2(T), f1(Z)K 4(Z)) temos o pretendido. O caso geral prova-se facilmente
por inducaoem n. m

Proposicao 5 Para cada matriz decidivel em espaco polinomial A existe um stmbolo
funcional K 4 em Lps\L tal que,
PSCAF (A(Z) — Ka(Z) = 1) AN (—A(Z) — Ka(Z) =0).

Dem. Comecemos por demonstrar que para cada termo ¢ de Lpg existe
um simbolo funcional f em Lpg\L tal que PSCA F VZ(f(z) = ¢(Z)). Pelo axioma
definidor b.1 de PSC A basta estudar os casos em que ¢ € uma constante, uma varidvel,
a concatenacao e o produto.

Para as constantes £, 0 e 1, os simbolos funcionais pretendidos sao E(z),
Co(E(z)) e Ci(E(x)) respectivamente. Se t é a varidvel z, basta tomar f(z) como
sendo P} (z).

Sejam C(x,¢) = ( ) e P(z,e)=E(x)
C(z,y0) = Co(C(z,y))  P(z,y0) = C(P(x,y),z)
Clz,yl) = C1(C(z,y))  P(z,yl) =C(P(z,y),z).

Facilmente se arranjam fungoes limitativas e se prova, por inducao na notacao
em y, fixando z, que C(z,y) =z ~y e P(z,y) =z X y.

Provemos entao a proposicao por inducao na complexidade de A. No caso
de A ser uma férmula atémica tomamos K¢ como sendo ) e K_(z,y) como sendo
Q(11, Q(z,y)Q(y, 1))

Definimos K_‘B = K:(O, KB) (&4 KB/\C = K:(l].,KBKc).

Seja A(Z,x) a formula Vy(y < z — B(Z,y)). Por hipétese de indugao temos
Kg(z,y). Definimos

P e e Koo st

_ z,x) se Kpg(z,5(x)) =

1(z, 8(x)) = 0 se Kp(z,5(z)) =

Seja <; a ordem lexicogrifica, i.e. x <; y abrevia (z <y A—-(z =y))V
Vie=yAIz Ca(z0 Cx A2zl Cy))V(z=y). E ficil provar, por inducio “lenta”
em z, que Vy(y <; x — B(Z,y)) <« f(Z,2) = 1. Logo, vistoy <z «— y <; 1 X ,
temos que Vy(y =z — B(Z,y)) «— f(z,1 x z) = 1.

Tomando K 4(Z,z) como sendo K_(1, f(2,1 X x)) temos o pretendido. =

Coroldrio 2 Dadas matrizes decidiveis em espaco polinomial Ay(Z),..., An(Z) e stm-
bolos funcionais fi(Z),..., fo(T), far1(Z), existe um simbolo funcional f(Z) tal que,
PSCAF (AL(Z)A f(Z) = f1(Z)) V (0AL(Z) A A2(Z) A f(Z) = fo(T)) V
V(= AUZ) A A= AE) A f(Z) = foa(Z)).

Dem. O coroldrio resulta imediatamente do lema e proposi¢ao anteriores. ®
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Lema 2 Para cada matriz decidivel em espago polinomial A(Z, x) existe um simbolo
funcional g em Lps\L tal que,
PSCAF (Jy 2 2A(2,y)) — g(z.2) < 2 A A(Z.g(%,2)).

Dem. Seja
f(z.6) :{ e se A(z,¢)

1 caso contrario

f(zy) se f(zy) =
fZSw) =4 Sly) se f(zZy)Aye Az S(y))
Syt se f(z,y) £ye Az, S(y))

Como funcao limitativa podemos tomar 1 x y11. Seja g(z,z) := f(Z,1 x z).

Pode provar-se, por inducao “lenta” em y, que f(Z,y) <y — A(Z, f(Z,y)). Logo,
visto g(2,y) 2y — g(z,y) 2 1 xy vem que (*) g(2z,y) =y — A(z,9(2,y)). No-
vamente por um raciocinio de indugao “lenta”, desta vez em x, pode provar-se que
(Fy <z A(Z,y)) — f(Z,z) = . Comoy<:c——>y<ll><a:eg(2 r) Rl xz—

— glz.2) = 7, vem que (*¥) (3y <z A(z,y)) — g(5,2) < =.
De (*) e (**) conclui-se o pretendido. m

Proposigcao 6 Seja M um modelo de PSCA e N uma subestrutura de M.
As matrizes decidiveis em espaco polinomial sao absolutas entre N e M,
i.e. se A(Z) é uma matriz decidivel em espago polinomial e a sio elementos em N

entdo N = A(a) sse M = A(a).

Dem. A demonstracao é feita por inducao na complexidade de A.

Todos os casos sao triviais & excepgao das quantificagoes limitadas. Supo-
nhamos que A(Z,z) tem a forma Vy =< zB(Z,y). Sejam @ e b elementos em N.
Queremos provar que N = A(a, b) sse M = A(a,b).

Se M = A(a,b), usando a hipétese de indugao e o facto de N ser subestrutura
de M, temos que N | A(a,b).

Reciprocamente, suponhamos que M ¥ A(a,b), logo M E Jy < b(—B(a,y)).
Pelo lema anterior, sabemos que existe um sfmbolo funcional g em Lpg\L tal que
M E=g(a,b) <be M ¥ B(a,g(a,b)). Como g(a,b) estd em N, usando a hipétese de
inducdo, temos N |= g(a,b) = b A (=B(a,g(a,b))) ou seja N ¥ A(a,b).

O caso Jy < zB(Z, y) num sentido é ébvio e no outro torna-se imediato usando
o lema anterior. ®

Proposigao 7 Se M ¢é um modelo de PSCA e N é uma subestrutura de M, entdo
N é um modelo de PSCA.

Dem. Obviamente os axiomas bésicos e os axiomas definidores sao vélidos
em N. Vejamos que os axiomas de inducao também se verificam em N. Seja A uma
matriz decidivel em espago polinomial e ¢ um elemento em N. Como M é modelo
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de PSCA é facil ver que M | A(e) AVy C a(A(y) — A(y0) A A(yl)) — A(a), o que
implica, visto as matrizes decidiveis em espago polinomial serem absolutas entre M e
N e a ser um elemento arbitrario de N, que N = A(e)AVz(A(z) — A(z0)AA(xl)) —
— VzA(x). Logo os axiomas de indugao na notacao para matrizes decidiveis em
espaco polinomial sao vilidos em N.

.. N é modelo de PSCA. =

Observagio 9 Por um resultado bem conhecido de Lés e Tarsk#, que garante que
 uma teoria é preservada por subestruturas sse é constituida por ariomas universais,
vemos que PSCA é uma teoria universal.

Recordemos o Teorema de Herbrand (1930), cuja demonstracao pode ser en-
contrada no livro [5] “Handbook of Proof Theory” num artigo de Samuel Buss.

Teorema 1 (Herbrand) Seja T' uma teoria axiomatizada por formulas puramente
universais. Suponhamos que T = (VZ)3yy...3yxB(Z,y) com B(Z, ) uma férmula sem
quantificacoes.

Entdo existe uma sequéncia finita de termos t;; = t;;(Z) com1 < i < r e
1<j<ktal que T+ (\/:T:)(i/lB(:E,ti,l, o tin).

Estamos agora em condigoes de caracterizar as fungoes demonstravelmente
totais de PSCA.

Teorema 2 Suponhamos que PSCA F Vi3yA(z,y), onde A é uma matriz decidivel
em espago polinomial sendo T e y as suas Unicas varidveis livres.
Entao erxiste um stmbolo funcional f de Lps tal que PSCA VI A(Z, f(Z)).

Dem. Tendo em conta a observagao 9, a proposicao 5 e o coroldrio 2, a
demonstracao do teorema resulta imediatamente do Teorema de Herbrand. m

1Esse resultado pode ser encontrado, por exemplo, no livro [6] “Model Theory” de Chang e
Keisler.



Capftulo 4

FUNDAMENTOS DA ARITMETICA COMPUTAVEL EM
ESPACO POLINOMIAL II

4.1 Teoria £7P-NIA

Relembremos que notamos por £5 a linguagem de 2° ordem (com varidveis
de 1% ordem z, y, 2,... e varidveis de 2° ordem F* G",... com ¢, 7,... termos de L)
que resulta de £ adicionando € (simbolo relacional bindrio que opera entre um termo
de £ e uma varidvel de 2* ordem). Com ¢t € F* pretende-se significar que a palavra
representada. pelo termo ¢ pertence ao subconjunto finito de 2<“ representado por F*.

O propésito principal desta seccio é definir uma teoria de 2¢ ordem em L5, que
serd notada por L1"-NTA (‘NIA’ & o acrénimo para Notation Induction Azioms) que
corresponde 2 teoria U introduzida por Buss em [4] e que desempenhard um papel
fundamental no nosso trabalho. Para isso precisamos da seguinte defini¢ao.

Defini¢do 18 Uma formula S7° é uma férmula de £4 da forma:

AR 3AFFe(F, ..., F*, p,G")
onde ¢ é uma férmula de L} sem quantificacoes de 2* ordem e em que todas as
quantificacdes de 1 ordem sdo limitadas, i.e. p é uma formula Z(l)’b.

Definicao 19 E}’b-NIA é a teoria de 2 ordem, na linguagem L5, constituida pelos
sequintes ariomas:

e Axiomas bdasicos.*

oVYVF'(y € F' -y <t)

onde t é um termo em que y nao ocorre.

e Esquema de compreensao para formulas Z(l,’b:

VedF*Vy < z(y € F* «—— A(y))

onde A é uma formula 3" que pode ter outras varidveis livres além de y mas

em que a varidvel F* ndo ocorre.

e Esquema de inducdo na notacao para formulas Z}’b :

B(e) AVz(B(z) — B(z0) A B(z1)) — Ve B(z)

onde B é uma formula £ que pode ter outras varidveis livres além de .

e Esquema de substitui¢cao para formulas E(l)’b:

*S4o os primeiros 14 axiomas da definicdo 17, apresentados aquando da descricdo da teoria PSCA.
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Vo < t3F9p(x, F9) — 3G DM Yy < ¢t p(z, GlaDD)

onde ¢ é uma formula Zé’b que pode ter outras varidveis livres além de x e
Fi, t é um termo onde x ndo ocorre, q¢' := q(t/x)! e @ se obtém de
substituindo todas as ocorréncias de s € F? por < z,s >€ GUa Nt 1

4.2 Alguns resultados em ¥ °-NIA

-Definicao 20 Uma féormula E}’b-estendida é uma formula de L5 que pode ser
construtda num nimero finito de passos, comecando por formulas g e permitindo
conjungoes, disjuncoes, quantificacoes limitadas de 1* ordem e quantificagoes existen-
ciais de 2* ordem.

Proposicao 8 Em E}’b—N TA uma férmula Ei’b—estendida é equivalente a uma for-
mula E{’b.

Dem. Comecemos por observar que dois quantificadores existenciais de 2°

ordem podem ser transformados num s6, do seguinte modo:

EFtquap(Ft, Hq) PN EIG(1tq1)(1tq1)@(G(ltql)(ltql))
onde @ se obtém de ¢ substituindo todas as ocorréncias de s € F* por < £,5 >€
c GUtal)(ital) ¢ a5 ocorréncias de s € H? por < 0, s >¢€ Gital){1tal)

Estudemos o caso da férmula X -estendida ser da forma Vo < t3F%p(x, F4)
com ¢ uma férmula 5°. Pelo esquema de substituicao temos que Vo < t3F%p(z, F9) —
— GV DYy <t p(z, GW D) onde @ se obtém de ¢ substituindo todas as
ocorréncias de s € F?por < z, s >€ G Como a implicacao contraria também
¢ valida e 3GV Yz <t % 6 uma formula 1 temos o pretendido.

Os restantes casos sao triviais. m

Como consequéncia da proposicao anterior temos o coroldrio que enunciamos
. 1,6 ’ ,1° . ~ ~ 7
de seguida e que garante que em £,”-N 1A é vilida a inducao na notagao para férmulas
1,b .
Y -estendidas.

Corolario 3 ¥1°-NIA - B(e)AVa(B(z) — B(z0)AB(x1)) — V2 B(z)
onde B é uma férmula ¥1'-estendida.

g’ = q(t/ ) significa que ¢’ & o termo que se obtém de ¢ substituindo todas as ocorréncias de
2 pelo termo t.

tPor < z,s > representamos a codificacio de (x, s) feita do seguinte modo:

< x,8 >= (cod(x))11(cod(s)) onde

cod(e) = ¢

cod(20) = cod(x)01j11x 21

COd(Il) = COd(ZL’)lOHlxwl.

< z.s > GUDITY ¢ 5 abreviagio de Ju < (zs1)(wsl) (He s (z,5,u) Au € G DY onde
H. - éa férmula Zé’b de £5, da primeira proposicio em Apéndice, que existe visto a codificacio
<, > ser feita em PT'IME. Logo o axioma est4 na linguagem L.
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Para facilitar a notagao vamos introduzir mais algumas abreviacoes.

e Escrevemos n € T para abreviar n = 1 x n. Um n nestas condigoes é
usualmente designado por mimero undrio ou de talha (tally), sendo T conhecido
como o conjunto dos nimeros unarios.

e Escrevemos Vn € T ¢ para abreviar Va(n € T — o).

e Escrevemos Vz = n ¢ para abreviar Vz(z =n — ).

e Escrevemos z < y para abreviar z <y A =(z =y).

e Escrevemos x ¢ F¢ para abreviar —(z € F9).

e Escrevemos 3'zp(z) para abreviar 3z(p(z) AVy(p(y) — y = x)).

e Dados m,n € T com m =< n, escrevemos n—m = z para abreviar z € TA
Amz = n e escrevemos T = n—m para abreviar 3y < n(y = n—m Az = y).

Observagdo 10 E facil convencermo-nos que “inducio na notagio — inducdo em
talha (indugdo tally)”, onde por inducdo em talha entendemos o sequinte esquema:
p(e)AVn € T(p(n) — ¢(nl)) — Yn € Tp(n).

Logo temos que X1°-NTAF p(e) AVn € T(p(n) — ¢(nl)) — Vn € Tp(n) onde ¢ é
uma, formula $1°-estendida.

Lema 3 Se na definicao 19 substituirmos os dois ultimos esquemas (indugdo na no-
tacao para férmulas Z}’b e substituicao para férmulas E(l)’b ) por indu¢do na notag¢@o
para férmulas Z}’b—estendidas, continua vdlido o esquema de substituicao para for-
mulas ¥5°.

Dem. Suponhamos que Vz < y3F%(z, F?), com ¢ uma férmula Eé’b. Quere-
mos provar que IGWIVWI DYy <y p(z, WD) onde ¢ := q(y,/T) e @ se obtém
de ¢ substituindo todas as ocorréncias de s € F9 por < z,s > GuawaD),

Fixemos y. Seja m :=1xy e r := (yq'1)(y¢'l). Provemos, por inducdo em
talha em n < m, que Vn < mVz = m—n3G"Vz < m(z C =z — @(z,G")).

Para n = ¢, fixando z = m—n, basta tomar G" = {< 2,w >: w € F?} sendo
F7 o conjunto que verifica ¢(z, F7) que existe por hipétese.

Suponhamos que, por hipétese de indugao, para um certo n < m arbitrario,
se tem Vz = m—n3GVz < m(z C z — @(x,G")). Queremos provar que se verifica
que Vz =m—(n1)3G"Vz < m(z C z — §(z,G")).

Seja z = m—(nl1). Por hipétese de indugao, visto z0 e z1 terem comprimento
m—n, existem G} e G} tais que Vo < m(20 C z — p(z,Gy)) eVz < m(z1 C z —
— @(z, GY)). Definindo G" como sendo (G N{< u,v >: 20 CuAu<rAvIrhu
UGTN{<u,v > 21 Curu <XrAv <r})U{< z,w >:w € F1} sendo F? o conjunto
que verifica p(z, F?) que existe por hipétese, temos o que se pretende. Provamos,
assim, por indugao em talha, que Yn < mVz = m—n3G"Vz < m(z C z — p(z,G")).

Tomando n = m temos que IG"Vr < mp(z,G") logo, visto y = m, temos
3GV 2 yp(z,G"). &
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Observagao 11 A semelhanca da teoria Ui de Buss, também poderiamos, na defini-
cao de Zi’b—N T A ter substitutdo os dois ultimos esquemas (inducdo na nota¢do para
formulas Z}’b e substituicao para férmulas Zé’b ) pelo esquema de inducio na notagao
para formulas Zi’b—estendz’das. O motivo por que o nao fizemos, optando assim por
uma descri¢cdo da teoria aparentemente mais complicada, prende-se com o facto de
facilitar algumas demonstracées no decorrer deste trabalho.

Definigao 21 Uma férmula H}’b é uma formula de LY da forma:
VP NFFo(FY, ... F*, 5, GT)

onde ¢ é uma formula de LS sem quantificacées de 2* ordem e em que todas as
quantificagoes de 1* ordem sdo limitadas, i.e. ¢ é uma formula E

A semelhanga do que fizemos para as formulas 21 , tambem definimos uma
férmaula I} ®-estendida como sendo uma formula de LY que pode ser construida
num niamero finito de passos, comecando por férmulas Eé’b e permitindo conjungoes,
disjuncoes, quantificacées limitadas de 1° ordem e quantificacdes universais de 2°
ordem.

Definigao 22 Uma formula ©7° (respectivamente )" -estendida), gzb é AP (res-
pectwamente AjP-estendida) em X1°-NTA se existir uma férmula TIM® (respectiva-
mente T1;’ -estendzda) ¥, tal que Y b NIAF ¢ .

Lema 4 X°-NTA+ -3z(A(z) A B(z)) —
—Vn € T3F"Vz = n((A(x) — z € F*) A(B(z) = 2 ¢ F"))
com A e B formulas T1}*-estendidas.

Dem. Suponhamos que ~3z(A(z) A B(x)). Queremos provar que se tem que
Vn € T3F"Vz = n((A(z) — x € F*) A (B(z) — x ¢ F™)). leemos n elemento de
talha. Vamos demonstrar, por inducdo em talha para férmulas ¥y b_estendidas em
m = n, que:

Vm < nvi’ =n-m3F"Vz =n(z' Cz — ((Alx) >z € F") A (B(x) >z ¢ F"))).
*)

Para m = ¢ basta pensar em F" = {2/} se A(z') e F" = @ se ~A(2).

Suponhamos que, por hipdtese de indugdo, (*) se verifica para certo m < n.
Queremos ver que Vz' =n 'mlﬂF”Vaz n(z' Cz — ((Alz) — z € F")y A (B(z) —
— z ¢ F"))). Seja ' = n—ml. Ora 2’0 e 2’1 tém comprimento n—m, logo, por
hipétese de inducao, existem Fg e FJ* que verificam Vo = n(2'0 C z — ((A(z) —
—z € F)N(Blz) >z ¢ Fg’))) eVz=n(z'l Cz — ((A(z) - z € F}') A (B(z) —
— ¢ F{'))) respectivamente.

Seja F" = (Fn{z e =nA20 CzHUEPN{z: 2z =nA2'l C z}).
Vejamos que Ve = n(z' Cz — ((A(z) =z € F)A(B(z) > z ¢ F"))). Sejaz =ne
suponhamos que z’ C z. Como —(z' = z) temos que 2’0 Cz ouz’'l Cz. Sez'0 Cz
entdo (A(z) -z € F})A(B(z) — x ¢ F}). Logo A(z) — z € F™. Se 2’1 C x entao
(A(z) >z € F?'YN(B(z) > z ¢ FJ"). Logo A(z) — x € F™. Vejamos agora que
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B(z) — z ¢ F". Suponhamos que temos B(z) e z € F™. Sem perda de generalidade,
seja z € FpN{zr:xz =nA20Cz}. Logoz ¢ F}, visto se ter B(z), o que é
absurdo. Logo B(z) — x ¢ F".

Provimos assim que
Vz' = n—ml13F™Vz = n(z' Cz — ((A(z) - z € F*") A (B(z) — z ¢ F"))). Logo,
pela inducao em talha atras referida, temos (*) sempre que m < n.

Em particular, para m = n temos que
IFWzr =n((A(z) »z € F)AN(B(z) >z ¢ F™)). »

O resultado que se segue estabelece a validade do esquema de separacao para
formulas 1 *-estendidas.

Proposi¢io 9 L1°-NTA + —3z(A(z) A B(z)) —
— YwIF“Vz R w((A(z) —» z € F*)A(B(z) — = ¢ F¥))
onde A e B sio formulas II}"-estendidas.

Dem. Consideremos <; a ordem linear (ordem lexicogréfica) em 2< definida
prz<;y<=(yA-(z=y)Ve=yAIzCz(z0 Tz Azl Cy)).

Como referido no artigo [10} de Fernando Ferreira “A Feasible Theory for
Analysis”, em modelos de ¥:5-NTA ¢ possivel introduzir a operagao +; que vem da,
anterior ordem linear e que verifica as seguintes propriedades:

P)X)-NIAFz<a— (0xal)Hz=alA(0xal)+x#1xal

P)Y-NIAFw=al - w = 1xalvI'z < a (0xal)+z = w.

Logo em Ei’b—N I A tais propriedades continuam vélidas.

Suponhamos que ~3z(A(z)AB(z)). Queremos ver que Vw3F“Va < w((A(z) —
—z € FYYN(B(z) = = ¢ F¥)). Fixemos w. Sejan := 1xwl. Sejam A'(y) a f6rmula
dz <n ((0xn)+z=yAAx)) e B'(y) aférmula 3z <n (0 X n)+;z =y A B(z)).
Como —3z(A(z) A B(x)) temos que —3y(A'(y) A B'(y)). Logo pelo lema anterior
IFVy =n((A'(y) —y € FY) AN (B'(y) — y & F™)).

Seja F“ :={z <n: (0 xn)+z € F"}. Seja x = w. Se temos A(z) temos
A'((0 x n) +; x), logo (0 x n) +; 2 € F". Portanto z € F“. Se temos B(x) temos
B'((0 x n) 4+, ), logo (0 xn) +,2 ¢ F*. Portanto z ¢ F*. m

A probposigé,o seguinte garante que, em Z}’b—N I A, se tem compreensao para
formulas A} -estendidas.

Proposigio 10 £1°-NIA + Vz(A(z) — B(z)) —
— VwIF“Vz R w (z € F¥ «— A(x))
onde A é uma formula X"-estendida e B é uma férmula TI}"-estendida.

Dem. Suponhamos que Vz(A(z) «—— B(z)). Queremos mostrar que se tem
que VwIF“Vr <w (z € F¥ «— A(x)).

Fixemos w. B e —A séo férmulas I} *-estendidas. Por hipétese Vz(A(z) —
—— B(x)), logo temos que —3z(B(z) A —A(z)) e portanto a proposi¢do anterior
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garante que 3F“Vr 2 w((B(z) — z € FY)A(—A(z) — = ¢ F*)). Assim constatamos
que IF“Vr R w((A(z) — z € F*) A (z € F¥ — A(x))).
2 3FVYr Rw(A(z) «— z € F¥). =

Proposicao 11 Em Ei’b-N I A é védlida inducao “lenta” para férmulas A}’b—estendidas.

Dem. Queremos provar que Vz(A(z) «— B(z)) —

— ((A(2) AVz(A(z) — A(S(z))) — VzA(z)) com A uma férmula ¥} -estendida e B
uma férmula IT}*-estendida.

Suponhamos que Vz(A(z) «— B(z)) e A(c) AVz(A(z) — A(S(z))). Ve-
jamos que VzA(z). Fixemos z. Seja w = zl1. De Vz(A(z) «— B(z)) temos, por
compreensao para formulas A’-estendidas, que IFVy < w(A(y) — y € F¥).

Seja ¥(z) := 2z € F¥Vw < z. Temos ¥(¢) e Vz(¢(z) — ¥(S(z))). Ora sabe-se
que em Zi’b—N I A évslida indugao “lenta” para férmulas Zé’ (ver dissertaciao de Buss
[4]) logo Vz9)(z). Em particular temos ¥(z) e uma vez que ~(w < z) vem z € F¥,
logo temos A(z). =

Proposicao 12 O esquema de minimizacao para férmulas Ai’b-estendidas é vdlido
em S1P-NIA, ie. S7°-NIA & 3zxA(z) — a(A(x) AVy < -A(y)), com A uma
formula A}*-estendida.b

Dem. Sendo A uma férmula A}’b—estendz’da temos que Vy < z—A(y) € equiva-
lente a uma formula Aj’-estendida, logo pela proposicdo anterior temos inducio
“lenta” para B(z) :«— Yy < z-A(y), i.e. B(e) AVz(B(z) — B(S(x))) — VzB(z).

Suponhamos que 3z A(z). Seja b tal que A(b). Queremos provar que
dz(A(z) AVy < 2-A(y)).

Se Yy < b—-A(y), b € o elemento pretendido.

Se =(Vy < b-A(y)), i.e. —B(b), como temos B(e) vem que —~(Vz(B(z) —
— B(S(2)))). Logo Fz(B(z) A ~B(S(z))) ou seja Iz ((Vy < z—-A(y))A
AFy < S(x)A(y))). Temos portanto que 3z(Vy < 2—-A(y) A A(z)). =

4.3 Tmersido de PSCA em E]°-NIA

A semelhanca do primeiro resultado em apéndice, que permite “introduzir”
em Y2-NTAY os simbolos funcionais de Lpr, i.e. as funcoes computéveis em tempo
polinomial, através de férmulas em L apropriadas, vamos estabelecer um resultado
anslogo, agora no contexto da teoria E}’b—N I A e com os simbolos funcionais de Lpg,
ou seja com as fungoes computédveis em espaco polinomial.

8O sfmbolo < corresponde ao sfmbolo <; introduzido anteriormente e é o correspondente em
Z%’b—NI A arelagio < da teoria S} de Buss. (Notar que a teoria £%-NTA definida em apéndice e
S3 sdo bi-interpretéveis considerando a bijeccio da Fig.1.)

YTeoria de 1¢ ordem definida em apéndice.
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Proposicao 13 Para cada simbolo funcional f de Lps \ L existem uma férmula
b estendida o7 em L% e um termo by em L tais que:

SYP-NIA - VZ3z < b(Z) ©F(7,2)

T NIAF 07 (Z,2) NpF(T,y) > 2=y

e

a) em LYP-NTA tem-se que

1. vg(w,€)

2. (P%{L(:L']_, ey T, i) com1<i<n

3. ¢&,(z,20)

4. o (z, 1)

5. w5,y 1) ==z Cy

. v5(2,9.0) Ves(e,y, 1)

1. se f é definida a partir de g, h1, ..., hi por composicdo entao

SUP-NIAE QF (Z,910) A A @ (B, 5) AQF (s, U, 2) = 9F(E, 2)

2. se f é definida a partir de g, hy e hy por recursdo limitada na notagao com

limite t entao

S10-NIAF ©3(%,2) — 9% (T2, 2)

“’-NIAI— gof( U T) N @p (B, T W) A 2= Uy — gof(m Y0, 2)

Zlb NIAF <pf( Yy T) /\gohl(.r y,ru) Az = Ujt(zy) — gof(as yl, 2)

3. se f é definida a partzr de g e h por recursao limitada com limite t entdo

SIP-NIAE @2(2,2) — ¢F(3,¢,2)

21 b'NIA H (pf( ) A @E(j, T, u) Nz = Ult(z,y) — 90?(‘%’ S(y)7 Z)

Dem. A demonstracao é feita por indugao na complexidade da descrigao
do sfmbolo funcional f. Nos casos em que f é uma funcao inicial ou resulta de
composicao ou de recursao limitada na notagao, a demonstracao é andloga a da
primeira proposicdo em apéndice e pode ser encontrada no artigo [8] “Polynomial
Time Computable Arithmetic” de Fernando Ferreira.

Resta estudar o caso em que f resulta de recursdo limitada (b. 3).

Para facilitar a notacdo vamos considerar que L5 contém todos os sfmbolos
funcionais de Lpr (possivel pela proposigao 19 em apéndice).

Na demonstragao da proposi¢ao 9, introduzimos em Ei’b-N IA, <, e+, que
em 2<¥ “correspondem” respectivamente a < e + em N (considerando a bijecgao da
Fig.1 do primeiro capitulo). <; e +; passardo a ser notados por < e +. Como Si
(teoria introduzida por Buss na tese [4] “Bounded Arithmetic”) e ¥8-NIA (teoria
definida em apéndice) sao bi-interpretaveis de forma natural, além de < e +, podem
ser introduzidas em E}’b—N I A arelagao < e as operagoes — e -, que “correspondem” &
relacao de menor ou igual, 3 subtraccdo truncadal e ao produto em N (considerando

ISubtraccio truncada, —;, é a seguinte operacio em N:
=4 TTY se 22y
Y= 0 se z<y
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a bijec¢ao da Fig.1). Por exemplo em 2<

e x — y = z significa que z é a palavra que, segundo a bijeccao anterior, cor-
responde ao nimero natural que resulta da subtraccao dos nimeros correspondentes
as palavras z e y;

e 2.z = y significa que y é a palavra que corresponde ao dobro do nimero
correspondente a palavra z;

e z — 1 poderia ser ambiguo, uma vez que poderiamos considerar 1 como
mimero natural ou como elemento de 2<“ (que corresponde ao nimero natural 2).
Para evitar a ambiguidade convencionamos que nesta situagao 1 é o niimero natural
que corresponde a palavra 0.

Sendo 1" o conjunto dos nimeros undrios, pensemos na bijecgao:

T — N
e = 0
1 - 1
11 — 2
111 — 3

Atraves desta bijeccao, das operagoes usuais de adicao e subtracgao truncada
em N, surgem operagoes andlogas em T, que serao notadas por + e — respectivamente.

n
Sendo n um elemento de talha, n # ¢, notamos por 2" a palavra Q........ 0 1. Notamos

n—1| vezes
por 2° a palavra 0. -

Temos que Vyd'n € T(2"! < y < 2*). Notemos por é(y) tal n. Sendo f
definida por recursao limitada a partir de g e h, com limite ¢, queremos encontrar
uma férmula de L5, E}’b-estendida, ¢%, e um termo de L, by, nas condigdes do
enunciado. '

Temos que f(Z,¢e) = g(Z) <X b(Z) e f(Z,S(y)) = t(Z,y). Seja t'(Z,n) =
= by(Z) —~ t(z,2"). Temos que Vn € TVy < 2"(f(Z,y) = t’(:T: n)). Seja cod(e) =
cod(z0) = cod(z)01, cod(z1) = cod(x)10. Definamos ¢(Z,n) como sendo t'(Z,n) —~
~t(Z,n). Temos que Vn € TVy < 2" cod(f(Z,y)) = q(Z,n).

Com vista a definir @? vamos introduzir algumas abreviagoes.

e seq(F?) :=Vi <0(2-ie F® - 2.i+1¢ F%. A ideia é que, colocando
1 ou 0 conforme as palavras pertencam ou nao a FY se obtenha uma sequéncia,
de cédigos: cod(f(Z,0)), cod(f(Z,1)), cod(f(Z,2)),..., cod(f(Z,y)), intercalados com
pares de zeros de modo a uniformizar os comprimentos dos cédigos, formando uma
sequéncia de blocos de comprimento sempre igual ao comprimento de ¢(Z, n).

o [h(e) = ¢, lh(20) = lh(z1) = S(lh(x)), i.e. lh(z) é a palavra que através da
bijeccao da Fig.1 corresponde ao comprimento de x.

o bit(z, k,j) =k <lh(x)-1INGBy Cx(lh(y) =kNy0Cz) > j=0)AFy C =z
(lhy) =k Ayl Cz) — j=1) Az #¢e. “ztem na posigdo k£ o nmimero bindrio j”.

0 bit(F® k,j) = (k¢ FPAj=0)V (k€ FP Aj=1). “F’ tem na posicao k o
nidmero bindrio j.”
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o pal(w,i, F?, Z,n) :=n € TAVE < (i +1)-lh(q(Z,n)) — 1(i - h(q(z,n)) <
< k — ((bit(F%k,0) «— bit(w,k — i - lh(qg(Z,n)),0)) A (bit(F? k,1) «—
— bit(w, k — i - lh(q(Z,n)),1))) ANw = q(Z,n). “w é a i-ésima palavra (bloco)
gerado por F? .7

o sig(w,z) = 32" C* wlw = 22’ N2 = 0 x 2" A (bit(z,lh(z) — 1,0) —
— bit(z,lh(z) — 2,1)) A Fi < lh(2)3) < IR(Z)(h(z) = 2 -1 ALR(Z') = 2 j).

“z é a parte significativa de w, i.e. sendo w um bloco gerado por F?, z é o cédigo.”

e chave(F®,w,a,Z,n) := seq(F®) A3r = q(z,n)3t < q(z,n)pal(r,0, F, &, n)A
Asig(r, t)Acod(a) = tAVi < 20~ (20) ~1(Fw = ¢(z, n) pal(v,i, F?,z,n) — Ju, v/, 0" <
< q(@,n)3p,r 2(Z,1)3s 2 bu(Z, (w ~ (0 x (n—(1 x w)))) — (2" — 1) +4,7)

i
(pal(u,i + 1, F% Z,n) A sig(u,u') A sig(v,v') A cod(r) = v' A 2 (Z, §, 7, 8)A
Nsjyz.) = p A cod(p) = u').
“Nas partes significativas dos primeiros 27~ (%) blocos gerados por F* temos
os cédigos de a, h(Z, J, a)(z,j), P(Z, 5 +1,0)t(z,5+1), .- Tespectivamente.” Por exemplo,
N

quando w é a palavra b1 temos os c6digos das palavras apresentadas na figura que se
segue.

Ll 0.6,C)uiies

H(T8.0 ) irs= ¢

W hi{xia.a)iuiea="5

Seja 6 := 2°W) - 1h(q(Z, ¢(y)) — 1 definimos ¥ (Z,y, z) como sendo a férmula
3F932 < b, (2)¢2 (Z, 2') Achave(F® e, 2, T, o(y))AIr = q(Z, ¢(y)) (pal(r,y, F®, 2, ¢(y))A
Asig(r, cod(z))) e bg(Z,y) como sendo ¢ (Z, ¢(y)).

Vejamos agora que go? e by satisfazem o pretendido.

Comecamos por demonstrar o seguinte facto:

vzvn € TVw = nVa X t'(Z,n)3Fchave(F®, w, a,Z,n) | com 6 = 2" - [h(q(Z,n)) — 1.

Fixemos Z e n. Queremos ver que Vw =< nVa < t/(Z,n)3Fchave(F, w, a, Z,n).
Provemos por indugao em talha em m, para férmulas Ei’b-estendz’das, que
Vm C nVw = n—mVa < t'(z,n)3Fchave(F°, w, a, Z,n).
Para m = ¢, basta pensar em F’ = {z : bit(cod(a),z,1)}.
Dado m C n suponhamos, por hipétese de inducao, que
Vw = n—mVa <X t/(Z,n)3IF’chave(F?,w, a,Z,n).
Queremos provar que Yw = n—(m-+1)Va < ¥(Z,n)3F’chave(F®,w,a,%,n).
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Seja w = n—(m-+1) e a < t'(Z,n). Temos que w0 = n—m, logo, por hipGtese
de indugdo, IFchave(F¢, w0, a,Z,n).

Seja b = ¢(z,n) tal que pal(bh,2"~1**0 — 1 F¢ % n). Sejam ¥,b" tais que
V =<q(Zn),b" 2t (z,mn)esigbt) Acodd)=10"

Seja a* =< by(z, (wl ~ (0 x (n—(1 x w1)))) — 27, V") tal que
o2 (Z, (wl ~ (0 X (n—(1 x wl)))) — 2",b”,q*). Seja a' = %,z 1 (0x(ns (1xwi))))—2n)
temos que o' = t’(a?" n). Como wl = m—m, por hipétese de indugdo, vem que
AFfchave(F?, wl,d’, z,n).

Seja F¥ = {z (i € F¢ ni < 20 (xw0) L [h(g(Z,n)) — 1)V
V(i — 2n=xw0) L Ih(g(z,n)) € FY)}. Por construcio de F? é facil ver que temos
chave(F°, w,a,Z,n).

Provdmos assim, por inducdo, que Ym C nVw = n—mVa =< #(z,n)3F?°
chave(F° w,a,Z,n).

- Yw 2 nVa < ¢(Z,n)3F chave(F, w,a,Z,n).

c.q.d.

Para w = ¢ temos que Va = t/(Z,n)3F’chave(F® ¢,a,%,n), logo
3F932 < by(2)¢) (Z,2') A chave(F? ¢, %', T, n).

(*) -.VZV¥n € TIF32 < b,(z ) X(z,2")

Provemos agora que

SY.NTA FVEvy3z < bp(E,y) o5 (3,1, 2)

! =

A chave(F% ¢, 2/ &, n).

Fixemos Z e y. Seja n = ¢(y). Logo 2"™' <y < 2",
Por (*) sabemos que 3F?3z' < b, (Z)¢2 (T, ') A chave(F?, ¢, 2, z,n).
Seja z* = q(Z, n) tal que pal(z*,y, F?, Z,n), que existe por definicao de chave.
Seja z < #/(Z,n) tal que sig(z*, cod(z)), (existe por definigdo de chave). Logo temos
que 3z X b¢(Z,y) ¢F (7,9, 2)-
c.q.d.
Demonstremos, de seguida, que

TNIAF cp?(:i,y, 2) NoF(Z,y, 22) = 21 = 2

Dados Z e y, sejan = ¢(y). De ¢7(Z,y, z1) temos que 3FY 32 < b,(Z )gog (Z, 2")A
Achave(FP, e, 2, Z,n)A3r = q(Z,n) pal(r,y, F{,Z,n) Asig(r,cod(2)). De ¢¥(Z,y, 22)
temos que IFY32" = by(T)p) (Z,2") A chave(Fy,e,2",Z,n) A Ir' = q(Z,n)
pal(r',y, FY,Z,n) A sig(r',cod(z2)). ¢ (2,2') N i (Z,2") — 2/ = 2, logo temos
chave(F¢ e, 2, Z,n).

Vejamos por indugao lenta em 7, para férmulas Eé’b, que
Vi < yVYw < q(Z,n) (pal(w,i, F?,Z,n) «— pal(w,i, FY,z,n)).

Caso i = 0.

Se pal(wy,0, F¢,z,n) e pal(w,,0, FY,T,n) entao existem t,,t, < ¢(Z,n) tais
que sig(wy,t1) A sig(ws,t2) A cod(Z') = t1 A cod(2') = tqg, logo t; = t, e portanto
wp, = Wa.
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Dado i < y suponhamos, por hipétese de inducao, que
Vw < q(Z,n) (pal(w,i, F?,Z,n) «— pal(w,i, FY,z,n)). Queremos provar que
Vw = q(z,n) (pal(w,i+ 1, F{, % n) «— pal(w,i + 1, F{,Z,n)).
Suponhamos que pal (w1, i+1, F?, Z,n), pal(ws, i+1, FY,Z,n) e pal(v,i, F{, %, n).
Sendo sig(v,v') e cod(v") = v'; sig{wy, w}) e cod(w]) = w} temos que wy = sy(z,4) com
@E(E,B n— (2" — 1) +14),v",s). Por hipétese de indugao temos pal(v,z, Ff %,n).
Logo sendo sig(wa, w)) e cod(wy) = wh temos wy = Sp(z,). Logo w{ = wy.
LWy = wh e wy = we.
Em particular temos que Vw = q(Z,n) (pal(w,y, F{, Z,n) < pal(w,y, FY,Z,n)).
s.r=r". Como sig(r, cod(z)) e sig(r', cod(z;)) temos que cod(z) = cod(z).
LR = 2o,

c.q.d.
Vejamos que

Si7-NIAF o3(Z,2) — 0}(Z, ¢, 2)

Suponhamos que cp? (Z, z). Fixemos y > ¢ esejan = ¢(y).
Por (*) 3F?32" < by(2)¢) (Z,2) Achave(F® e, 2/, &,n). 0} (z,2) N (E,2') — 2 = 2.
Logo 3F’3z = by(T); (T, 2) A chave(F® ¢, 2, T, n).
Seja w = q(Z,n) tal que pal(w,0, F’, Z,n). Entdao sig(w,cod(z)). Temos,
portanto, ¢7(Z, €, 2).
c.q.d.
Provemos finalmente que

S-NTAF ©F(Z,y,7) AR (Z,y,1,u) Az = Upay) — 05 (F,S(y), 2)

Dados Z, y, seja n = ¢(y), logo 201 <y < 27,

De ©%(Z, y, ) temos que 3FY 32" = by(Z)gy (7, 2') Achave(FY, ¢, 2, T, n)A
A3s = q(Z,n) pal(s,y, F?,Z,n) A sig(s,cod(r)).

Suponhamos que ¢} (Z,y,T,u) € 2 = Ujyz,y)-

Se y < 2" — 1 fazendo F? = F} temos que 3F?3z" =X by(Z)pZ (Z,2')A
Achave(F® ¢, 2', %, n) e sendo pal(w,y+ 1, F%, Z,n), por definicdo de chave, sabemos
que w = ¢(Z,n) e sig(w, cod(z)).

- 97 (3, S(y), 2).

Se y =2" — 1 entdao S(y) = 2", logo ¢(S(y)) = n+1. Por (*) sabemos que
3F{32 < by(2)@3 (2, 2') A chave(Fy e, 2, Z,n+1).

Vejamos por inducgao lenta em 4, para férmulas Z(l)’b, que
Vi < 2"V, < ¢(Z,n)Vw, = q(Z, n+1)Vo < q(&, n+1)(pal(w:, i, F2, Z, n)A
Apal(wa, i, FY, 2, n+1) — (sig(wy,v) « sig(ws,v))).

Caso i = 0 é imediato, pois se pal(wi, 0, F{, Z,n) e pal(ws, 0, FY, &, n+1), entao
sig(wy, cod(2')) e sig(wz, cod(2")).

Por hipétese de inducao, admitamos que o resultado é vélido para ¢, sendo
1 < 2" — 1. Queremos provar que é vdlido para 7 + 1.
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Suponhamos que pal(ws,i+ 1, FY,Z,n) e pal(ws,i+ 1, F§, Z,n+1). Seja
sig(wy,v1) e sig(wg,vz). Admitamos que pal(wy, i, FY,Z,n) e pal(ug,i, F¥, T, n+1).
Seja sig(ui,v). Por hipétese de indugdo temos sig(ugz,v). Suponhamos que
cod(p) = v. Se ¢ (Z,i,p, k) e ks = k' entdo, por definicdo de chave, temos que
cod(k') = vy e cod(k') = va,

LU = Vs

Provamos assim que
Vi < 2%, < q(Z,n)Vw, =< q(Z,n+1)Ve = q(Z, n+1)(pal(wy, i, FY, z, n)A
Apal(wa, i, FY, T, n+1) — (sig(w;,v) «— sig(wa, v))).

Logo, sendo pal(sa,y, FY, Z,n+1) temos sig(sq, cod(r)). Por definigao de chave
e visto que ¢ (Z,y, T, u) € upz,) = 2 temos que sendo pal(w,y+1, FY, Z, n+1) se tem
sig(w, cod(z)).

Obviamente w = ¢(Z,n+1). Logo fazendo F? = FY sabemos que
IF°32 < by(Z); (Z,2') A chave(F?, e, 2, Z,n+1) A Fw = ¢(T,n+1)
pal(w,y + 1, F% Z,n+1) A sig(w, cod(2)).

¥ (2, S(y), 2)-

c.q.d.

Concluimos assim a demonstragao da proposicao. m

Observagao 12 Se no enunciado da proposi¢do anterior substituirmos “formula E}’b—
estendida” por “férmula H}’b -estendida” o resultado continua vélido, bastando tomar
¢(Z, z) como sendo Yw =X b(Z)(¢F (Z,w) — w = z).

Observagao 13 O resultado da proposi¢do anterior pode ser estendido a todos os
termos, t, de Lpg de tal modo que:

a. LIP-NTA FVZ3z < b(T) ¢F (T, 2)

b. SY-NIAF oF(%,2) AP (T,y) — 2=y

c. EmSYP-NIA o sequinte é vdlido:

1) = (2,9, ~ y)

2) ¢y (z,y,2 X y)

3) Se t(Z) = q(t1(Z), ..., tk(T)), com q,t1, ...t termos de Lpg, entdo

S -NIAF QF(Z,y1) Ao AOL(E,5) A 03 (U, - Yk, 2) = 07 (T, 2).

Estamos agora em condi¢bes de demonstrar que, em sentido a seguir especifi-

cado, PSCA C S1°-NIA.

Proposicao 14 Todo o modelo M de Ei’b—N I A pode ser estendido a um modelo M’
de PSCA mantendo o dominio de 1° ordem e as interpretacoes dos simbolos de L e
definindo a interpretacdo de cada simbolo funcional f de Lps \ L sequndo goj‘?. Isto
é, interpretando f como sendo a funcdo {(a,b) : M = ¢7(a,b)}.

Dem. Pelo estudo anteriormente efectuado, ¢ facil ver que M’ é uma estrutura
bem definida e satisfaz os axiomas bésicos e os axiomas definidores. Para mostrar que



Imersio de PSCA em £} °-NIA 41

M’ também verifica o esquema, de inducao é suficiente provar que para toda a matriz
decidivel em espaco polinomial, A'(Z), existe uma férmula T;"-estendida, A(Z), tal
que para todos os parametros @ de M’ se tem M' F A'(a) sse M F A(a).

Como consequéncia da ultima observacao temos que, para todo o termo t de
Lps e parametros @ e b de M', M' E t(a) = b sse M F ¢y (a,b). (Pode ser provado
por inducao na complexidade de t¢.)

Seja A’(Z) uma matriz decidivel em espago polinomial. Evidentemente A'(Z)
é equivalente a uma férmula que contém uma sequéncia de quantificagoes da forma
Vz < t(y) e/ou Iz < t(§) com t um termo de Lpg em que z nao ocorre, seguida por
uma férmula aberta na forma normal conjuntiva.**

Vejamos como alterar esta férmula de modo a pertencer & linguagem L5, crian-
do assim a férmula A(Z) pretendida.

Substituimos Yz < ¢()... por 3z < b(7)( i (7, 2) AVz < z...) e substituimos
dz < t(g)... por Iz 2 b(7) (pZ(7,2) Az =< 2...).

Se em A’ aparecem férmulas atémicas, ¢(Z) = ¢(Z) ou ¢(Z) C ¢(Z) com t,q
termos de Lpg definimos A como tendo 3z <X b(Z) (97 (T, 2)A ¢ (T, 2)) ou Iz = by(T)
TJw =< by(Z) (o7 (%, 2)A @2 (&, w) A z C w) respectivamente.

Se em A’ figuram negacoes de férmulas atémicas, t(Z) # q(Z), ~(t(Z) C ¢(Z))
substituimo-las em A pelas formulas 3z < b(Z) Fw = by(T)(07 (T, 2)A @) (T, w)A
Az # w), 3z 2 b(Z) 3w = be(Z) (7 (&, 2)A @) (T, w) A =(z C w)) respectivamente.
Facilmente se vé que as férmulas A(Z) assim construidas sao férmulas S1P-estendidas
que verificam o pretendido. m

**Férmula de Lpg, sem quantificadores, que € uma conjuncdo de disjuncgoes de literais.
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Capitulo 5
SISTEMAS BASEADOS NO CALCULO DE SEQUENTES

O objectivo principal deste capitulo é apresentar uma caracterizagao das fungoes
demonstravelmente totais de E}’b—N IA. Para tal necessitaremos de definir, com
rigor, a nossa sintaxe e as regras de deducao. O sistema de demonstragao que vamos
adoptar é uma variante do célculo de sequentes introduzido por Gentzen em 1935,
enriquecido com novas regras relacionadas com quantificagoes de 1¢ e 2* ordem e que
continuara a ser notado por LK. A seccao que se segue apresenta de forma breve
este cdlculo de sequentes, estabelecendo as regras de dedugao que o regem.

5.1 Caélculo de sequentes

A linguagem adoptada serd £5. Em relagdo as varidveis quer de 1¢, quer
de 2* ordem diremos que ocorrem mudas ou livres, conforme aparecam ou nao
quantificadas.

No célculo sequencial, cada linha numa demonstragao é constituida por se-
quentes, i.e. estruturas da forma:
Ay, ..y Ay = By, ..., B,
com A; (1 <i<k)eB; (1 <j<r)férmulas, tendo o significado intuitivo de que
“a congun¢do dos A;’s tmplica a disjun¢do dos Bj’s”. Ai,..., Ay serd chamado o
antecedente e By, ..., B, o consequente do sequente apresentado.

Uma demonstragao segundo o sistema do calculo sequencial LK tem o aspecto
de uma drvore, em que os nodos de cima (folhas) sdo os axiomas, também conheci-
dos por sequentes iniciais, e em que cada sequente da demonstracao que nao seja um
desses axiomas é inferido do(s) sequente(s) imediatamente acima através das chamadas
Regras de dedugao ou Regras de inferéncia, apresentadas a seguir. Os axiomas
de LK sao da forma A = A com A férmula atémica.

Sendo S um conjunto de sequentes, podemos permitir que os axiomas sejam
também sequentes de S, passando o sistema de sequentes a ser notado por LK e as
demonstracoes neste sistema a serem designadas por L Kg-demonstracoes.

REGRAS DE INFERENCIA

No que se segue, I', TI, A e A denotam conjuntos de férmulas, A e B férmulas

et e s termos quaisquer. As regras de deducao sao representadas por %1- ou §1——S———52
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indicando que o sequente S se deduz de S; ou do par S; e Ss.

e Regras estruturais fracas

(permutacio) pie DALI=2 g [=AABA

I'B,All=—=A I'—A,B,AA
~ . AAT=A . I=A4,4,4
(contracgao) cie “XE =7 cd =40
i o =4 d L=
(enfraquecimento) ere y;7=25x  ed =57
e Regra do corte
'=AA Al'=A
I'==A
e Regras proposicionais
e =284 —d Al=4
LA =A '—=A-A
Ae ABL=A Axd D=0.4 I=A,B
ANBI'=—A . I'=A,AAB
Ve ATl'=—A BI'=A vid I'=AAB
: AVBT'=A - I'=-AAVB
. =AA BI==A 1 AT=A,B
— € A-SBI—A —:d F5x455
¢ Regras de quantificacao
o A, T=A .1 D=4 A(b)
Ve A T—A Vid s=Avace
. A(b),I'==A . I==A,A(t)
e i T—A 3d v=Azmaw
\v/ e A(t),F—-:.>A V 'd bjt,F==>A,A(b)
= t=<s,Ve<sA(z),=A = F'==A\Vz<tA(z)
3 . bjth(b)J‘:A 3 .d F:AaA(t)
=% Fe<tA(z) [—=A =Y t<s,T==A,3z<sA(z)
_A(FYHI==A 1 I=AA(CYH)
Vae® GRTAXT TS A Vaa:d T—SANVXIA(XD)

A(CH) I=A Joa:d '=A,A(F?")

Tpate TXA(XD) . T—A T—A3XtA(XT)

com b varidvel prépria de 1° ordem e C* varidvel prépria de 2° ordem,
i.e. varigveis livres que nao ocorrem no sequente de baixo.

Observagao 14 Por inducao na complexidade da formula é facil ver que, para qual-
quer féormula A, o sequente A = A se deduz em LK, sem usar a regra do corte.
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Proposicao 15 LK prova queVz = tA(z) = Vz(z <t — A(z)) e
Vr(z <t — A(z)) = Vz < tA(z).

Dem.

Ala) = A(a) (V<:e)

a =tV < tA(zx) = A(a) (— :d)

Vr X tA(x) = a Xt — Aa) (v:d)
Ve < tA(z) = Vz(z 2t — A(z))

aXt=a=t Ala) = A(a) (— :e)*
aXt— Ala),a =t = A(a) (V:e)
Ve(z <t — A(z)),a <t= A(a) (Vx:d)
Ve(z =t — A(z)) = Vz < tA(z)
n

Observagao 15 De forma andloga se prova que existem LK -demonstragées de
dz < tA(z) = 3z(z 2t AN A(x)) e de Fz(z <t AN A(z)) = Jz < tA(z).

O teorema da eliminacdo do corte, também conhecido por Gentzen’s Haupt-
satz, ¢ um resultado fundamental do cilculo de sequentes e estd na base de grande
parte das demonstragoes deste capitulo. Com vista a enunciar uma generalizacao
deste teorema, o teorema da eliminagao do corte livre em LKg, necessitamos de
apresentar algumas definicoes.

Definigcao 23 e Numa inferéncia, as férmulas que ocorrem no sequente de baizo e
nao estdo em I', A, A ou Il nem sdo t < s, sao chamadas formulas principais.

e Numa inferéncia, as formulas A e B que ocorrem nos sequentes de cima 8ao
chamadas formulas auxiliares.

Definigao 24 e Se C € a i-ésima formula de I', A, A ou Il que figura na parte de
cima de uma inferéncia, entdo o descendente imediato de C é a ocorréncia dessa
mesma férmula na parte de baizo da inferéncia, ocupando a mesma posicdo no I', A,
A ou I respectivo.

e Se C ¢é uma formula auxiliar de qualquer inferéncia excepto permutacgao e

regra do corte, entdo a férmula principal da inferéncia é o seu descendente imedia-
to.

*Entre paréntesis indicam-se as regras utilizadas. O duplo trago horizontal significa que, além
da regra que figura & direita, se utilizaram algumas regras de inferéncia fracas. Na passagem em
questao omitiram-se duas regras de enfraquecimento e duas regras de permutagéo.
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e Na inferéncia de permutacdo, os descendentes imediatos das férmulas
auziliares A e B sdo respectivamente as férmulas principais A e B.

e Na regra do corte, A nao tem descendente imediato.

e Nas regras V<:d e 3<:e, b <t tem como descendente imediato a férmula
principal.

Definicao 25 C' é um ascendente imediato de D se D for um descendente ime-
diato de C.

Definicao 26 e C é um ascendente de D se existir uma cadeia de ascendentes
tmediatos de D para C.

e Um ascendente directo de D é um ascendente C' de D tal que C é a
mesma férmula que D.

e De forma andloga se definem descendentes e descendentes directos.

Definicao 27 Seja S um conjunto de sequentes e seja P uma LKg-demonstragao.

e Uma formula que ocorre em P diz-se ancorada (por um sequente de S) se
for um descendente directo de uma férmula que ocorra num sequente inicial de S.

e Uma inferéncia de corte em P diz-se ancorada se pelo menos uma das duas
ocorréncias da férmula auziliar do corte (também conhecida como férmula do corte)
estiver ancorada.

o Uma inferéncia de corte que nédo esteja ancorada diz-se livre.

Teorema 3 (Teorema da Elimina¢do do Corte Livre)

Seja S um conjunto de sequentes fechado para a substituicdo’.

Se' = A se deduz em LKy entdo existe uma demonstracio de I’ = A em
LKg sem cortes livres.

Dem. A demonstracao deste resultado é apresentada no livro [5] “Handbook
of Proof Theory” no artigo de Samuel Buss e no livro [16] “Proof Theory” de Takeuti,
bastando acrescentar novos casos para as regras de inferéncia que adiciondmos. =

5.2 Formulagio de Z}"-NIA no cilculo de sequentes

A teoria Zi’b-N I A seré formulada no célculo de sequentes dum modo especi-
fico, que passamos a descrever.

O célculo de sequentes para Ei’b—N I A, que notaremos por LKpg, além dos
sequentes iniciais (axiomas) da forma A = A, com A férmula atémica, admite ainda
0s seguintes axiomas:

1) = A(3) com A axioma bésico de Ty*-NIA, e § termos quaisquer;

"Um conjunto de sequentes S diz-se fechado para a substituigio se sempre que I'(a) = A(a)
estd em S, com a uma varidvel livre de 1% ordem, também I'(t) = A(t) estd em S, sendo t um
termo qualquer.
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2) s € F' = s <=t em que as varidveis no termo s nao ocorrem em t;

3) = 3AF*Vy <X s(y € F* «— A(y)) com A uma férmula E(l)’b em que F*® nao
ocorre.

Além das regras de inferéncia usuais para o calculo de sequentes de 2¢ ordem,
apresentadas na seccao anterior, LKpg contém ainda as seguintes regras:

a) Regra de indugao
I, A(a) = A(a0) I, A(a) = A(al)
[ A(e) = A(s)
onde s é um termo qualquer, a é uma varidvel prépria e A é uma férmula Ei’b que
pode ter outras varidveis livres além de a;

b) Regra de substituigio
Iya <t = 3Fip(a, F?)
' = 3Gz < tp(z,GY)
onde a é uma varigvel prépria, ¢ é uma férmula E(l,’b que pode ter outras varidveis
livres além de a e F9, § = (tq'1)(tq'l) com ¢’ = q(t /) e § se obtém de ¢ substituindo
todas as ocorréncias de s € F¢ por < z,s >€ G1.

Observagao 16 Obviamente E}’b—N IA pode ser formulada no cdlculo de sequentes
de Gentzen através de LKg onde S é o conjunto de todos os sequentes da forma
== A com A azioma de ¥7"-NTA.

Para vermos que LKpg € ainda uma formulacao da teoria Z}’b—N[A., basta
provar que:

a) de => A(s), com s termo qualquer, se obtém —> Vz A(z) e vice-versa,

b) de s € F' = s <t se obtém => s € F*' — s <t e vice-versa;

c) sendo vélida a regra de indugdo temos = A(e) AVz(A(z) — A(z0) A
NA(z1)) — VzA(x) e reciprocamente, do sequente anterior seque-se a regra de in-
ducao;

d) sendo wvélida a regra de substitui¢do temos = Vx = t3F%(z, F1) —
— 3Gz =t p(x,G9) e reciprocamente, do sequente anterior seque-se a regra de
substituicao.

Passemos & demonstracao de cada uma das alineas anteriores.
Dem. a) Tendo = A(s), com s termo qualquer, temos em particular
= A(a).

= A(a) (¥:d).
= VzA(x)
Reciprocamente

A(s) = A(s)  (V:e)
= VzA(x) VzA(x) = A(s) (corte).
= A(s)
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b)
SEF = s=<t (—:d)
=>scFt —-5=<t

Reciprocamente

s € Ft = s & F? s=<t=s5=t

seft=s=<t,scFt s=<ts€F = s=<t (— :e)
sEF' - s<tseF = st =>s € F'— s <t (corte)

s€EFt = 5=t
¢) Seja P a demonstracao do sequente
So) Vz(A(x) — A(x0) A A(x1)), A(a) => A(a0)
A(a0) = A(a0)
A(a) = A(a) A(a0), A(al), A(a) == A(a0)
A(a) => A(a0), A(a) A(a0) A A(al), A(a) = A(a0
A(a) — A(a0) A A(al), A(a) = A(a0) (V:e)
Vz(A(z) — A(z0) A Az1)), A(a) = A(a)

Seja. R a demonstracdo do sequente
S1) Vz(A(z) — A(z0) A A(zxl)), A(a) = A(al)

Afa) = Ala) A(a0), A(al), A(a) = A(al)

Ala) = A(al), A(a) A(a0) A A(al), A(a) = Alal) (— :e)
A(a) — A(a0) A A(al), A(a) = :

A(z) — A(z0) A A(z1)), A(a) = A(al)

) .
Vz(A(z) — A(z0) A A(z1)), A(e) = A(b) (V:d)
Vz(A(z) — A(z0) A A(z1)), Ale) = VzA(z)  (Ae)

A(e) ANVz(A(z) — A(20) A Alzl)) = VzA(z) (- :d)
= A(e) AVz(A(z) — A(z0) A A(zl)) — VzA(x)

Reciprocamente, seja S) o sequente
A(e) AVz(A(z) — A(z0) A A(zl)) = Vz A(x)
= A(e) AVz(A(z) — A(z0) A A(z1)) — VzA(z) (alinea b))
Ale) AVz(A(z) — A(z0) A A(zl)) = VzA(x)
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[ A(a) = A(a0) T, A(a) = A(al) (A:d)
T, A(a) = A(a0) A A(al) (—:d)
' = A(a) — A(a0) A A(al) Ale) = Ale)
= Vz(A(z) — A(z0) A A(z1))  A(e),IT = Ale) (Ad)
S) Ae), T = A(e) AVz(A(z) — A(20) A A(z1)) (corte)
Ale), I = Vz A(z) (alinea a))

T, A(z) = A(s)
d)

dF%(a, F?) = 3F%(a, F'7) (V<€)
Vo <X t3Fp(z, F9),a <t => 3Fp(a, F91) (R.S.)
Vr R t3Fp(z, F9) = 3GVz < to(x,G7)  (— :d)
= Vz < t3F%9(z, F7) — 3Gz < tp(z, GI)

Reciprocamente, seja S) o sequente Vz < tIF9p(z, F?) = 3Gz <X tp(z, G7),
que pode ser obtido por:
= Vzr < t3F%(z, ) — 3Gz < tp(z,G7) (alinea b))
Vr < t3F%(z, F?) = 3Gz = tp(z, G7)

(Vx:d) T,a=t= 3F9p(a, F9)
(corte) I' = Vz < t3F%p(x, F9) S) =
' = 3Gz < tp(z, GY)
Alterando ligeiramente a definicao de férmula ancorada, é facil vermos que em
LKpgs ainda é vilido o teorema da eliminagao do corte livre.

Definigdo 28 e As formulas principais da regra de indugdo sio A(g) e A(s) e a
foérmula principal da regra de substituicio é AGNz < tp(z, GI).

e Seja P uma LKpg-demonstracao.

Uma ocorréncia de uma férmula em P diz-se ancorada se for descendente
directo de uma férmula que ocorra num sequente inicial do tipo 1), 2) ou 3)* ou se
for descendente directo duma férmula principal duma inferéncia de inducdo ou de
substituicdo.

e Com esta nocdo de férmula ancorada definimos similarmente a no¢do de
corte livre e corte ancorado.

Munidos destas novas definigoes temos o seguinte teorema, cuja demonstracao
é andloga & demonstracao do teorema da eliminagao do corte livre em LK.

Teorema 4 (Teorema da Eliminagdo do corte livre em LKpg)
Se ' = A se deduz em LKps entdo existe uma demonstracdo de I' = A
em LKpg sem cortes livres.

! Apresentados aquando da descricdo de LK pg.
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5.3 Caracterizagao das fungoes demonstravelmente totais de E}’b-NIA

Com vista a caracterizar as funcoes demonstravelmente totais de E}’b—N IA,
comegamos por apresentar algumas propriedades de LK pg.

Proposigao 16 Se LKps - T' = A, com I' e A constitutdos por formulas Ei’b,
entdo existe uma LKpg-demonstragio de I' => A em que todos os sequentes da
demonstragéo sio constitutdos por formulas $7°.

Dem. Seja P uma LKpg-demonstragao de I' = A.

Pelo teorema da eliminacao do corte livre, existe P* uma L K pg-demonstracao
de I' = A sem cortes livres.

As férmulas que ocorrem em P* ou sao ascendentes de férmulas de I' ou A,
ou sao ascendentes de férmulas do corte. Sendo ascendentes de férmulas de I' ou A
sao férmulas E}’b, isto porque todas as regras & excepcao do corte fazem aumentar
ou manter a complexidade das férmulas. Como em P* todos os cortes sao ancorados,
as férmulas do corte que af figuram estdo nos sequentes iniciais do tipo 1), 2) ou 3),
ou sao férmulas principais da regra de indugao ou de substituicao. Em qualquer dos
casos s3o férmulas ¥1°, ainda o sendo obviamente os seus ascendentes. W

Para nao sobrecarregar a notagao, no resultado que se segue, sempre que nao
seja indispensdvel, nas varidveis de 2° ordem omitimos os termos, por exemplo X'
serd representada por X.

Teorema 5 (Teorema Fundamental)

Suponhamos que LKps =T = A, onde I' e A sio constituidos por for-
mulas £1°. Sejo T : E!X(pl( ,F, X),...,3X ¢, (%, F,X), com ¢; formulas ot
A= 3Y¢ (m F Y) U, (2, F,Y), com v, formulas 25" e com Y = Y3, ..., Ys;
Pz, F,X) = ‘/\1%" \If( F’ ,Y) := V4, e notemos por ©(z,F,X,Y) a formula

]:

i=1
p(@, F,X)— ¥z, FY).
Entdo existem termos t;(Z) € L (1 <1 < k); existem M} (w a: F,X) férmulas
Y1t estendidas (1 < i < k); existem MM w, %, F, X) formulas I, *-estendidas
(1 <i<k) e eristem ®;(%, F,X) funcionais de PSPACE®s" (1 <i<k) tais que:
(1) BY-NIA + VaVEVXO(z, F, X {w < t.(%) : MZ(w,z,F, X)},...
Aw 24 (3) : ME(w, 7, F, X)});
(2) ©1°-NIA b VEVEVXVw < (2)(MP(w, %, F, X) «— MM w,z, F, X)),
com1<i<k;
(3) ®:(z, F, X) = {w = t;(%) : MP(w,Z,F, X))}, com 1 <i<k.

Observagao 17 e Na alinea (1) do teorema anterior, representamos por
O, F, X, {w = t1(2) : MY (w,z,F,X)},...) a formula ©(%,F, X,Gy,...) em que

sempre que nesta dltima aparece € Gy se substitui por r < t,(Z) A MY (r, &, F )
e Como O(Z,F, X.,Y) é uma férmula Zé’b, provando que

SI-NIA F VAVEYXYw < t(2)(MP (w0, 2, F, X) «— M{'(w,2,F, X)), com
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1 < i < k, podemos escrever O(Z, F, X, {w =< (%) : M¥(w,z,F,X)},...

Aw = 4(2) : ME(w,Z, F, X)}) como uma formula $3°-estendidas, bastando para
o efeito substituir v € G; por r =X t(z) AN MF(r,z,F,X) er ¢ G; por
=(r < t;(2) AM(r,Z, F, X)). Analogamente podemos escrever
O, F, X {w = t.(T) : MP(w,z, F, X))}, .., {w = t(Z) : MP(w,z, F,X)}) como
uma formula Hi’b—estendidas. Sempre que quisermos notar que, na formula, a esco-
lha duma ocorréncia de MF ou M é feita de modo a que esta seja le *_estendida
ou I -estendida. conforme nos seja conveniente, colocamos ©(%, F, X, {w = t,(F) :
M (w,z, F, X)}, ooy {w < 64(Z) : MP(w, 7, F, X)}).

Dem. Como LKpg W T' = A, com I' e A constituidos por férmulas Zi’b
pela proposicao anterior existe P, uma LKpg-demonstracao de I' = A, em que
todos os sequentes da demonstracao sao constituidos por férmulas E}’b.

Vamos provar por indu¢ao no nimero de linhas da demonstracao que, para
qualquer sequente II = A de P, existem os termos, as férmulas e os funcionais
testemunhas nas condicoes pretendidas.

e Se IT = A é um sequente inicial da forma A = A com A férmula atémica,
ou & um sequente dos tipos 1) ou 2)}, nada h4 a demonstrar.

e Se IT = A é um sequente inicial do tipo 3), i.e. II = A tem a for-
ma = 3F*Vy < s(y € F* «—— A(y,%,X)) com A uma formula Z(l)b, definimos
MZ(w, %, X) como sendo A(w,Z,X) que ¢ uma férmula S¢? logo é Sy °-estendida;
definimos MY (w, #, X) como sendo A(w, %, X) que é uma férmula 35" logo & II}"- b
estendida; tomamos ¢, ;= s e ®,(z, X) := {w =<s:Aw,z, X)}.

Para vermos que ®; € PS PACE®" basta pensarmos na mdquina de Turing
que iniciada com input’s de 1 ordem Z e de 2% ordem X, na célula w da tnica fita
de output (que é de 2% ordem) coloca 1 ou 0 conforme se tenha w < s A A(w, Z, X) ou
~(w < s A A(w, T, X)), cuja resposta ¢ dada pelo ordculo visto serem férmulas 557,
Facilmente constatamos que MZ, M ¢, e ®; verificam as condigdes pretendidas.

e Os casos em que II = A se obtém por p:e, p:d, ce, c:d, e:e, e:d, —:e, —:d,
Ae, Vid, —:d, V<ie, 3<:d e Joaze sdo triviais.

e Se Il = A se obtém por Aid, Il = A é da forma I" =— A/, A A B.
(1"’=>A’LA F’———>A’,B)
T'—A/,ANB

Como A A B é uma férmula %1°, temos que A e B sio formulas ¥

Por hipétese de indugao, para I = A’, A existem M/ (w, z, X), M/™(w, z, X),
t(z), ®.(Z, X) nas condigdes pretendidas e para I' = A/, B existem M/*(w,Z, X),
MM (w,z, X), t!(z), ®!(Z, X) nas condigdes pretendidas.

Para I' = A’, A A B fazemos:

MF(w,Z,X) +— (AV (w = t) AN M>P(w, X))) A(CAVBV(w <X tA
AM!"®(w, %, X))) A (mAV =B) que é uma férmula X:"-estendida,

$Estes sequentes foram apresentados aquando da formulacdo de Zi’b—N I A no célculo de sequentes
LKpgs.
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MM (0,7, X) — (AV (0 < t: A MY w,2, X)) A(CAVBV (w =<t/ A

AM!™(w, 2, X))) A (=AV = B) que é uma férmula Hi’b—estendida,

ti(z), ®i(z, X) nas condigoes pretendidas e para B, I = A’ existem M!*(w,

t; =t ~t/
) .z, )_{) se —A
Q,(z, X):=¢ ®/(z,X) se AN-B .
) se AADB
e Se Il = A se obtém por V:e, [l = A é da forma AV B,I" = A'.
(A,I":#A’ B,F'=>A’)
AVBI'=A'

Como AV B é uma férmula }°, temos que A e B sio formulas g7
Por hipétese de inducao, para A, I = A’ existem M/*(w, z, X), M/ (w, Z, X),
z, X),

M™(w,z, X), t{(z), ®/(Z, X) nas condiges pretendidas.

(5:
P/ (z,

)

Para AV B, I" = A’ fazemos:
ME(w,2,X) :e— (mAV (w X &t AME(w, 2, X)) A(AV =BV (w < t/A

=
z B

MMw, 2, X) e— (mAV (w 2t A MM w,2, X)) A(AV =BV (w < t/A
z B

t; (2 (3
AMM(w, 2, X))) A (AV B),
b=t~ ¢!
) Pi(z,X) se A
®,(z,X):=¢ ®/(z,X) se -AAB
0 se —"AAN-B

e Se II => A se obtém por —:e, [ = A é da forma A — B, I" = A
(F’ﬂA’,A B,F’———>A’>
A—BIV=>A'

Como A — B & uma férmula X, temos que A e B sio férmulas Z°.
Por hipétese de inducio, paraI' = A/, A existem M!*(w,z, X), M, ’H( z, X),
®,(z,X) e para B,I' = A’ existem M®(w,Z,X), M”H(ul % X), ;(1—:)
X) nas condigdes pretendldas
Para A — B,T" = A’ fazemos:
MZP(w,Z, X) :e— (=BV(w =< /! AM!""(w, Z, X)))A(BV-A)A
ABV AV (w <t’/\M’ (w, 7, X)),
MMNw,Z,X) e (=BV{w < t/A M”H(w z, X))A(BV-A)A
ABV AV (w =<t /\M'H(w %, X))),

ti = t; — t'/i,7

o/(z,X) se B
(2, X): =< 0 se “BAA
di(z,X) se —BA-A
e Obviamente II = A nao se pode obter por Ve, V:d, J:e, 3:d, Vi:e nem

V2.:d pois todas as férmulas na demonstragao sao E%’b

e Se II = A se obtém por V<:d, Il = A é da forma IV = A’ Vz < tA(z).
( b=t I'==A, A(b) ) B
M= A/ Vz<tA(z)

Como Vz < tA(z) ¢ uma férmula ¥1°, temos que A(z) ¢ uma férmula Tg°
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Por hip6tese de inducdo, para b < t, IV = A/, A(b) existem M (w,z,%, X),
MM (w, 2,7, X), ti(z,z), ®(z,Z,X) nas condigdes pretendidas.
Para I" = A/, Vz < tA(z) fazemos:
MF(w,Z, X) :e— 3z < t(-A(x)AVD' < 2A(z)Aw < ti(z, Z)AME(w, 7, Z, X)),
MM w, 7, X) e Iz < t(-A(x)AV2 < A2 Aw = t(x, ) AM (w, 2,2, X
t(Z) := ti(£(Z), T),
S ooy se Vr = tA(x)
(7, X) := O (pr = t-A(x),z,X) se Jz <X t-A(x)’
onde px = t—A(z) é o menor elemento, pela ordem lexicogréfica, de comprimento
menor ou igual que ¢t que verifica —~A(z).
Facilmente se vé que temos o pretendido, uma vez que, segundo a proposigao
12, em E}’b—N I A é vélido o esquema de minimizagao para férmulas A%’

e Se IT = A se obtém por 3<:e, [ = A ¢ da forma Jz < tA(z),I" = A"
( b=<t, A(b),["==A' ) B
dr<tA(z),[N==A/'

Como 3z < tA(x) é uma formula $}°, temos que A(z) ¢ uma féormula %g°.

Por hip6tese de inducdo, para b =< t, A(b), IV = A’ existem M/*(w,z,z, X),
MMw, z,z, X), ti(z,7), ®/(x, %, X) nas condigdes pretendidas.

Para 3z < tA(z), T" = A’ fazemos:

ME(w, %, X) v— Jz 2 t(A(2)AVZ' < z-A(z)A\w 2 ti(z, T)AMP (w, T, 7,

MM w,Z, X) e 3z R t(A(x)A\V2' < 2-A(z")Aw = t(z, 2) AM (w, 2, Z,

ti(_) = t;(t( )7(;')7 v A( )

- se Vx Xt-Al(z

(2, X) := { Ol (pr <tA(x),zZ,X) se Jr <tA(x)

e Se IT = A se obtém por Jga:d, Il = A é da forma I' = A’,IF A(F).

Suponhamos que I' := 3X ¢, (%, F,Z
mulas 255 A" := 3V, (7, F, 29,Y), . aw
Y=Y1,...Y e A(Z9) :=3Y ~(z,F, Zq Y).
\——v——/

)y, X0, (8, F, 29, X), com ¢, for—
z, F Z9.Y), com 1; férmulas S

férmula EO’
Por hipétese de indugao, para I = A', A(Z7) existem M[*(w, Z, F, 29, X),
MY w, 2 F, 79, X), t,(z), ®)(z, F, Z%, X) nas condigoes pretendidas.
Para IV = A’ AF A(F’) fazemos:
_ _ (. E F, 79 X <i<
Miz(waa_j:Fazan):h“){Mz (w’x,F’Z,X) 5€ 1_Z—k

we Z9 se i=k+1"

- _ MYw, 2, F, 29, X) se 1<i<k

,H q N 7 L] ’ ? - -
]\/[z (u],.’l?,F,Z,X)~(' ? w e 79 se Z:k+1,

[ t(z) se 1<i<k
t(2) '—{ q(z) se i=k+1"
_ = . ®(z,F,79,X) se 1<i<k
. q —— 1 ? ? s = =
iz, F, 2% X) = g4 se i=k+1"

e Se IT == A se obtém pela regra do corte, [l = A é da forma I'" = A’.
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I'=A' A AT =A'
( M=A )

Seja A(z,F) :— 3G:..3G, v(z,F,G), seja I' := IX¢,(z,F, X),...
\_V_._/

férmula Eo

33X, (3, F, X), com ¢, formulas $4° e A’ == IV, (z, F,Y),..,3Yy, (&, F,Y),
com 7, férmulas EO eY =Y,... Y.

Por hipétese de mdu(;ao, para I' = A’/ A sabemos que existem
MPF(w,z,F, X), M"(w,z,F,X), tj(z), ®(z,F,X), com 1 < i < k471 e para
AT = A existem M!*(w,z,F,X,G), M"(w,z,F, X,G), t/(z), ®/(z,F, X, G),
com 1 < ¢ < k, nas condigoes pretendidas.

Para I" = A’ e para 1 < i < k fazemos:

ME(w, %, F, X) e (—|(]7\:T/Lz/) (z,F {w = t, : MY (w, 5, F, X)}, ...
{w <t MPw,z,F,X)}))V (w < tg/\M’E( 7, F, X))
(\/w(:cF{w-<t’ MA(w, T, xF‘

\/(w <t ANM"™(w,z,F, X, {w
R M2 (o 7. . X)),
M™Mw,z, F, X) ¢ andlogo, bastando na férmula anterior substituir M/> por
M/™ e M/ por M”H
Z t; - o~ t’;

®l(z, F, X) se j=1
‘bl(i,F,X) = _ _ _ B
!z, F, X, ¥ (7, F, X), ... | 4
o @y (T, F, X)) BT, F, X))
®;(z,F,X) € PSPACE®", pois como provimos no capitulo 2, a classe
PSPACE®s" & fechada para a composicio.
e Se II = A se obtém pela regra de substituicao, [T = A é da forma
I' = 3GVz < tp(z,G).

( M a<t==3Fy¢(a,F) )
IV==3GVz <tp(z,G)

AGVz < tp(x, G) é uma férmula El , logo @ é uma férmula ZO e portanto, ¢ é
também uma férmula 33°. (Alids s6 a estas formulas se aplica a regra de substituicao.)

Por hipétese de inducao, paral”,a < t = 3Fp(a, F) existem M!*(w, Z,y, X),
MY w, z,y, X), t,(Z,y), ®(Z,y, X) nas condigdes pretendidas.

Para I" => 3GVz = t@(z, G) fazemos:

MP(w, 7, X) e Ty <tIs <\ M>(5,%,y, X) Aw =<y, 5 >,

MY w, 2, X) e— Fy < t3s <t/ MM (5, 2,9, X) ANw =< g, 5 >,

t(Z) = t(ZE) ~ t1(Z, ¢(Z))1 x 11,

O, (z,X):={<y,s>y=xtAs=<th Ase ®(z,y X))}

YM# foram definidos na observacio anterior.
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e Se IT = A se obtém pela regra de indugéo, Il = A é da forma I", A(¢) =

= A(s).
I, A(a)=>A(a0) IV, A(a)==A(al)
( I, A(e)=>A(s) )

Seja A(z) :e— AW ~(&, z, X, W) com + uma férmula 5° e W = Wi, ..., Wi,

Por hipétese de inducao, para I, A(a) = A(a0) existem M/*(w, 7, z, X, W),
M{™(w, Z, 2, X, W), tj(Z, 2), ®{(Z, 2, X W)Coml <i<m,eparal’ Afa )=>A(a1)
existem M{’E(w, z,z, X, W), M{’H(w, z, 2, X, W), t/(z,2), @;’(m, z, X, W)com1<i<
< 'm, nas condicoes pretendidas.

Para IV, A(e) = A(s) e para 1 < i < m pensemos em

o, (8, X, W,¢e) =W, 5
@Z(:v X, W,20) := Uz, 2, X,0,(, X, W, 2),....0,,(, X, W, 2))j1(z,2)
6:(2, X, W, 21) = ®(Z, 2, X, ¢1(%, X, W, 2), o0, 6 (T, X, W, 2)) 1,59

Pelo estudo efectuado no capitulo 2, facilmente se vé que ¢, € PSPAC E%o”.
Facamos ®;(Z, X, W) := ¢,(z, X, W,s(Z )) para 1 < ¢ < m, que sdo ainda fun-
cionais de PSPACE®". Consideremos as seguintes férmulas: i(w,z, X, W) 1
— we W, N®w, z, X, W.2,1y,..,Ty) :— w =< t)(z, z)/\MQ(w z,2, X, T,....T,)
e N9 w, 2, X, W,2,Th, ..., Ty) :e— w =< (&, 2) AM] é(w z,2,X,T1,....T) com 1 <
<i<meQe€ {Z IT}. Pelo ultlmo lema e observa(;ao que ﬁguram em apendlce sabe-
mos que existem férmulas X1 t-estendidas, vE(w, &, X, W, z), térmulas I} *-estendidas,
Y w, 2, X, W, 2) e termos qz(x z) de £, com 1 < i < m, tais que ¢;(Z, X, W,z2) =
= {w < qz(x z) Y9(w, %, X, W, 2)}. Logo definimos Mz(w %, X, W) como sendo
Vi w, T, X, W,s(z)), MM w, X,W) como sendo v (w, Z, X, VV (_)) e t;(Z) como
sendo q,(:c s(Z)). =

Lema 5 Seja ¢(Z,y) uma formula £1° e suponhamos que TYP-NTA - Vz3yp(Z, y).
Entéo existe um termo t(z) de L tal que LY°-NTA + ‘v’a:E!y < tZ)p(Z,y).

Dem. Uma vez que S;°-NTA + VZ3yp(Z,y), existe uma demonstracio de
= Jyp(Z,y) em LKps. Logo, pelo teorema da eliminagao do corte livre, existe
uma, LK pg-demonstragao, P, do sequente => yp(Z,y) sem cortes livres. E facil
constatar que todo o sequente da demonstracao P é, a menos de uma permutagao do
consequente, da forma (*) I' = A, Jyp(Z,y), ..., Jyp(Z,y) onde I' e A sdo constitui-
dos por férmulas $1°.

Por indugdo no mimero de linhas da demonstragao prova-se que, para qualquer
sequente (*) em P, existe um termo, t, tal que ' = A,3Jy < tp(Z,y),...

. Jy 2 te(z,y) se deduz em LK ps.

O tnico caso a estudar é a regra 3:d (
termo qualquer.

Por hipétese de indugao existe um termo g tal que I' = A, Jy < qp(Z, y), ..
oy Jy 2 qo(Z,y), p(Z, 7). Basta tomar ¢t como sendo g —~ .

Prova-se assim que existe um termo, ¢, tal que LKps demonstra o sequente
= Jy =< tp(Z,y). Pode supodr-se que t s6 depende de Z, pois se dependesse dum

F:A73y¢(27y) """ E!ygc(i,y),cp(i,r)
C==A.3ye(Z,y),....2y¢(Z,9),Iye(Z,y)

) com r um
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certo b, tomdvamo-lo como sendo b = 0. Obtemos assim um termo ¢(Z) que verifica
S .NTAFVEY < t(Z)p(Z,y).

Teorema 6 Se T\°-NTA - VzZ3yp(E,y) com ¢ uma férmula $1°, entio existe uma
funcdo f € PSPACE tal que, para todo & em 2<% se tem (&, f(7)).

Além disso existe uma férmula Ai’b-estendida, O, em E}’b-N 1A e um termo
t(Z) tais que

1) f(&> =7+ 0(7,7);

2) LP-NIA Yy (0(2,y) — ¢(T,9));

3) SYNIA - VZ3y < t0(Z,y);

4) S1P-NIA - VE3'yO(T,y).

Dem. Pelo lema anterior, como ¥-NTA - VZ3yp(Z, y) com ¢ uma férmula
S temos garantida a existéncia de um termo () tal que

SYONTA R VEy < t(2)9(Z,y). Logo LKpg deduz = Vidy < t'(2)p(7, y),
e portanto também deduz o sequente = Jy < t'(Z)p(Z, y).

Seja ¢(z,y) :— I,..3U:3(z,y, Uy, ..., Us) com @ uma férmula ¥3°. Temos
entao que LKps deduz o sequente == 3U;...3U;Jy = t'(z)p(z, vy, U1,--.,Uk)l- Pelo

) 1,b
férmula By

teorema fundamental existem funcionais em PS PACEEé’b, ¢1, ey Op, qQue verificam
V5dy < t'(6)p(5,y, 01(5), ... 0,(5)) e existem MZ, formulas X1’ -estendidas, M},
férmulas Hi’b-estendz'das e termos t;, com 1 < ¢ < k, que verificam o seguinte:
0:() = {w =X ti(Z) : MP(w, D)}, T)-NIA F Vidy 2 #(0)@(@,y,{w = 0(@) :
MEw, 2}, o {w 2 t(2) : MZ(w,8)}) e BY°-NITA F ViVw < 4,(2)(MF (w,7) «—
— M'(w,7)).

Seja. f(7) := py 2 t(3)p(5,y, $:1(7), ..., 9 (7)). Como @, ..., ¢, sdo funcionais
de PSPACE®", temos que f € PSPACE%". Pela proposi¢io 1 do capftulo 2,
uma vez que f é uma fungdo, sabemos que f € PSPACE. Obviamente temos
Vap(a, f(7)). Seja O(Z,y) :e— P(Z,y,{w =2 t(Z) : MP(w,2)}, ..., {w =X t&(T) :
MR (w, D) AVY <y= §(@, ¢ {w 2 6(2) : MP(w,2)}, - {w 2 0(@) : M (w0, 2)}),
que pela observacdo ao teorema fundamental sabemos que é A}’b—estendida. Seja
t(z) =t (z).

Obviamente as propriedades 1) e 2) verificam-se.

Por outro lado, ¥1°-NTA F VZ3y < tO(Z,y), pois em SIP.NTA é vélida
minimizacao para férmulas A%’b-estendidas. A unicidade resulta da definicao de ©.
]



Capitulo 6
COLECCAO LIMITADA

. : . 2 . b . . .
O objectivo deste capitulo é estudar a teoria ¥1°-NTA enriquecida com dois
esquemas de coleccao, e apresentar um resultado de conservagao.

6.1 Teoria X}°-NIA + BXLP+Bixlp

Defini¢ao 29 Uma formula diz-se X1 se pertence a menor classe de férmulas, na
linguagem L%, que contém as formulas 5 e é fechada para -, A, Vv, 3Xt, VX,
dz <t eVx <t.

Consideremos os seguintes esquemas:

e Esquema BY1P

Vo < t3yp(x, y) — Ve <ty < z¢(z, y)
com ¢ um termo onde x ndo ocorre e ¢ uma férmula ¥1° que pode ter outras varidveis
livres além de z e y;

¢ Esquema B!YlP

VX Fyp(y, X) — 32X Ty < zo(y, X*)
com ¢ uma férmula $L° que pode ter outras varidveis livres além de y e X.

Observagio 18 A teoria designada por $7°-NIA + BELY + B'SLY que é obtida da
teoria Ei’b—N I A acrescentando os dois esquemas anteriores, também pode ser formu-
lada no cdlculo de sequentes de Gentzen. Esse cilculo de sequentes, que designaremos
por LK, serd LKpg (o cdlculo de sequentes para £1°-NTA) com mais duas regras
de inferéncia:

e Regra BY1P

a =t T = yp(a,y)

' = FzVe <3y < zp(z,y)
onde a é uma varidvel propria e ¢ é uma féormula YL° que pode ter outras varidveis
livres além das apresentadas;

e Regra B'Y1LP

I' = 3ye(y, C7)

I' = 32VX'3y = zp(y, X?)
onde C* ¢ wma varidvel prépria, t é wm termo onde y ndo ocorre e ¢ é uma for-
mula $L° que pode ter outras varidveis livres além das apresentadas.
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Vejamos que, de facto, sendo vélida a regra BX.1 é vilido o sequente
= Vz <X tIyp(z,y) — F2Vx < 3y < zp(z,y) e reciprocamente do sequente
anterior segue-se a regra BYLP; e sendo vilida a regra B*XLP ¢ valido o sequente
= VX'Jyp(y, X') — F2VX'3y < 2¢(y, X*) e reciprocamente do sequente anterior

segue-se a regra B'YLY.

Dem. Da regra BXL’ segue-se o esquema BXL?:

Fyp(a,y) = Fye(a y) (V<ze)
a 2t Vo 2 tIyp(x,y) = Fyelay) (R.BXY)
Ve < t3yp(z,y) = F2Vr Xty <X z¢(z,y) (— :d)
= Vz =< typ(z,y) — J2Vr <ty =< z¢(z,y)

Do esquema BYL? segue-se a regra BXLb:

(V<:d) a2t T = Jyp(a,y) = Vr <X typ(zr,y) — 2V <ty < zp(z,y)
(corte) T = Vz <XtIyp(z,y) Vo < t3yp(z,y) = F2Vr < t3y = zp(x, y)
I' = d2Vzr < t3y < z¢(z,y)

Da regra B'Y.? segue-se o esquema B'YLY:

Fyp(y, C°) = Jye(y, C*) (Vaaze)
VX 3ye(y, X') = Jyely, CY) (R.B'ZY)
VX yo(y, Xt) = 2V Xty < zp(y, Xt) (— :d)
= VX 3yp(y, Xt) — VXY < zp(y, X?)

Do esquema B'Yl? segue-se a regra B'YL%:

(Vaa:d) T = Fyo(y, C?) = VX'Jyp(y, X*) — VX < zp(y, XY)
(corte) T = VX'Jyp(y, X?) VX 3yp(y, Xt) = 2V X3y < zp(y, X?)
I' = 3VX'Iy < zp(y, XY)

6.2 Um resultado de conservacao

Definicao 30 Sejam T, e T, teorias na linguagem L5, tais que Ty D Tb.
Diz-se que Ty é uma teoria VIXLP-conservativa sobre T, se sempre que uma

sentenca ¥ da forma YZ3yp(Z,y), com ¢ uma formula $5°, é tal que Ty = U entdo
-0,

Proposigdo 17 A teoria ©7°-NIA + B 4+ B'SY ¢ varLlb-conservativa sobre
THNIA.
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Dem. Suponhamos que S1*-NIA+BEL+ BIYLY - VEJyp(Z, y) com ¢ uma
férmula YL, Entdo existe uma LK/ ¢-demonstragio do sequente = VZ3yp(Z,y) e,
portanto, em LK}y demonstra-se = Jyp(Z,y).

O teorema da eliminacao do corte livre*, garante a existéncia de uma
LK}p¢-demonstragio P do sequente = Jy¢(Z,y) sem cortes livres. Logo todo o
sequente da demonstracao P é da forma I' = A em que I' e A sao constituidos por
férmulas 32O(x, Z, X?), com O férmulas X1, podendo obviamente 3z nao aparecer.

Seja I' := 3zyp, (21,7, XPD), ..., 320, (0, T, XP@) com py,...,0, f6rmulas
YLt eseja A = Iy, (y1, &, XPD), ., Fyebi (Ye, T, XP@) com 9y ,...,90, formulas TP

Demonstra-se, por indugao no nimero de linhas da demonstragao P, que para
qualquer sequente I' = A em P se tem

(*) TPP-NTA F YuFoVz < aVXP@ (T3 — AT,
onde I'** abrevia 3z, < uy,(z1, Z, XPEYA .. ATz, = up, (T, T, XPD) e A= abrevia
Fy = vy (y1, &, XPE) VLV Ty < v (s, T, XPD).

Uma vez efectuada esta demonstracao por indu¢ao no nimero de linhas temos
o que se pretende, pois aplicando (*) ao dltimo sequente da demonstracao P vem que
SIP-NTA demonstra que YuIuVi < u3y < vp(E,y). Dado Z, pensando em u como
a concatenacio dos elementos em Z, temos que L1°-NTA F Fv3y < vo(%,y). Em
particular S°-NTA F Jyp(,y). Logo S1°-NI1A F Vidye(Z, y).

Vejamos que (*) se verifica.

e Para os sequentes iniciais, para os sequentes obtidos pelas regras estruturais
fracas, pelas regras proposicionais, por 3:e, V<:e, 3<:d, Vaate, Vaa:d, Joaze, Joa:d e
pelas regras de indugao e substituicdo o resultado é 6bvio.

e As regras V:e e V:d nao ocorrem na demonstragao P.

Estudemos as restantes regras.

e Suponhamos que I' == A se obtém pela regra do corte.
(E=A4__Al—d)

=A
Se A é uma férmula Y1® o resultado sai imediatamente fazendo v := v; —~ vy

sendo v; e vy 08 v's que existem por hipétese de inducao.

Suponhamos que A :—— 320(z, %, X?®) com © uma férmula ¥1t. Por
hipétese de indugao sabemos que:

1) S1°-NIA FYuTovz < uVXPO(T=" — A=Y v 32 <00(z, &, XP@) ¢

2) L1P-NIA F Vudovz < uvXP® (32 < ub(z, T, XPE) AT — A=),

Queremos ver que Si°-NTA F VuFovi < uvXP@(I=* — A=), Racioci-
nemos em Zi’b—N TA. Seja u dado. A condicao 1) garante a existéncia de um v; que
verifica VZ < uVXP@(I'=* — A= v 3y < 1,0(z, 7, XP®)). Obviamente podemos
supdr que u = vy, pois se isso nao acontecer, substituimos v; por v; — u que a
sentenca acima continua valida, uma vez que v = v — (Jy < vy(y) — Jy 2 V'v(y)).

*O teorema da eliminacdo do corte livre continua valido em LK} g, bastando para isso considerar
que as férmulas que ocorrem ancoradas passem também a ser os descendentes directos das férmulas
principais das Regras de colecgio BYL? e B'ELY, que séo as férmulas 32Vr < t3y < z2p(z,y) e
IV Xy < zp(y, X') respectivamente.
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Por 2) sabemos que existe vy tal que VZ < v;VXP@ (32 < 1,0(2,Z, XPE) AT —
— A=), Logo VZ < uVX?P®(3z < 1,0(z,7, XP@) AT=* — A="2) uma vez que
se verifica a implicacio v < u' — (I'=* — I'*¥). Fazendo v := vy ~ v, temos que
VE < uVXP@ (T30 — AZY).

e Suponhamos que o sequente se obtém pela regra 3:d.
( P=A,A(t) )
T-=A 3zA(x) .
Pela forma como construimos a demonstragao P, sabemos que A é uma férmula

BLb.

Por hipétese de inducao, Z1°-NTA F VuTovz < u¥XPE (I3 — A=V A(t)).
Vejamos que L1°-NTA F VuZovz < wVXP@ (I3 — AZ v 3z < vA(x)). Scja
u dado. Sabemos que existe v; tal que VZ < uVXPE ([ — A= v A(t)). Seja
v = v, ~ (), temos que VZ < uVXPE(I=* — A3V v 3z < vA(z)).

e Suponhamos que o sequente se obtém pela regra v<:d.

axt,l'==A, A(a) sy PR P 1,b
(F=avs A(m)) com a uma varigvel propria e A(x) uma férmula L.

Por hipétese de inducio, $1°-NITA + YuIov: < uVXP@Vy < u(y =< tA
AI'Z* — A%V A(y)). Queremos ver que S1-NTA + Vu3uvz < uwVXPE(I= -
— AZ*VVz < tA(x)). Sejau dado. Tomemos 1’ = t(@) ~ u. Por hipétese de indugao
sabemos que existe v’ tal que ¥z < v/'VXPEVy < u'(y < t AT — A3V v A(y)).
Logo VZ < uVXPOVy < u/(y <t AT — AZ V A(y)). Fazendo v := v’ temos que
VZ < uvXPE(D3 - A™ v vy < tA(y)).

e Sc 0 sequente é obtido pela regra 3:e o argumento é inteiramente andlogo
ao anterior.

e Suponhamos que o sequente se obtém pela regra BYLb.

a=<t,I'==3yp(a,y) e PO . 1,b
(==, SEn jzap(a:,y)) com a uma varidvel prépria e ¢ uma férmula 7.

Por hipétese de indugao, Ei’b—NIA F YuToVz < uVXP@Vz < u(z =< tA
A= — Jy < vp(z,7)). Queremos ver que I;°-NTA F VuFoVz: < uvXPE(I'=* —
— 3z R Wz =ty < z¢(z,y)). Seja u dado. Consideremos v’ = t(a) —~ wu.
Por hipétese de inducio existe v’ tal que VZ < w/VXP@Vz < o/(z < t ATV —
— Jy < v'o(z,y)). Logo Vi =< uVXPOVz < u/(z < t AT — Fy < v'p(z,y)).
Temos portanto Vz < uvXP@(I'Sv — Vz < t3y < v'p(2,7)). Fazendo v := v’ temos
que VZ =< uVXPE(I'=* — Vz < t3y < vp(z,7)). Pensando em z = v temos, como se
pretendia, que VZ < uVXPE(I'3¥ — Jz < oVr <13y < zp(x, y)).

e Suponhamos que o sequente é deduzido pela regra B'Y1P.

I'==3ye(y,.C") t £ ; . 1,b
(r=>3zvXt3y oy Xt)) com C* uma, varidvel prépria e ¢ uma férmula 2.

Por hip6tese de indugio, vem que X1*-NTA F YuIwvz < uVXPEVXHE (D= —
— Jy < vy, Xt®)). Para demonstrar, como se pretende, que X1°-NTA + Yu3v
VZ < uVXPE(M= — Jz < oVX P Jy < 20(y, XH@))), basta pensar em v como sendo
0 que existe por hip6tese de indugao e tomar z :=v.

Obtemos assim o pretendido. =

Torna-se agora imediato provar que, as fungoes demonstravelmente totais de
Y. NTA + BELY + BISLb com gréfico ¥°, séo ainda as funcoes de PSPACE.
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Teorema 7 Se ©1°-NIA + BEL + B'SLP - Vz23yp(Z,y) com ¢ wma formula ©)°
entdo existe uma funcio f € PSPACE tal que, para todo & em 2<¥ se tem ¢(a, f(7)).
Além disso existem uma férmula A°-estendida, ©, em L1"-NIA + BELb+
+BTLY e um termo t(Z) tais que
1) f(7) =7 —— O(z,7);
2)%r ]\/IA + BXLP + B'YLb - vavy(O(z,
3) TY_NTA + BELE + BINLO - a3y < 1O
T

(y) ©(Z,9));
z
4) 21 P NIA+ Bzgj + Blz}; - vz3ly0(Z,y).

y);

Dem. Se SM°-NTA+ BELY + BISLY + VETye(z, y), com ¢ uma formula X717,
entao pela proposicao anterior temos que Zi’b—N TA - V23yp(Z,y), uma vez que as
férmulas Zi’b sao em particular férmulas ©1°. O resultado segue imediatamente do
teorema 6 apresentado no capftulo anterior. ®
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Capitulo 7

EM DIRECCAO A UMA TEORIA DE ANALISE COMPUTAVEL
EM ESPACO POLINOMIAL

Este 1ltimo capitulo tem como propésito fundamental apresentar uma teoria
de 2% ordem, designada por BT PSA (acrénimo para Base Theory for Polynomial
Space Analysis), cujas fungoes demonstravelmente totais sao exactamente as funcoes
computdveis em espago polinomial e na qual acreditamos que se possam desenvolver
algumas nocoes de anilise.

7.1 Teoria BTPSA

Seja L a linguagem de 2° ordem que inclui a linguagem £ (linguagem de 1°
ordem que contém trés constantes 0, 1 e £, dois sfmbolos funcionais bindrios —~ e X e
dois sfmbolos relacionais bindrios = e C) e que contém ainda varidveis de 2% ordem
denotadas por F,G,C, X,Y... e um simbolo relacional bindrio &€, que opera entre um
termo de £ e uma varidvel de 2% ordem.

Os termos da linguagem L, coincidem com os termos de L.

Definicao 31 A classe das férmulas de Lo é a menor classe de expressoes tais que:
1. Se ti1 ety sdo termos e X é uma varidvel de 2* ordem entao t, C tg, t;
=ty et; € X sdo formulas (férmulas atémicas).
2. Se Pe Q sao férmulas entdo —P, (PAQ), (PVQ) e (P — Q) sdo férmulas.
3. Se P é uma férmula, x é uma varidvel de 1* ordem e X é uma variduel de
2 ordem entio Yz P, 3z P, (VX)P e (3X)P sdo férmulas.

Observagao 19 e Por convengdo, sendo P uma formula e t um termo, (Vx =< t)P
abrevia Vz{x <t — P) e (3x =X t)P abrevia 3z(z Xt A P).

e X <t abrevia Vz(z € X — z = t). Logo (VX =X t)p tem na linguagem L,
o mesmo significado que VX% tem na linguagem L5. Podemos assim considerar que
LS C Ly, querendo com isto significar que Lo tem maior poder expressivo que L3,
uma vez que X' pode ser representado por X < t.

No ambito desta nova linguagem Ly, vamos introduzir definicoes anédlogas as
j& apresentadas para a linguagem L5.
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Defini¢cao 32 e Uma féormula E(l,’b é uma férmula de Ly sem quantificacoes de 2°
ordem e em que todas as quantificacées de 1% ordem sdo limitadas, podendo obvia-
mente ter pardmetros de 2* ordem.

o Uma formula Ei’b é uma férmula de Ly da forma:

X, < .. 3Kk < (7, Y, X1, ..., X&), onde ¢ é uma formula S5

e Uma formulaT17° é uma formula de £, da forma:

VX1 <. VX, SR, Y, X, ..., Xi), onde ¢ é uma férmula Zé’b.

o Uma formula Y1 P-estendida (respectivamente I17'°-estendida) ¢ uma
formula de Lo que pode ser construida num nidmero finito de passos, comecando
por férmulas Eé’b e permitindo conjuncoes, disjuncgoes, quantificagoes limitadas de 1*
ordem e quantificagoes eristenciais limitadas de 2* ordem (respectivamente quantifi-
cagdes universais limitadas de 2* ordem).

o Uma formula X1° ¢ uma formula de L, em que todas as quantificacdes de
1% e 2* ordem sao limitadas.

Definicao 33 BTPSA ¢ a teoria de 2* ordem, na linguagem Ls, cujos axiomas sdo:
e Axiomas bdsicos*;
e Esquema de indugdo na notag¢ao para férmulas E}’b—estendidas
B(e) AVz(B(z) — B(z0) A B(zl)) — VzB(x)
com B uma férmula E}’b—estendida que pode ter outras varidveis livres além de z;
e Esquema BY1P
Vo = t3ye(z,y) — J2Ve <3y = zp(x,y)
com t um termo onde x ndo ocorre e ¢ uma férmula 2P que pode ter outras varidveis
livres além de = e y;
o Esquema B'YLP
VX < tIyp(y, X) — VX <ty < ze(y, X)
com ¢ uma férmula $X° que pode ter outras varidveis livres além de y e X;
o Esquema AY(PS)
Va(Jyp(z,y) «— Vyi(z,y)) — IXVe(z € X — Typ(z,y))
com ¢ uma férmula Zi’ e ¥ uma férmula Hi’b que podem ter outras varidveis livres
além de x ey.

Proposicao 18 Em BT PSA é vilida a sequinte implica¢do:

VX < tVe < t3yp(z,y, X) — TVX < tVe <t3y < z0(x,y, X)
sendo t um termo onde x ndo ocorre e ¢ uma férmula XLP que pode ter outras varid-
veis livres além de z, y e X.

Dem. Raciocinemos em BT PSA.

Suponhamos que VX < tVz < tJyp(x,y, X). Pelo esquema BY.LY temos que
VX <32V < 3y X Zp(z,y,X). Uma vez que Vz < t3y =< 2Z'¢(z,y, X) € uma
formula $1°, 0 esquema B'YLP garante que 32VX < 32 < 2Vz <ty < 2oz, v, X).
Logo 32VX <X tVe <ty < zp(z,y,X). &

* Apresentados na definicdo 17, no capftulo 3, aquando da definicio da teoria PSCA.
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Observagao 20 Tendo em conta que L5 C Ls, as teorias anteriormente estudadas,
SYP-NIA e B1P-NIA+BYP + B'YLY, estdo “contidas” em BTPSA. no sentido em
que, todo o modelo de BTPSA satisfaz os aviomas de £y°-NITA + B} + B'SLY.

Para nos convencermos da assercao anterior basta provar que o esquema de
compreensao para férmulas E(l)’b ¢ vdlido em BT PSA. Seja, entao, A(x) uma férmula
Zé’b que pode ter outras varidveis livres além de z, mas na qual y nao ocorre. A
formula z < a A A(z), com a varidvel livre, é simultaneamente Z%"b e IIT"" e como
BTPSA F Vavz(Jy(z < a A A(x)) <« Vy (z = a A A(z))) temos, pelo esquema
A%PS) que BTPSA + Ya3XVz(z € X «— Jy(z < a A A(z))). Logo temos que
BTPSAF Va3iX = avVz < a(zx € X «—— A(x)) como pretendiamos demonstrar.

7.2 Caracterizagao das fung¢does demonstravelmente totais de BTPSA

Seja M um modelo de BTPSA. O seu domfnio, notado por |[M| = (M, S),
indica que as varidveis de 1* ordem tomam valores em M e as de 2* ordem tomam
valores em S, um subconjunto de P(M). O modelo intencionado de BT PSA ¢ M
tal que |[M| = (2<%, P(2<“)) e com as interpretacoes usuais.

Lema 6 (Lema Principal)

Se M, com dominio | M| = (M, S,), é um modelo da teoria ¥2°-NIA+BYLb+
+B'YLt (na linguagem L) entdo existe S C P(M) tal que M*, com dominio |M*| =
= (M, S), é um modelo da teoria BTPSA (na linguagem Ly) tendo-se que Sy = {X* :
XeSeae M}

Dem. Seja S constituido pelos subconJuntos X C M para os quails existem
formulas o(z,y, §, QP@¥D) e ¢(z, y, p, P*@¥P) respectivamente L)° e TIp’ ? & elemen-
tos @, bem M e AP, BY em S, tais que X = {z € M : M k= 3yp(z,y, a, AP@vD)} =
— {z'€ M : M= Vyu(z,y,b, Brevh)).
Vejamos que S, = {X*: X € Sea € M}
g Dado A € S, existe a € M tal que Vz(z € A — = < a). Logo A = A
Seja p(z) := z € A% que é uma férmula 3°, logo X7°, e seja ¥(z) := = € A%, que
¢ uma férmula IL°, logo II°. Temos que A = {z € M : M = Jy(z € A%} =
={reM: MEVy(ze A%)}. Logo A€ S.

SejaCeSece M. Demonstremos que C° € 5.

Como C € S existem férmulas El , @, e H% b, Y eexistema, bem M e A, Bem
Sy tais que C = {z € M : M &= Jyp(r,y,a,A)} ={z € M : M |=Vyi(x,y,b,B)}.
Portanto M = Vz(Jyp(z,y,a, A) «— Yy (z,y,b, B)). Assim temos:
1) M | Vavyvz(p(z,y,a, A) — ¥(z, 2,b,B)) e
2) M = Vz3y3z(y(z,y,b, B) — p(z, 2,a, A)).
De 2) sai em particular que M = Vo < c3y3z(¢(z,y,b. B) — ¢(z, 2, a, A)).
Logo M = Vz = cdwdy w3z Jw(¥(z, y,b B) — ¢(z, 2, a, )l Por BXL® temos

férmula Zoo
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que M £ 3dvVr < cAw < dIy < wIz < w@W(z,y,b,B) — ¢(z,2,a,A)). Logo
M E 3d¥z < ¢y < d3z < d(v(z,y,b, B) — ¢(z,2,8,A)). Temos assim que
M | 3dvVz < o(Vy =< d(x,y,b, B) — Jy =< dp(z,y,a, A)). Seja d € M tal que
() M = Vr < c(Vy < dy(z,y,b,B) — 3y =< dp(z,y,a,A)). De 1) temos que
M E Vo % ¥y < dVz < d(e(z,y,8,A) — ¢(z,2,b,B)). Logo temos (**) M k=
= Vo < c(3y < dy(z,y,a, A) — Yy < dib(z,y,b, B)).

De (*) e (**) temos que M |= Vz =< c(Jy = dp(z,y,a, A)j — Vy = dy(z,y,b, BD

f(’)rmula;{estendida férmula Hi’b-estendida

Como em 21 -NIA temos compreensao para férmulas Ai’b—estendz’das vem que
M IFVz < c(z € F° «— Jy < dy(z,y,a,A)).

Fe={x <c:3y < dy(z,y,a,A)} = {z < c: yp(z,y,a, A)} = C°. Vejamos
que a segunda igualdade é de facto vilida.

imediato.

Seja z < c tal que Jyp(z,y, a, A). Como Iyp(z,y,a, A) — Vyi(z,y,b, B),
temos, em particular, que Yy < diy(z, y, b, B). Pela forma como definimos d sabemos
que Jy =< dy(z,y,a, A), provando-se assim a inclusdo pretendida.

sChe Sb.

Sendo |M*| = (M, S), vejamos que M* é modelo de BTPSA
Como em M* as constantes, os simbolos funcionais e os relacionais sao inter-
pretados do mesmo modo que em M (com |M| = (M, S)) e como a parte de 1°
ordem em ambos os modelos coincide, temos que os axiomas bésicos sdo verificados
em M* (visto o serem em M).

FACTO: Dada (@, U) uma férmula X1, existe um termo (%) com a seguinte
propriedade: dados Zem M e C em S entdo M* |= ¢(¢,C) <= M k= (¢, C’) sempre
que t(¢) < b.

DEM. DO FACTO:

A demonstragéo é feita por inducao na complexidade de .

e Seja ¢ :«— t; =ty com t; e ty termos. Temos M* = ¢ <= M = ¢.

e Seja p :«——t; Tty com t, ety termos. Temos M* = p < M = ¢.

e Seja (@, U) :«— t(u) € U. Dados ¢ em M e C em S temos que
M* = t(c) € C <= M E t(¢) € C® sempre que ¢(¢) = b.

e Seja (@, U) e —)(a,U). Por hipétese de inducdo existe (@) tal que,
dados ¢ em M e C em S se tem M* k= 9(¢,C) <= M k= ¢(c, C®) sempre que

t(¢) = b. Logo

ME p(e.0) — M* E~(e.C)
= M*E (¢, C)
= M F (¢, C?) sempre que £(¢) < b
< M E (e, C*) sempre que #(¢) < b
< M k= (¢, C?) sempre que t(¢) < b.

e Seja ¢(i,U) «— (1 A 6)(@,U). Por hipétese de indugio existem ter-
mos t; (@) e to(@) tais que, dados ¢ em M e C em S se tem M* = (¢, C) <
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&= M = (¢, C%) sempre que t1(¢) = b1 e M* = 6(¢,C) < M [ 0(¢,C*) sem-
pre que t5(¢) = by. Logo, sendo t(i) := ¢, (@) ~ t3(@) temos que M* k= 1/1(0 C)
< M = ¢(¢,C*) sempre que t(¢) < be M* | (¢, C) <= M = 6(¢,C?) sempre
que t(¢) < b.
M E (@A) (E C) < M Ey(EC)e M E6(C)
= M = ¥(e, Cb) e M = 6(¢, C°) sempre que t(¢) < b
<———> M = (¥ A 0)(E, C°) sempre que £(¢) < b.
e Caso ¢ 1« 1 V # é anilogo ao anterior.
e Caso @ :«— 1 — 6 sai dos anteriores.
e Seja (@, U) :e=— Vo < q(a)y(z, @, U). Consideremos §(x,u,U) a férmula
r = q(@) — ¥(z,4,U). A hipétese de inducdo garante a existéncia de um termo
t'(x,@) tal que, dados a,& em M e C em S se tem M* = a =< q(€) — ¥(a,¢,C) <
= M E a = q(é) — ¥(a,& C? sempre que t'(a, &) < b. Seja t(a) := #'(q(a), 1),
temos que M* = a < (&) — ¥(a,8,C) = M k= a < q(¢) — ¥(a,¢, C*) sempre
que t(¢) = b. Logo
M* =Vz < q@)y(z,6,C) <= paratodoa € M, M* =a =< q(c) — ¥(a,&C)
== para todo a € M, M = a < q(¢) — +(a, &, C?)
sempre que t(¢) = b
«— M EVr < q(@)y(z,c C sempre que t(¢) < b.
e Caso (@, U) :=— 3z < q(@)y(z, 4, U) & andlogo ao anterior.
e Seja (@, U) :e— VX =< q(a )¢(u, X,U). Consideremos (%, X,U) como
sendo a férmula X < (@) — ¥(@, X, U). Por hipétese de inducio existe um termo
t'() tal que, dados €em M e A,C em S se tem M* = A < ¢(¢) — ¥(c, A, C) <
= M A < q(@) — (e Ab Cb) sempre que t'(¢) < b. Seja t(a) := t'(a) ~ q(a).
Temos entdo que M* = A < q(é) — (e, A, C) = M E A® < q(e) — (e, A%, C?)
sempre que () < b. Logo M* = A < q(@) — %(6,A,C) <= M | A =< q(¢) —
— (e, A, C®) sempre que t(&) < b.

|

M* =VX <q@)v(e, X,C) <= paratodo A€ S, M* = A=q(c)— (@A C)
4+ para todo A€ S, M= A =<q(@) — (e A, CY

sempre que t(¢) = b
<= paratodo A€ Sy, M= A =<q() — ¥( A, CP

sempre que t(¢) < b
= M E=VX1®y(e X1® C® sempre que t(¢) < b.
e Caso (@, U) :e— 3X < q(@)¥ (4, X,U) é andlogo ao anterior.
c.q.d.

Vejamos que em M* ¢ vilida inducéo na notagdo para formulas Y1°-estendidas

Suponhamos que M* = B(e, a, A)AVz(B(z,a, A) — B(z0,a, A)AB(x1,a, A))
com B uma férmula Ei’b-estendida. Queremos provar que M* = VzB(z, a, A). Fi-
xemos ¢ em M. Temos que M* = Bl(e,a, A) AVz < ¢(B(z,a, A) — B(z0,a, A)A
AB(z1,a, A)). Considerando ¢(v, %, U) a férmula XL B(e, 4, U)AVz < v(B(z,u,U) —
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— B(z0,4,U) A B(z1,@,U)), pelo facto atrés demonstrado, existe um termo ¢(v, @)
tal que, dados c, aem M e Aem S se tem M = B(e,a Ab) AYz = ¢(B(z,a, AY) —
— B(z0,a, A®) A B(z1, a, A®)) sempre que t(c,a) =< b.

Pelo esquema de indugao na notagao para férmulas E b_estendidas (valido
em M) temos que M = Vz < cB(z,a, A) sempre que t(c,a) < b. Considerando a
formula 12 ¢/ (v, 4, U) :e— Vz < vB(z,a, U), novamente pelo facto anterior, existe
t'(v,4) tal que, dados ¢, a em M e Aem S se tem M* | ¢/(c,d,4) <= M E
= ¢'(c,a, AY) sempre que t'(c,a) < ¥. Seja b" := t(c,a) ~ t'(c,a). Como eviden-
temente se tem que M = Vr =< c¢B(z,a, A") vem que M* | Vz =< cB(z,a, A).
Logo M* & B(c,a,A). Como c era um elemento arbitririo de M, temos que

M* &= VzB(z,a, A).

Vejamos que o esquema BY1? & vélido em M*
)

Suponhamos que M* = Vz < ¢(@)3ye(x,y,d A) com ¢ uma férmula 322,
Queremos provar que M* = FVz < ¢(@)Jy =< zp(z,y,a, A). Aplicando o facto
anterior a ¢(z,y, 4, U) sabemos que existe um termo t(z,y, %) tal que, dados s,7,a
emMeAeisetemM* = (s, m,a,A) sse M = ¢(s,r,a, A’) sempre que
t(s,r,a) = b. Logo

(*) M = V2 < ¢(a)3ye(z, y, a, ACD¥D),

Notemos que, de facto, até se tem M = Vo < g(a)3yvb(t(q(a),y,.a) 2 b —
— o(z,y,a, A%). Pelo esquema BXLP (que sabemos ser védlido em M), de (*) vem
que M = 32vz < q(a)Ty = zp(z,y, a, AL@ D),

Seja z € M tal que M £ Vz = ¢(@)Jy =< zp(z,y,a AU@VD)  Seja
¢ (v,@,U) — Yz = g(u)3y = vgp(:c y, U, U) Pelo facto anterior, sabemos que

férmula Zoc

existe #'(v, @) tal que, dados z,@ em M e A em S se tem M* &= ¢/(z,a, A) sse
M E ¢(z,a, A¥) sempre que t'(z a) Xb. Seja b :=t(q(a),z,a) ~ t'(z,a). Sabemos
que M = Vz = ¢(a)3y = z¢(z,y,a, At(Q(“)’y’“)) e também M = Vz < g(a)dy = =
o(z,y,a, A"). Logo temos M* =Vz < ¢(a)Jy < z¢(z,y,a, A).

M = Teve < q(@)3y < zo(z,y,a, A).

Vejamos que o esquema B'XLY ¢ vilido em M*

Suponhamos que M* = VX = ¢(a)3ye(y, X, @, A) com ¢ uma férmula %12
Queremos provar que M* = 32VX =< ¢(a)3y =< zgo(y,X a,A). Aplicando o facto
anterior a ¢(y, X, 4, U) sabemos que existe um termo ¢(y, %) tal que, dados s,a em
M e C,Aem S se tem M* = ¢(s,C,a,A) sse M & ¢(s,C* a, A®) sempre que
t(s,a) < b, em particular sempre que t(s,a) —~ g(@) < b. Logo

(Y M k= VX91@3yp(y, X1@ g, AHWa)~a@)

Mas notemos que, de facto, até se tem M = VX 4@ 3yVb(t(y,a) ~ q(@) < b —
— oy, X9@ a, A%)). Pelo esquema B'ZL? (que sabemos ser vélido em M), de (*)
vem que M | VX1 3y < 20(y, X9@ g, AWa)~a@),
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Seja z € M tal que M = VX*@3y < 2¢(y, X1®, g, AWD~9@) - Conside-
remos ¢' (v, @, U) e VX =< q(u)Jy < vcp(y,X a,U )- Pelo facto anterior, sabemos

férmula 21 b
que existe um termo t'(v, %) tal que, dados z,a em M e A em S se tem que M* |
E VX < q@)3y < zpo(y, X,a,A) sse M = VX9 @3y < zp(y, X1@, a, A) sempre
que t'(z,a) < V. Seja b := t(z,a) ~ q(@) ~ #(z,a@). Sabemos que M | ¥X4@ 3y <
< zp(y, X9@, g, Awa~4@)) ¢ também que M = YX1@3y < 2 oy, X1@ g, A).
Logo vem que M* = VX =< q(a@)3y < 2p(y, X, a, A) e portanto M* | 32VX < ¢(a)
Fy < 20(y, X, @, A).

Vejamos que o esquema AY(PS) ¢ vélido em M*

Suponhamos que M* = Vz(Jyp(z,y,a, A) «—— Vyu(z,y,b, B)) com ¢ uma
féormula, Zi e ¢ uma férmula H L Queremos provar que M* = dXVr(x 6 X —
— Fyp(z,y,a,A)). Con51deremos o(r,y,a,U) que sendo uma férmula E é, em
particular, 1% e v(z,y, 4, U ) que sendo uma férmula H * também é $1b. Aplicando
o facto atrds demonstrado a , temos garantida a existéncia de um termo p(z,y, 1)
tal que, dados s,r,@a em M e A em S se tem

(*) M* = ¢(s,1,a, A) <= M k= ¢(s,r,a, A%) sempre que p(s,r,a) < b. Apli-
cando o mesmo facto agora a férmula ¢ sabemos que existe um termo u(z,y, @) tal
que, dados s,7,b em M e B em S se tem M* |= (s, 7, b, B) <= M k= ¢(s,r, b, BY)
sempre que u(s rb) < V. Logo de M* |= Ve(3yp(a,y,a,A) — Vyv(z,y,b, B))
temos que M Vo(Jye(z,y,a, ALEYD) —— Vyi(z,y, b, B*E¥D)). Seja X =
={r e M: M E Fyp(z,y,a, Ap("’y“))} ={z € M : M = Vyy(z,y,b, BX ¥}
Pela forma como S foi definido temos que X € S. Como por (*) sabemos que
M = Jyp(s,y,a, A) <= M = Jyp(s,y,a, A7) vem que X = {zr € M : M*
= Jyp(z,y,a, A)}. Logo M* = 3XVz(r € X «— Jyp(z,y,a, A)).

Provdmos assim que M* é modelo de BTPSA. m

Teorema 8 Se BTPSA = VZ3yp(Z,y) com ¢ uma formula X1 na linguagem L5
entdo X1 -N1A = Vidyp(z,y).

Dem. Scja ¢ uma férmula 32 na linguagem L5 tal que BTPSA = Vz3yp(T, y).
Suponhamos com vista a absurdo que L1P-NTA+ BZl b+ B'YL ¥ VZIyp(2,y). En-
tao existe M um modelo de £}*-NTA + BELY + B Zg’, com |M| (M, Sy), tal que
M E VZ3ye(Z, y) ou seja M !: VY- (T, y).

Pelo lema principal sabemos que existe S C P(M) tal que M*, com |M*| =
= (M,S), é modelo de BTPSAe S, ={X*: X€Seaec M}

Vejamos que de M &= 3zVy—p(Z, y) se tem que M* = FzVy—p(Z, y).

Considerando @ como sendo elementos de M tais que M = Yy—p(a,y), basta
provar que M* = Yy—p(a,y). Ora isso é 6bvio uma vez que, dado ¢ € M fixo, se
tem M = —p(a, ¢) = M* = —p(a, c).

Temos assim que M* = 37Vy—¢(Z, y), o que é absurdo pois M* é modelo de
BT PSA e por hipétese BTPSA = VZ3yp(z,y).
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- S1P-NIA + BYY 4 B'SLY = Vidye(z, y).
Como D1*-NTA+BXL 4+ B'SL 6 VAT conservativa sobre X°-NT A (prova-
do na proposiciao 17 do capitulo anterior) temos que Y1"-NTA b= Vidye(Z,y). =

Como, em particular, o teorema anterior é vilido para férmulas E%’b na lin-
guagem L5, temos que as fungdes demonstravelmente totais de BT PSA com grafico
Z}’b em L5 continuam a ser as funcdes de PSPACE.



Capitulo 8
APENDICE

8.1 Teoria L2-NIA

Definicao 34 A classe das formulas com quantificacées de subpalavras é a
menor classe de férmulas de L que contém as férmulas atémicas e é fechada para
0s conectivos Booleanos e quantificacées de subpalavras, i.e. quantificagées da forma
Ve(z C*t — @) ou Jz(z C*t A @) em quet é um termo onde x ndo ocorre.

Definigdo 35 Uma formula % é uma férmula de £ da forma 3z(z Xt A ¢) onde
¢ € uma férmula com quantificacoes de subpalavras e x ndo ocorre em t.

Estamos agora em condicoes de definir a teoria X5-NTA.

Definigdo 36 X°-NIA ¢ a teoria de 1° ordem, na linguagem L, constituida pelos
seguintes ariomas:

e Axiomas bdsicos,*

e Esquema de induc¢do na notagdo para férmulas X°

¢(e) AVz(d(x) — ¢(20) A §(z1)) — Vzd(z)

onde ¢ é uma férmula 38, que pode ter outras varidveis livres além de x.

Um estudo detalhado desta teoria, incluindo o resultado que se segue, pode ser
encontrado na tese [7] de Fernando Ferreira “ Polynomial Time Computable Arithmetic
and Conservative Extensions”. A demonstracao da proposigao seguinte pode ser vista
no artigo [8] “Polynomial Time Computable Arithmetic” do mesmo autor.}

Proposicao 19 Para cada simbolo funcional f de Lpr \ L existem uma formula
b -estendidat Hy e wm termo by em L tais que:
EI{—NIA FVzdz < bf(f) H¢(Z, 2)

* Apresentados na defini¢do 17.

TA teoria £3-NTA, na tese e no artigo mencionados, é designada por £5-PIND e “corresponde”,
embora em diferente notagio, a teoria Si introduzida por Samuel Buss na dissertacio [4] “Bounded
Arithmetic”.

tFérmula de £ que pode ser construida num nimero finito de passos comecando com férmulas com
quantificagbes de subpalavras e permitindo conjungoes, disjungoes, quantificacbes de subpalavras e
quantificacdes existenciais limitadas.



(e x T )l s (2 0)b = n}
z'z)b = m)mAXAZAZA (€)
)<V (3@)b = m)maX AZA (2)
Tm) L)(7 T)b = MAXAZAZA (1)

‘DASUOWRD VN, g Duoag D ‘onb swy ‘(z‘x)b ‘7 op owntoy wn 9 (2 'y ‘zm) b

‘Dpzpua;zsa-q HD]anojnum (2x ‘@'m). A ‘Dprpus 159-, zmnuuof DULT, WPSULD ODIUD
(M2 X TN — (n2yxs m)gz\z) (2'2)1 = OAMAXAZAZA (2
(M2 X T )N« (M7 X 'T'0) 2N) (2°2)0% = oA MAXAZAZA (4
Ux 'z o)pd —— (X '2'0)h) (2)7 = “AXAZA (2

DLISUOUL

-9p 28 YIN- K wo anb swy J ap s0uLd) (z'z)12 2 (2°z)0 “(2)1 0 sopipuajso- 11

sonAULOf (A/l Zx o) N 0 (M x o) IN (X T M) i ‘SOpLpUaISa- 1 V)

-muagf (M2 X ‘T IN 2 (M2 X T mIN (X T'm) A sowasspisuoy) L ewar]

"X Iod seusde ¢,y ‘wepio
», 9P SIOABIIRA Sk soweIejou ‘ordejou ep oedeoyrdurs op soarjowr Jod ‘mbe woqures
“BTOJ09) 9SSOP OBRIRIJISUOUWIAD & OPRIDUNUS OU NSJSIUODR OWO0D [B], ‘[RJUSUIRPUN] RUI
-91099 OP 0RIRIISUOWSP ©U OPRSN 9§ 9)$9 OWI0D OPOW Op ©steId eIePI Bwm ¢p BWS[ Op
orderjsuoursp € 9padcald enb oedearssqo y sey[eiop SUNS[e OPUTITUIO “B[-RD0(Se © SOUId-
-SOU-IRJIWI] “edIU09} 9jUR}SRq 9 ORdRIISUOWSD ens ® onb zoa 'uwi() ‘ordNpUl op vITSSI
Bp opnjse op opuenbe ‘sejuenbes op o[no[o Ov opedIpep osse omiydes ‘¢ omydes
OlU [eJUalIepUN] RUIDIOd) Op OBIRIJSUOWSP BU OpBSN § angds os onb euwa] O

021UD9} opejnsal Wi} Z'|

'(2’ ‘1A ‘gj)fH — (fi:@)?ln =zV (n ‘AR ‘@) WH vV (.L ‘ﬁj‘g_;)fH 4 VIN':I;Z
(z‘0fi‘e) g — "I =2 v (R4 Ag)y v (4‘AT) H 4 VIN-IX
(z'3'2)/g « (2'0)°H A VIN-IK

0DIUD 7 I71ULY]

W02 0DIDIOU DU DPDIUY 0DSINIL Lod Ty 2 Oy ‘b ap uapind p pprufop 9 fos g
(zz)f g — (2 Ui R)og v (Mrz) Mg v v (2) U 4 VIN-§X

0pjua opdsodwiod 4od Ay Ty ‘b ap uind v pprufap 9 [ as

(9

(1fiz)0o A (0fi'x) O

ST ([ ‘/i‘g;)@H ¢

(12°2)'oy ¥

(0T ‘x)°2H ¢

n ; 4 _>— T Woo (?CIZ"ULE“" ‘[I)‘U}dH >
(s)aq T

onb os-way Y[ N-§X wa (v

2

fi=z—(f'T)ig v (z'2)/H 4 VIN-{X

sorpuady Z.l



Um resultado técnico 73

(4) VEV2VXVw(w = (T, 21) AyH (w, £, X, 21) «—— w <t (F, 2)ANF (w, T, X, 2,
{u=q(Z,2): v, z,X,2)})).

Observagao 21 O que pretendemos notar pela dltima componente na férmula
NE(w,z, X, 2, {u = q(z,2) : v*(u, T, X, 2)}) foi explicado na observagio 17 a propdsi-
to da férmula © do teorema fundamental.

Dem. (Esboco)

Seja H, = {< g,w > w X t()A VE(w, 7, X)} U {< j,w > e < i C 2A
Ao C i (0 =i Aw = te(Z,0) A NP (w,Z, X,v,{u < v,u >€ H,}))V (vl = iA
Aw 2t (Z,0) ANE(w,Z, X, v, {u < v,u >€ H.})))}.

Seja p(Z,2) := (z —~ t(Z) — to(Z, 2) ~ t1(Z, z)1) x 11. Facilmente se constata
que existe uma férmula E}’b-estendida, que notaremos por Cond(H?,z, X, z), que
indica que HP é constituido pelos elementos do conjunto H,.

Definimos ~7*(w,Z, X,2) como sendo a seguinte férmula Zi’b-estendz’da
AH?(Cond(HP,%,X,2) A3b < p(b =< z,w > Ab € HP)); definimos v!(w, 7, X, z)
como sendo YH?(Cond(H?,%,X,z) — 3b < p(b =< z,w > Ab € HF)) que é uma
formula IT}*-estendida e definimos ¢(Z, z) como sendo p(Z, z).

Vejamos que
(*) SI*-NIA - VEYXY23' HPCond(H?, T, X, 2).

Existéncia:

Fixemos Z e X e vejamos, por inducdo na notacio em z, que Vz3H? Cond(H?, 7, X, zl

~
Ei’b —estendida

Para z = ¢ tomamos H? = {< ¢,u >: u < t(Z)A V¥(u, Z, X)}, o que é possivel, pois
como vimos no capitulo 4, proposicao 10, temos compreensao para férmulas A}’b-
estendidas.

Por hipétese de indugao consideremos que o resultado ¢é vilido para z, i.e.
JHPEA Cond(HP®*),z, X, 2), e vejamos que é valido para 20 e z1.

Para 20 tomamos H?®%0 := HP®:2) J{< 20,u >: u < to(F, 2) ANF(u, 7, X, 2,

{u :< z,u >e HP®*})} e para z1 tomamos HP@=V) .= HF®=) U {< zl,u >:
u=t(Z,2) ANF(u, 2, X, 2, {u :< z,u > HP@IN]
Unicidade:

Fixemos Z, X e z. Suponhamos que existem H, e H, tais que Cond(H,, %, X, z)
e Cond(H3,%Z,X,z). Por inducdo na notacdo em w pode ver-se que VwVi C w
Yu 2 p(<i,u >€ Hy «—<1i,u >€ H,). Logo H; = H,.

As condigoes (1), (2), (3) e (4) sao imediatas por (*) e pela forma como
definimos Cond(H?,%,X,z). ®

Observacgao 22 Pelo lema anterior sabemos que se ¢ for um funcional definido por
recursao limitada na notacao

¢(z,X,¢) = ¥(z, X)

o(z, X, 20) = ®(Z, X, 2, 0(7, X, 2))
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o(z,X,21) = 01(2, X, 2,0(7, X, 2)),
em que as imagens sao conjuntos definidos por formulas Ai’b—estendidas, limitados
por determinados termos, i.e existem formulas W@, N(? , NIQ, com @ € {X,1I} e
termos t, ty ety tais que

Uz, X) ={w=<tx): Vw,z )_()g

Do(z, X, 2, W) = {w < to(7, z)

O (2, X, 2, W) = {w =< tl(:r 2): N
entdo eviste uma formula ) bestendida, v, uma formula TI} b_estendida, v e um
termo q(Z, z) tais que (X, X,2) = {w =< q(z ,z) P (w, 3, X, 2)} = {w < q(Z,2) :
7w, z, X, 2)}.

O resultado continua vdlido se considerarmos vdrios funcionais a serem definidos
simultaneamente por recursdo limitada na notagao:

Qbi(‘faX’E) \Iﬂ(aj X)

d)i(;f,X,ZO) q)z (':C X “7¢1(a_7 X ) ¢2(']_3 X
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