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Matematica 11

Derivadas direccionais e vector gradiente de funcées f: R®> — R

Vectores e Rectas em R2.

Um vector em R? é um par ordenado (a,b) que indica direcgao. A diferenca do ponto também
denotado por (a,b), o vector tem intimeras representacoes no plano, enquanto o ponto s6
tem uma (en relagdo ao mesmo sistema de referéncia ou base usada em R?). Para distingui-los
graficamente, usaremos setas para vectores e nédoas pequeninas para pontos.

A Figura 1: Vector e ponto (1,—1).

As setas tém todas um ponto de partida e um

ponto de chegada. Assim por exemplo, a seta

em vermelho tem ponto inicial (0,0) e ponto

oL final (1,—1) e aquela no primeiro quadrante
&;_1) tem ponto de partida (1, 2) e ponto de chegada

N_l) T (2,1). Em qualquer caso verifica-se que

\

(1,—1) = Ponto final — Ponto inicial.

\Q;—l) ol A seta em vermelho recebe o nome especial de

raio vector. Para denotar vectores usaremos a

maior parte das vezes as letras u, v, w, e colo-
4l
caremos uma seta pequenina por cima delas

S para enfatizar a ideia de direccéo.

A norma o médulo do vector @ = (u1,uz) é o numero dado por

]l =y ut +u3

Um vector de norma 1 chama-se unitario. Qualquer vector 4 pode ser normalizado, isto é,
podemos construir um novo vector (na mesma direc¢dao) de norma 1 a partir do vector original,
simplesmente multiplicando-o pelo reciproco da sua norma |||,

—

u U1 ('5)

lall — \ VuZ+ a3 o+ ul

Dado um ponto p = (a,b) e um vector @ = (uy,uz) em R?, a férmula vectorial da recta £ que
passa por p na direcgao u é

Z: p+hu, ondeh é qualquer nimero real.
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Assim, g € £ se podemos encontrar algum h € R para o qual ¢ =p+ hi. Se ¢ = (z,y) entdo

r=a+hu

=p+hd —
1=r y=b+huy

As duas equagoes do lado direito acima indicadas chamam-se equagdes paramétricas (o pardmetro
é h) da recta .Z.

Derivadas Direccionais e Derivadas parciais.

Defini¢ao 1. A derivada direccional de f em p = (a,b) € Dom f, na direccio do vector
unitério @ = (u1,ug), é o nimero real dado por

%(p) = Daf(p) = Jim f(p+hZ) — fp) ~ lim f(a+hu17b+hhu2)—f(a7b)

Figura 2: Interpretacao geométrica da derivada di-
reccional.

Seja P o plano perpendicular ao plano XY que passa

pelo ponto (a7 b, f(a, b)) e com direcg¢ao paralela ao

. M vector #. Seja € a curva de interseccdo do plano P
R RN
4 ) AR , ~ . .
,u,;;;::’:,':i;’;e':&g‘\x:g;&\‘g\\&\‘\\g‘ com o gréifico 9r (f) da funcdo f. A derivada direc-
o . e o
i ,,,,,‘,.,:%“'5\3\\\\\\\;;;\\\\\\\\\\ cional de f em (a,b) na direcgdo do vector unitério
LR % X . . ~
11/15%{;;1:';;5"':{,', % oS % mede a inclinagdo da recta tangente 7% a curva

%
2
gy liyltogool
1,000,
RARE

% no ponto (a, b, f(a, b))7 relativamente a recta &
(que é paralela a recta que resulta de intersectar o

plano P com o plano XY'). Por outras palavras,

8—{(6@ b) = tan®.
ou

Em particular, a derivada direccional de f na direccao @ = (1,0) chama-se derivada parcial de
f em relagao a x, e se denota também por %(p). Por outras palavras,

6f BT f(a+h’b)_f(a’b)
9y (@ b) = Jimy h '

Outras notagoes usadas sao f(a,b) ou f1(a,b). Similarmente, a derivada parcial de f em relagao
a y ¢é a derivada direccional de f na direcgao @ = (0, 1), isto é,
6f f(a7b+h)_f(aab)

gy (@) = Jim h ’

que se denota também por f,(a,b) ou fa(a,b).
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Observagao. Em virtude da definicao, para calcular as derivadas parciais de uma fun¢ao num
ponto arbitrdrio (x,y), aparentemente basta derivar a fungdo em relagdo a uma varidvel con-
siderando a outra como se fosse constante.

Exemplo 1. Seja f(z,y) = 23 + 2%y> — 2y%. Encontar f,(2,1) e f,(2,1).

Mantendo y constante e derivando em relacao a x, obtemos

0
8—f(a:,y) =32% +229® e portanto  f,(2,1) = 16.
x
Similarmente, mantendo x constante e derivando em relagao a y, obtemos
0
a—f(x,y) =32%y* —4dy eentio f,(2,1)=8.
Y

Contudo, temos de ter cuidado, nem sempre podemos calcular as derivadas parciais de uma
fungao num ponto dado da maneira como procedemos no exemplo anterior.

Exemplo 2. Calcular as derivadas parciais da seguinte funcéo em (0, 0).

g | Eap @00

0 se (z,y) = (0,0)

Notemos que Dom f = R2 e Dom. f = R? \ {(O7 0)} (porque?). Se procedemos como no caso
anterior obtemos

O ay \_y@ 4y —ayy) oy -2
Oz (a:2 + y2> N (22 + y2)2 T @2t y2)2’ (1)

e por simetria no calculo,

9 (L) -2 o)

22 +y2 (12 +y2)2 !
Certamente, as derivadas parciais calculadas em (1) e (2) fazem sentido para qualquer ponto
(z,y) # (0,0). Mas em (0,0), se substituirmos em (1) e (2) conseguimos indeterminagdes. Quer

isto dizer que as derivadas parciais de f em (0,0) ndo existem? Obviamente que ndo. Nestes
casos temos de usar mesmo a defini¢do para calcular f;(0,0) e f,(0,0).

. FO+h0) - f(0,0) . im0 0
f2(0,0) = lim, h e — oo

Similarmente, por simetria nos cdlculos obtemos f,(0,0) = 0.

Vector gradiente.

Definicao 2. O vector gradiente de f no ponto (a,b), que se denota por Vf(a,b), é o vector
formado pelas derivadas parciais de f em (a,b); isto é

Vf(a,b) = (gi(a,b), Z(a,b)) .
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