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Matematica 11

Limites e Continuidade de fungées f: R> - R

Limites.

Definicao 1. Seja f uma fungao de duas variaveis cujo dominio D inclui pontos arbitrariamente
préximos do ponto (a,b) (que ndo necessariamente pertence a D). Entdo, diz-se que o limite de
f(z,y) quando (z,y) se aproxima de (a,b) é L e escreve-se

lim z,y) =1,
(z7y)—>(a7b)f( v)

se para cada numero € > 0 existe um ndmero correspondente § > 0 (que depende do ¢) tal que

|f(z,y) — L] <& desde que (z,y)eD e 0<+/(x—a)2+(@y—0b2<d.

Outras notacgoes.

lim f(z,y) =1L , flz,y) = L quando (z,y) — (a,b).
Tr—a
y—b

O ntmero positivo v/(z —a)? + (y — b)? é a distancia entre (z,y) e (a,b) e denota-se por
d((x,y), (a,b)) ou também por ||(x,y) — (a,b)||. O conjunto de pontos

Vs((a.)) = {(z.9) € D : [[(,9) — (@,b)]| < 6},

formado pelos pontos em D que distam de (a,b) em ndo mais do que §, chama-se vizinhanca de
(a,b) de raio 4.

Observagoes.

Figura 1: Vizinhanga de (a,b) de raio §.

1. Podemos aproximar-nos de (a,b) ao
longo de vérias curvas € e de qual-
quer maneira.

2. A definigao de limite refere-se tnicamente & distancia entre (z,y) e (a,b), ndo fala da forma
como (z,y) aproxima-se de (a,b).
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3. Portanto, se o limite L existe, entdo f(x,y) deve aproximar-se de L sem importar como
(x,y) aproxima-se de (a,b).

4. Assim, se encontrarmos dois caminhos (curvas) diferentes ao longo dos quais f(z,y) tem

limites diferentes, entdo  lim  f(x,y) ndo existe.
(z,y)—(a,b)

2 2

Exemplo 1. Mostrar que nao existe.

li -
() (0,0) 22 + 112

Ao longo da curva %1 : y = 0, obtemos

ooz -0 22
E Li=lm ——=1lim — =1.
¢ oo x2 402 20 22
y=0
x—0

Ao longo da curva %5 : y = x, obtemos

2 2
e —x 0
2 x4 a0 222
y=x
x—0
Figura 2: ¢1:y=0,%2:y==x
2 2

Como Lq e Lo sao diferentes, conclui-se que nao existe.

li Sl
(2.)>(0,0) 72 + 112

Suponhamos que calculamos o limite de uma func¢ao f ao longo de varios caminhos no dominio
de f que convergem a (a,b) e obtemos sempre o mesmo valor L, entdo L é candidato a limite de
f e nesse caso temos de usar a definicao para provar que efectivamente L é o limite de f quando
(z,y) aproxima-se de (a,b).

2

Exemplo 2. Determinar se lim Y existe.
(@,9)—(0,0) 22 + y?

Ao longo das curvas ¢ : y = mz, temos
que para qualquer m € R,

1 . 322 max . 3zm
e — s
y=mg LT~ MT =0 1 +m
z—0

=0.

Isto nao quer dizer que

xzy

lim —— seja 0.
() (00) 2242

Temos de usar a definicao de limite
para provar que 0 é efectivamente o lim-

Figura 3: ¢:y =mx e
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Demonstracdo. Dado € > 0, queremos encontrar § > 0 tal que

3
i —0‘<5 desde que 0 < /22 +1y2 <.

IE2 + y2
Note-se que
3zy _ 3aly|
1.2 + y2 - 1'2 + y2
Como )
0< z? §x2+y2, segue-se que 0 < _r <1.
x? + y?
Logo,
322 |y|
0=0-3lyl < <3 1
Iy\_l_2+y2_ |yl (1)
Por outro lado, note-se que
lyl = Vy? < Va2 +y? <4,
donde concluimos que
3ly| < 36. (2)

Logo, é suficiente tomar 0 < § < % para (em virtude de (1) e (2)) concluir que

322y
$2+y2_0‘<8 desde que 0<\/‘m<5.

Portanto, agora sim podemos afirmar categoricamente que

. 3x%y
lim —_ =
(@) —=(0,0) 2 +y?

, : : 2%y
Exemplo 3. Averiguar se existe  lim — 3
(z.9)—=(0,0) % +y

Ao longo da curva é;: y = mx, onde
m € R é qualquer ntimero real, temos

que
& ¢ I 222 mx . mx
m ——— =Illm —/— =
4 2.2 2 2
y=mz T + m<x z—0 x° +m
x—0

Por outro lado, ao longo da curva
% y = 22, temos que

2z 2
y T T T
Yy=x
Figura 4: € :y=mz , % y = 2 z—0

. . 22%y
Logo, concluimos que lim — 5 hao existe.
(z,y)—(0,0) % +y
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Continuidade.

Defini¢ao 2. Uma fungdo f de duas varidveis é continua no ponto (a,b) se

f(@,y) = fla,b).

lim
(z,y)—(a,b)

Diremos que f é continua em A C Dom f se f é continua em cada ponto (a,b) € A. Chamaremos
dominio de continuidade de f ao maior conjunto A onde f é continua e o denotaremos por
Dom . f. Note-se que eventualmente Dom . f = Dom f.

Observagoes.

1. A definicao de continuidade num ponto (a,b) codifica trés condigdes: (i) que a fungdo f
esteja definida em (a,b), (ii) que o limite de f quando nos aproximamos de (a,b) exista e
(iii) que o limite e o valor da fungao em (a,b) sejam iguais.

2. O grafico de uma funcao continua em duas varidveis é de uma superficie sem buracos nem
incisoes.

Figura 5: Sela de montar z = 22 — y°.

3. Somas, diferengas, produtos e quocientes de fungdes continuas seguem sendo continuas na
intersecgao dos respectivos dominios de continuidade.

4. A composta de fungbes continuas é continua.
5. As fungbes racionais (quociente de polindmios) tem a particularidade de ter

Dom ., f = Dom f = R? \ {pontos onde o polinémio no denominador se anula}.
6. Podemos usar continuidade para calcular limites.

Exemplo 4. Evaluar lim  2%y3 — 23y + 3z + 2y.
(z,y)—(1,2)

Como f(x,y) = 22y> — 23y* + 32 + 2y é um polinémio, é continua em tudo R? e portanto,

lim  2%y® — 2%y® + 32 + 2y = f(1,2) = 11.
(z,y)—(1,2)

2 2
22 —
Y 9
x2 +y?
Podemos ver que f nao estd definida em (0,0); portanto ndo é continua nesse ponto. Como f é
uma funcao racional entao é continua no seu dominio,

Dom, f = Dom f = {(x,y) e R? : (x,y);é(0,0)} =R2~ {(0,0)}.

Exemplo 5. Onde é continua a funcdo f(z,y) =
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Exemplo 6. Seja

22 _ 42

5 T 9 ) 07 0
sy =4 Ty se (z,y) # (0,0)
0 se (z,y) = (0,0) .
A funcdo g estd definida em (0,0); mais ainda é discontinua em (0,0) porque  lim  g(x,y)

(z,y)—(0,0)
nao existe (ver Exemplo 1). Note-se que neste exemplo temos

Dom.g=R>~\ {(0,0)} enquanto Dom g = R?.

Exemplo 7. Onde é continua a fungéo h(x,y) = arctan(y/z)?

A funcdo f(z,y) = ¥/ é uma funcio racional e portanto é continua em R? excepto na recta z = 0.
A fungdo g(t) = arctan(t) é continua em todo R. Logo, a fungao h(z,y) = g(f(x,y)) = arctan(v/z)
é continua em R? excepto na recta z = 0.

Figura 6: Gréfico de z = arctan(v/z).

Prolongamento por continuidade.

Da defini¢ao de continuidade se segue que uma funcao f é descontinua num ponto (a,b) quando:
(i) f nao estd definida em (a,b), (ii) ndo existe o limite de f quando dentro de Dom f nos
aproximamos de (a,b) e (iii) ainda que o limite e f(a,b) existam, estes nimeros sdo diferentes.

No caso em que o limite de f quando (x,y) tende para (a,b) exista e f nao esteja definida em (a, b)
ou, se estivera definida, f(a,b) ndo seja igual ao limite de f em (a,b), diremos que f é prologavel
por continuidade a (a,b) e chamaremos prolongamento por continuidade de f a (a,b) a
funcdo denotada por f e definida por

i f(z,y) quando (z,y) € Dom f.
flz,y) = lim f(z,y) quando (z,y) = (a,b).
(z,y)—(a,b)

No mesmo sentido, diremos que f é prolongdvel por continuidade ao conjunto A C R? se f é
prolongavel por continuidade a cada ponto de A.

Assim, por exemplo, as fungbes dos Exemplos 3, 5 e 7 nao sao prolongédveis por continuidade a
(0,0) (alids a fun¢ao do Exemplo 7 ndo é prolongdvel para ponto algum da recta = 0); enquanto
a funcao do Exemplo 2 é.
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