Faculdade de Ciéncias da Matematica IT

Universidade de Lisboa o
Departamento de Matematica 2° Semestre de 2009/2010

Exercicio - teste 2

a) Encontrar o dominio méximo de definigao da seguinte fungao

1
)=V —-3r+2 + ——
/@) V3 + 2z — z2

Resolucdo: Esta fungio estd definida para 22 — 3z +2 >0 e 3+ 2z — 22 > 0 (dado que nio
podemos dividir por zero). Note-se que

2 =324+2>0 +— (2-2)(z—-1)>0 e 3+2x—-2°>0 <+— (z-3)(z+1)<0
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Logo, temos que

Dom f={z€R:2*-32+2>0,3+22—2">>0}=CS; N CSy=]—1,1] U [2,3].

b) Uma fungao do tipo

ar +b

fle) = cx +d

com a,b,c,deR,
chama-se homografica.

(b.1) Demonstrar que a fungao inversa a funcao homogréfica (considerando que ad — be # 0) é
também homografica.

(b.2) Paraa =1,b= —1,¢c= —3,d = 5, esbogar a gréfica da fungdo homografica correspondente.
(Sugestdo: Partir da grafica da fungio y = 1).

Resolucao:
(b.1) Usando a definigdo de fungéo inversa, se encontrarmos uma fungéo g tal que

flg@) =z e g(f(2)) ==,

nos seus respectivos dominios, diremos que g é a inversa da funcao f. Por um lado, da
equagao f (g(x)) = x segue-se que

b
%—x — aglx)+b=cg(x) x+dx
—dr+b
— g(m)zi, com x;«ég.
cx—a c
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Isto mostra que a funcao g é também homogréfica. Agora, para ter a certeza que g é a
inversa da funcdo f, ainda temos que provar que g( f (a:)) = z. Efectivamente, tem-se que

gU@»:_dﬂ@+b:—%§$)+b:—Mx—M4wm+bd:_ﬁm_mm_
cflz)—a c(giﬂjrg) —a car + bc —acr — ad —(ad — be)

Note-se que a tltima simplificagao faz sentido porque ad — be # 0.

(b.2) Observe-se que a fungao homogréfica estd definida para qualquer x € R excepto no caso em
que cx+d = 0, ou seja, estd definida para z € R~ {—4/c} (obviamente com ¢ # 0). Podemos

escrever
b et s | s
cx+d cx+d ¢ cr+d’
Isto indica que a funcdo homografica pode ser obtida a partir da func¢do /=, por meio de
mudanca de escalas, translagoes e reflexoes. Logo, paraa=1,b=—1,c= -3 e d =5,
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e um esbogo da grafica de f é
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¢) A fungao seno hiperbdlico designa-se por senh e satisfaz a seguinte igualdade

@ =g

senh z = % para qualquer z € R.

A fungao inversa do seno hiperbélico designa-se por argsenh z. Deduza
argsenh x = In (:z: + Va? + 1)

Resolugdo: Seja y = argsenh z. Logo, senh y = senh (argsenh ) = x e entdo podemos escrever

Y — eV B
x =senh y = — — 2r=eY—e Y — 2ze¥=e-1 — eX-2aeV—1=0.

A 1ltima equagao é equivalente a
(v —2)!—2?—1=0 +— (-2 =2"4+1 +— e'=za+ Va2+1,

uma vez que e¥ = 2z + e~ Y e portanto e¥ > x. Finalmente, da ultima equagao acima segue-se

yzln(ey)zln(x—i— x2+1).
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