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Exercicio - teste 7

= In(z+43 . 2 A .-
a) Faga o estudo da funcao f(z) = %, determinando o seu dominio méximo de defini¢ao,
assimptotas, caso existam, intervalos de crescimento e decrescimento (critério da primeira
derivada) e intervalos de convexidade (critério da segunda derivada). Esboce o gréifico de f.

Resolucao:
Dominio. Dom f={z€R:24+3>0 e x#0} = ]-3,+00[~{0}. Note-se que f(—2) = 0.
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Figura 1: Andlise de sinais de f(r) = ———.
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Obliquas. Dado que lirf ! gf) = 0, conclui-se que f nao tem assimptotas obliquas.
- xr—r+00
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Anélise de crescimento.

Loz —In(z+3
fla) = 22 xe (= ).

1

2
x+3 &

O sinal de f’(x) vai depender tinicamente de —In(z + 3), uma vez que z* é sempre positivo

para qualquer z € Dom f.

Note-se que Vz > 0, e < z + 3. Dado que a fungao ln é crescente, temos que 1 = Ine < In(z + 3).
Logo, 1 —In(z + 3) < 0 e portanto

T+ 3 3 3
- 71 7*17—71 .
T3 713 n(z +3) — n(z+3)<0

—In(x+3) =

T
T+ 3

Se -2 < x < 0,entdo 1 < z+3 < 3 e portanto 0 = In1 < In(x + 3), donde —In(x + 3) < 0.

Claramente, segue-se também que zi“ < 0. Logo,

x
-1 3)<0.

x+3 n(e +3)

Por 1ltimo, analisar se ;75 —In(z +3) < 0 ou > 0 ou 0 quando —3 < z < —2, néo é assim tao

directo. Neste caso usaremos o teorema do valor médio (Lagrange) para determinar o tipo de
desigualdade.

Definamos g(z) = ;55 —In(z +3) com —3 < 2z < —2 e sejam a = z e b = —2. Verifica-se

imediatamente que g é continua em [a,b] e diferencidvel em ]a,b[. Logo, pelo teorema do valor
médio, existe ¢ €]z, —2[ tal que

g/(c) = g(b) _g(a) _ g(_2) —g(m) _ -2 — axﬁ +1n($+3)
bia 7271’ 7271‘ .
Dado que
/ r+3—x 1 z
g'(z) =

(r+3)2 243  (x+3)2’

entdo para ¢ €]z, —2[ tem-se que ¢'(c) > 0. Logo,

—2— -2 +In(z+3) 2 —In(z+3)+2
—

x+3 z+3
>0 >0 <+
—2—zx T+ 2 r+3

—In(z+3)4+2<0,

visto que x 4+ 2 < 0. Portanto, conclui-se que

—In(z+3) <0 paraqualquer —3<z<-2.
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Figura 2: Anélise de sinais de f'(x).

Resumimos a andlise de sinais de f’(x) na Figura 2.
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Anélise de convexidade.

C2l(z+3)  3+2)
B x3 22(x+3)2 7

f(x)

Vé-se imediatamente que f”(—2) = 0. Portanto £ = —2 é um possivel ponto de inflexdo. A
pergunta é, existem outras solugoes da equagao f”/(z) = 0?7 Nao é directo encontrar essas solugoes,
pelo que mudamos de estratégia e analisamos se f”(x) é positivo ou negativo nos intervalos
]—3,-2[,] —2,0[ e ]0,+00], tal como fizemos na anélise de sinais da primeira derivada.

Se -3 < x < —2,segue-se que 2 > 0, 23 < 0,2+2<0,0<2+3<1,0< (z+3)?eln(x+3) < 0.
Logo,

21 2
M>O 3(z +2) < 0. Portanto n(:c+3)7 3(z +2) >0.

a3 ¢ x?(x + 3)? a3 x?(x + 3)

Se -2 <z <0, segue-se que 22 > 0,23 < 0,0 <2x+2,1<r+3<3,1<(z+3)2e0<In(x+3).
Logo,
2ln(x +3)  3(z+2)

2In(z + 3)
——= <0 ——— = > 0. Portant — <0.
a3 v x?(x + 3)? ortanto a3 x?(x + 3)

Finalmente, se 0 < z, claramente

2In(z + 3) 50 3(z+2)

RN
a3 ¢ x?(x + 3)?

mas quem € maior? Dado que nao conseguimos estabelecer isto em forma directa, recurrimos mais
uma, vez ao teorema do valor médio. Notemos que podemos escrever

2(x +3)?In(z + 3) — 3x(x + 2) .

f(x) = 23 (z + 3)2

O sinal de f”(z) vai depender do numerador do quociente acima indicado. Portanto, seja
g(x) = 2(z+3)?In(z + 3) — 3z(z + 2) .

Depois de simplificar, a derivada de g é
g (x) =4z[In(z + 3) — 1] + 12In(z + 3) .

Para 0 < z, segue-se que e < 3 < x + 3 e portanto 0 < In(z + 3) — 1. Isto mostra que ¢'(z) > 0
para qualquer = > 0.

Figura 3: Anélise de sinais de f”(x).
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Note-se ainda que g é continua e diferencidvel em | — 3, +o0[. Se fazermos a = 0 e b = x, com
x > 0, em particular temos que g é continua no intervalo fechado [0, z] e diferencidvel no intervalo
aberto 0, z[. Logo, pelo teorema do valor médio, existe ¢ €]0, z[ tal que

g(z) —g(0)  2(z+3)%In(z+3) — 3z(x +2) — 18In(3)
x—0 x '

Dado que ¢'(c) > 0 e z > 0, conclui-se imediatamente que
2(z +3)*In(z + 3) — 3z(x +2) > 18In(3) >0 .

Portanto, f”(x) > 0 para qualquer > 0. Juntamos esta informacao toda na Figura 3. Deduzimos
que x = —2 é verdadeiramente um ponto de inflexao.

Estamos prestes para dar o esbogo da grafica de f (ver Fig 4).

Figura 4: Esbocgo da grafica de f.

b) Qual é o polinémio de grau 3 que melhor aproxima a fungao f(z) = sen = na vizinhanca da
origem. E o polinémio de grau n?

Resolugdo: O polinémio de grau 3 que melhor aproxima a fungdo f(x) = sen x na vizinhanca da
origem é o seu polinémio de Taylor de grau 3 ao redor do 0,

3 (k)
P}(z) = f(0) + fkk,(())@—o)k:x—%xg,
4 !

=1

uma vez que para f(z) = sen z temos f)(z) = cosz, fP(z) = —sen z, fO(z) = —cosz,
f4(z) = sen =, etc., e portanto f(0) =0, f1(0) =1, fP(0) =0, f&(0) = —1, f40) =0, etc.
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Se repararmos bem, ha um padrao no célculo das derivadas de ordem superior da funcao f avaliadas

em 0. Note-se que
1 k=1 mod4

f®0)=< 0 k=0,2 mod4
-1 k=3 mod4

O polinémio de grau n que melhor aproxima sen x na vizinhanga de zero é

n (k) 0
P =3 £
k=1 ’
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