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Miscelanea
Equacoes e inequacoes com valor absoluto

Quando queremos resolver uma equagao ou inequacao que contém valores absolutos primeiro
temos de fazer desaparecer os valores absolutos. A fim de consegui-lo, podemos usar o método
dos valores criticos (também chamado andlise por regides) para levantar em forma ordenada e
sistemdtica as barras verticais do valor absoluto.

1) Suponhamos que queremos resolver, em R, a seguinte equacao:

|z + 5| — |z — 3| = —3. (1)
Resolugao.

Identificamos primeiro os valores criticos da equagao (1); estes sdo aqueles que anulam as expressoes
com valor absoluto. No nosso caso, —5 e 3 sao os valores criticos. Usamos estes valores para dividir
a recta real em trés regices. Estas regides sao: | — oo, —5], | — 5,3] e |3, +00[. Procedemos agora
a levantar os valores absolutos segundo cada regiao.

|t +5|=—xz—5 le+5=x+5 [t +5|=x+5
|t —3|=—-2+3 lt —3]=—-x+3 e —3]=2-3
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Regiao I: | — 0o, —5]

Temos de trabalhar com z €] — 0o, —5] que equivale a dizer x < —5. Temos que z +5 < 0 e
x —3 < 0. Portanto |z + 5| = —(x +5) e |z — 3| = —(z — 3). Logo a equagao (1) escreve-se nesta
regiao como segue

—(z+5)-(-(z-3) = -3
—x—5+2x—-3 = -3
-8 = =3

Esta tdltima equagao é um absurdo, logo concluimos que na regiao I nao ha x que satisfaga a
equagao (1). Portanto o conjunto solugdo CSy nesta regiao ¢ CSy = ().

Regido II: | — 5, 3]

Temos agora de trabalhar com = €] — 5, 3] que equivale a dizer —5 < z < 3. Temos que 0 < z+5
e x — 3 <0. Logo a equagao (1) escreve-se nesta regido como segue

(@+5)— (= (z-3) = -3
r+5+x—-3 = -3
20+2 = -3

2¢c = =5
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Nao se esquecer de verificar sempre se o(s) valor(es) obtido(s) pertence(m) ou nao a
regiao onde estamos a trabalhar. Portanto o conjunto solucao CSy1 nesta regiao é

CSu={-3}n]-53={-3}

Regiao III: |3, +o00]

Temos agora de trabalhar com x €3, +00[ que equivale a dizer 3 < z. Temos que 0 < z+ 5 e
0 <z — 3. Logo a equagao (1) escreve-se nesta regido como segue

(z+5) — (z—3) -3
r+5—z+3 = -3
8 = =3

Esta tltima equacao é também um absurdo. Portanto o conjunto solucao CSyyr nesta regiao é
CSHI = (Z)

O conjunto solugéo final CSy da equagdo (1) é a unido de todos estes conjuntos solugdo parciais

CSy = CS;UCS1UCSir = 0 U{—g}U 0 = {—% .

.| CSy = {—%

2) Resolver, em R, a seguinte equagao
|z — 2|+ 15— z| = |22 — 6] (2)
Resolucgao.
|z =2/ = —z+2

5—z|=5-=x
|22 — 6] = =22+ 6

e —2=2—-2 e —2=2—2 e —2=x—2

b—z|=5-=x 5—z|=5-=

|22 — 6] =2z — 6

5—z|=-5+z

22 — 6] = —22 46 2z — 6| =2z —6
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Regiao I | — 0, 2]

e =2+ 15—z = |2z—6]

—x+2+5—x = —-2x+6 = CSi=0nN]—00,2]=0.

7 =6

Regido I1: ]2, 3]

e =2|+ 15—z = |2z—6]

r—2+5—x = —-2x+6 = CSu = {2} nJ2,3]=0.
-3 = -2z
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Regido II1: |3, 5]

|l —=2|+15—z] = |2z—6]
r—245—x = 2x—6 - CSIHZ{%}Q]?),M:{%}
9 = 2z
Regiao IV: |5, +00]
|t =2|+15—2z] = |2z—6]
r—2-54+2x = 2x—6 = CSrv =0 N |5, 400] = 0.
7 = 6

O conjunto solugéo final CSy da equagdo (2) é a unido de todos estes conjuntos solugdo parciais

CSr = CS;UCSUCSIUCSy = 0UQuU{2ud = {3}

| CSy = {%} .

3) Resolver, em R, a seguinte inequacao
|z —1|+ |z -5 <z+3. (3)

Resolucgao.

Os valores criticos desta inequagao sdo 1 e 5. Ora bem, como 0 < |z — 1|+ |z — 5| < = + 3, temos
de ter também presente a condigao 0 < x + 3, ou seja, em vez de trabalhar sobre a recta real toda,
trabalharemos s6 sobre a semirecta [—3, +oo].

e —1]=—-z+1 le—1=2—-1 le—1=2—1
|t —5|=—-2+5 |t —5|=—x+5 le =5 =x—-5
-3
! : :
I 1 IT 5 ITT
Regido I: | —o00,1] N [-3,400[= [-3,1]

|t =1 +]z -5 < z+3

—x+14+—-24+5 < z+3
3 <

1 < =z

= CSp=[1,+00[ N [-3,1] = {1}.

Regiao II: ]1,5] N [-3, +oo[=]1, 5]

|t =1 +]z -5 < z+3
r—14+—2z+5 < z+43 = CSi = [1,+00[ N ]1,5] =]1, 5].
1
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Regido III: |5, +oco[N[—3, +00[=]5, +00[

|t —=1]+]z -5 < x+3
r—14+xz—-5 < x+4+3 - CSinx Z] —00,9] 0]5,—1—00[:]5,9].
r < 9

Logo, o conjunto solucao final CSy da inequagio (3) é

CSg = CS;UCS11UCSIIT = {1}U]1,5]U]5,9] = [1,9]

- |CSy = [1,9]].

4) Resolver, em R, a seguinte inequagao

|z — 1] — |z — 5| < x + 3. (4)
Resolugao.
le—1=—-2z+1 le—1l=2—-1 le—1l=2—-1
|t —5|=—-2+5 |t —5|=—-x+5 [t —5]=x—5
I 1 II 5 II1
Regido I: | — 00, 1]
e —1] -]z =5 < z+3
—z4+1—(—x+5) < 43 = CS;=[-7,40[N]—00,1] =[-7,1].
-7 < =z
Regido II: ]1, 5]
e =1 —]z—=5] < x+3
z—1—(—z+5) < z+3 = CSm =] — 0, 9] N ]1,5] =]1, 5].
r < 9
Regiao III: |5, +o00]
e =1 =]z =5 < z+3
r—1—-(x—-5) < z+3 = CSim = [1, +o0o[ N ]5, +00[=]5, +o0].
1 < =z
Logo, o conjunto solucdo final CSy da inequagao (4) é
CSyr = CS1UCS1UCSIm = [-7,1]JU]1,5]U]5, 400 = [-7,+00].
€Sk = [-7,+00]|.
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5) Resolver, em R, a seguinte inequacao

|z — 1|+ |z = 5] < |z + 3. (5)
Resolucgao.
le—1=—-2+1 le —1|=—-2+1 le—1=2—-1 le—1l=2—-1
|t —5|=—-2+5 |t —5|=—x+5 |t —5|=—x+5 lx—5]=x—5
[t +3=—-x—-3 lx+3=x+3 lt+3=x+3 lx+3=x+3
I “3 11 T 111 T v
Regiao I | — o0, —3]
|z — 1|+ |z —5] < |z+3]
—z4+14+—-2+5 < —z-3 = CSr=1[9,+o0[N] — 0, -3] =0.
9 < =z
Regido II: | — 3,1]
|z — 1|+ |z —5] < |z+3]
—x+14+—-24+5 < =43
= CSir=[1,4+0[N]—3,1] ={1}.
3 < 3z
1 < =z
Regido III: |1, 5]
|z — 1|+ |z —5] < |z+3]
r—14+—-—2x4+5 < z+3 — CSIIIZ[1,+OO[Q]1,5] :]1,5].
1 < =z
Regido IV: |5, 400
e — 1|+ ]z —5] < |z+3|
r—1+z-5 < x+3 = CS1v = [—00,9] N ]5, +00] =]5,9].
r < 9
Logo, o conjunto solucdo final CSy da inequagao (5) é
CSy = CS;UCS1UCSIItUCSry = 0 U {1}U]1,5]U]5,9] = [1,9]
o |CSy = [1,9] .
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