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Introducao a Andlise Espectral e Modu-
lacdo (V1.0)

A teoria de Fourier permite estudar sinais continuos e dis-
cretos no dominio da frequéncia. A informacio que se re-
tira desta andlise é saber em que intervalos de frequéncia
(ou bandas) se concentra a energia do sinal. Isto permite-
nos processar o sinal na frequéncia, efectuando operagoes
dificeis ou impossiveis de realizar no tempo.

A familia das transformadas de Fourier é mais adequada
ao estudo dos espectros dos sinais do que as transformadas
de Laplace e Z, que sdo "talhadas" para obter a solucdo
"global" de sistemas descritos por equagdes diferenciais ou
as diferencas.

Vai ser focado "o espectro” de varios sinais discretos (que
podem eventualmente ser sinais continuos amostrados),
recorrendo-se a DFT ("Discrete Fourier Transform"). A DFT
é calculada por uma familia de algoritmos denominados
FFTs ("Fast Fourier Transforms"), muito eficientes, princi-
palmente quando o ntimero de pontos no eixo do tempo,
N, é uma poténcia de dois. Pode considerar que a DFT cor-
responde aproximadamente a série de Fourier quando os
sinais analisados sdo periddicos. A Teoria de Fourier vai
ser estudada em detalhe nas aulas teéricas, sendo focadas
em particular a DFT e a FFT.

Objectivos da aula pratica

Nesta aula pretende-se familiarizar os alunos com o con-
ceito de espectro de um sinal, ou seja, com a sua represen-
tagdo na frequéncia, e apresentar-lhes algumas técnicas de
processamento. Adicionalmente serd apresentada e estu-
dada a modulacdo de sinais, uma operag¢io nio linear.

Ja sabe que os detalhes sobre os comandos do Scilab uti-
lizados no trabalho deverdo ser procurados no “Help”.

Anexo a este documento vai um ficheiro comprimido
contendo algumas sequéncias em formatos .wav e .dat.

O espectro

O espectro de um sinal é dado pelos coeficientes da sua
representacdo de Fourier. Na maioria das vezes interessa-
nos a amplitudeﬂ desses coeficientes. Se o sinal for peri-
odico, a representagdo é por uma série de Fourier (SF): se
for aperiédico, é representado por uma transformada de
Fourier (TF). A nomenclatura das vérias "transformadas"
e "séries" encontradas no processamento digital de sinais
é confusa (DTFT, DFS, DFT, FFT, STFT, etc...) embora ex-
istam relagOes estreitas entre algumas elas. No contexto
deste trabalho interessa-nos particularmente a DFT ("Dis-
crete Fourier Transform") e, por isso, é sobre ela que nos
debrugamos.

10uy, entdo, o quadrado dessas amplitudes.
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Figura 1: Filtragem no dominio do tempo, fazendo-se a
convolugdo de x[n] com h[n] para calcular a saida y[n].

Seja entdo uma sequéncia x[n] discreta e finita, com N
pontos, existindo paran = 0,1,... N — 1. A DFT desta se-
quéncia é o somatorio

N-1
X[k] = ZO x[n] Wik

onde Wy = e /27/N ¢ o inverso (ou o Conjugad(ﬂ) da N-
ésima raiz primitiva da unidade. A sintese do sinal x[n],
efectuada a partir de X[k], é denominada IDFT (i.e., é a DFT
Inversa) e consiste em

E visivel a simetria entre as expressdes de X[k] e de x[n],
o que significa que a FFT, o algoritmo eficiente de célculo
da DFT, é usada também para calcular a IDFT. Ambas as
sequéncias, X[k] e x[n], podem ser complexas.

Das expressoes, retira-se que o calculo de cada ponto de
X[k] ou de x[n] exige aproximadamente N somas e N mul-
tiplicagdes (complexas), ou seja, um total na ordem de 2N
flops ("floating-point operations”). Como ha N pontos para
calcular em cada caso, conclui-se que, aparentemente, no
célculo da totalidade das sequéncias {X[k]}, na DFT, ou
{x[n]}, na DFTI, estdo envolvidas ~ N? flops (i.e., a com-
plexidade é da ordem de N?).

A FFT é um algoritmo que explora a periodicidade
de Wi para calcular a sequéncia {X[k]} usando apenas
~ Nlog, N flops, 0 que representa uma economia sensa-
cional face aos anteriores N2. Por exemplo, se N = 1024,
entdo N* ~ 10° e Nlog, N ~ 10% o que corresponde a
uma economia de 99%. O algoritmo subjacente a FFT sera
estudado nas aulas.

A utilidade da DFT no processamento digital de sinal é
ilustrada com a ajuda das figs. [T e[2]

2Consoante os textos, define-se Wy = ¢ 27/N oy, entdo, com o ex-
poente simétrico, isto é, Wy = e27/N De facto, os sinais nos expoentes
da DFT e da IDFT tém de ser simétricos mas, quanto ao resto, na definicao
da DFT até mesmo a colocagdo do factor 1/N na DFT ou na IDFT, é algo

arbitrdrio. Aqui usa-se a notagdo mais comum na literatura.
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Figura 2: Ilustragdo da filtragem no dominio da frequéncia,
usando-se o produto de X[k] com H[k| para calcular a DFT
da saida, Y[k].

Na primeira delas (fig. [1) é usado o dominio do tempo
para calcular a resposta de um SLIT discreto (mais con-
cretamente, um filtro) fazendo a convolugdo da sequéncia
de entrada com a resposta impulsiva do filtro.

Por outro lado, na fig. [2| mostra-se como a DFT da saida
do filtro é obtida pelo produto das DFTs X[k] e H[k]. A re-
lagdo entre as representagdes no tempo e na frequéncia do
sinal assenta na DFT (ou na IDFT). Finalmente, assinala-
se que o tipo de convolugdo (no tempo) associado ao pro-
duto das DFTs (na frequéncia) é a convolugao circular dos
sinais. Esta matéria serd discutida nas aulas.

Comandos Scilab para andlise espectral

Para criar vectores de tempo pode usar soundsec() ou en-
tdo a sintaxe alternativa t=T:T:tmax, onde T é o periodo de
amostragem e tmax é a duragdo do sinal. Ird aprender a
carregar sinais a partir de ficheiros de dados.

O Scilab apresenta um conjunto de comandos relaciona-
dos com a andlise de Fourier. Os sinais discretos habi-
tualmente sdo gerados pela amostragem de sinais contin-
uos. Vamos, em geral, criar sinais cuja dimensdo é uma
poténcia de dois: 512, 1024, 2048, etc..., pois assim a FFT tra-
balharad com dimensdes onde a eficiéncia é maior. Quando
a dimensdo do vector ndo é uma poténcia de dois, é feito
automaticamente no Scilab o "padding" (enchimento com
zeros, até a dimensdo ser uma poténcia de dois) antes de
aplicar a FFT. Os comandos apropriados para a andlise de
Fourier sdao fft() e ifft(). Para desenhar o espectro,
use plot(abs(fft(...)), que mostra no gréfico a ampli-
tude dos coeficientes. Crie um pequeno vector (ou sequén-
cia), calcule a sua FFT e calcule a IFFT desta transformada,
verificando que recupera o vector original (i.e.,, a FFT e a
IFFT sdo fungdes inversas). Note que as DFTs ou FFTs sao
simétricas relativamente ao ponto médio do vector de fre-
quéncias, bastando por isso desenhar apenas a primeira
metade de X[k] (isto deve-se a x[n] ser real).

Espectros de fun¢des comuns e de ruido

Gere um vector com amostras de ruido usando a fungéo
rand (). Gere também uma sinuséide (por exemplo de 200
Hz), e uma onda quadrada da mesma frequéncia. Trace os
respectivos espectros e critique-os face ao que ja aprendeu
sobre séries de Fourier. Varie as frequéncias e as amplitudes
e va observando os espectros. Pode tentar gerar ondas tri-
angulares, rampas, etc...

Relacdo entre o espectro e o niimero de amostras

Neste exemplo pretende-se visualizar e comparar varios
espectros de um mesmo sinal, amostrado a mesma fre-
quéncia, mas com duracdes diferentes. Considere entdo
fs = 1024 Hz e gere sinais de 1, 2 e 4 segundos de duragao
correspondentes a uma sinuséide de 200 Hz. Compare os

respectivos espectros. Comente.

Espectros de sinais reais

Nesta fase do trabalho pretende-se observar espectros de
alguns sinais do dia a dia e efectuar processamento bésico.
Para ler os sinais em formato .wav use algo semelhante ao
trecho de cédigo abaixo (tem de saber previamente a fre-
quéncia de amostragem).

Para ler dados em formato de texto (ficheiros .dat),
guardados como uma lista de ndmeros, usa-se
w=read(’...path...\ECG3.dat’,1,4000). Tem de
saber-se a frequéncia de amostragem e a dimensdo do
vector para processar correctamente o sinal.

Depois de lidos para um vector, pode processar os sinais da
forma habitual. Teste alteragdes em amplitude, em ritmo
de amostragem, apague ou reforce determinadas zonas do
espectro e vd observando as reconstru¢des dos sinais no
tempo.

£s=8000; k=0.5
x=loadwave(’...path...\touchtone.wav’)
//plot2d(x);

sound (k*x,fs) ;

analyze(x);

Alteracao de ritmo, decimacao e interpolacao

Use um dos sinais audio (e.g., speech.wav) e, por fases,
diminua fs para metade e aumente-a para o dobro (por ex-
emplo). Observe os espectros e ouga os sinais.

No mesmo sinal audio, faga decimacéo (remova, por exem-
plo, as amostras impares, mantendo as pares e dividindo
fs por dois) e interpolacdo (a operagdo inversa da anterior,
criando novas amostras entre as originais e duplicando fs)
por um factor de dois (pode tentar factores de interpolacao
ou decimacdo maiores do que dois). Observe os espectros
e oica os sinais criados.




Modulagao (V1.0)

A DFT ("Discrete Fourier Transform"), calculada pela FFT
("Fast Fourier Transform"), é a ferramenta operacional de
que dispomos para efectuar andlise de Fourier. Sob cer-
tas condic¢des, se amostrarmos um sinal continuo uniforme-
mente no tempo e assim criarmos uma sequéncia disc-
reta com N amostras, ao efectuar a DFT desta sequéncia
obtém-se uma aproximagdo (através de uma sequéncia de
amostras na frequéncia) do espectro "verdadeiro" do sinal
continuo. Esta matéria ja foi aflorada na aula anterior.
Nesta aula vai ser focada a técnica de processamento de
sinal denominada modulagdo. Para fazer observacdes e de-
duzir conclusdes usamos dois métodos: desenhar gréficos
dos sinais e das suas DFTs (ou FFTs); ou ouvi-los com a in-
strucdo sound(). Se as frequéncias de amostragem e dos
sinais satisfizerem com boa margem o limite de Nyquist
(i.e., o teorema da amostragem), as opera¢des com sinais
discretos sdo boa aproximacao da realidade “continua”.

Objectivos da aula pratica

Esta aula pretende familiarizar os alunos com o conceito de
modulac¢do e de desmodulacdo, fundamentais em muitas
dreas cientificas e de engenharia, mas que assumem parti-
cular importancia em telecomunica¢des. Os comandos
Scilab necessarios a este trabalho ja foram introduzidos em
aulas anteriores.

Habitualmente a modulac¢do envolve dois sinais: a por-
tadora, cuja frequéncia ird aqui ser designada por wc, e o
sinal que contém informacdo, cuja frequéncia serd wy,. Em
geral we > wy,, embora neste trabalho de laboratério esta
relacdo possa ndo ser assim “tdo grande”, devido as limi-
tagdes que temos na frequéncia de amostragem (os sinais
deverdo ser audiveis e o limite de Nyquist tem de ser ob-
servado) e na dimensdo dos vectores contendo os sinais (a
memoria do computador é finita...).

Técnicas de modulagao
O produto de sinais como modulagdo

A forma mais imediata de modulacédo é a multiplica¢do dos
sinais. Seja x(t) = xu (t) xc(t), e sejam as respectivas trans-
formadas de Fourier X(w), X (w) e Xc(w). Aqui, xp,(t) é
o sinal modulado (i.e., a informagdo a transmitir) e xc(t) é
a portadora. A frequéncia da portadora é em geral muito
maior do que a(s) do sinal modulado.

Uma importante propriedade da TdF (e também das
transformadas de Laplace e Z) é a que diz respeito a con-
volucgao:

X () % xc(F) > Xm(w) Xe(w)

Como consequéncia da reciprocidade das expressoes da
TdF e da sua inverszﬂ a propriedade reciproca daquela é
1
(1) xc(t) > 5 X (w) * Xc(w) ©)

J1S f(teiotdt e

3Que, como se recordard, sio F(w) =

f(t) = (1/270) [73 Fw)el"deo.
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Figura 3: Desmodulagao por heterodinagem para a frequén-
cia IF. O desmodulador mostrado na figura pressupde o uso
de um rectificador com filtro.

e esta convolugdo na frequéncia, 5 Xy, (w) * Xc(w), corres-
ponde ao espectro X(w).

Esta propriedade indica que a localiza¢do da energia do
sinal modulado (habitualmente com largura de banda li-
mitada) vai ser transferida para frequéncias préximas da
da portadora. Esta "matemadtica" é o que permite a infor-
macao ser transmitida por canais que nao seriam utilizaveis
se este processo néo tivesse lugar. Um exemplo da modu-
lagdo pelo produto é dado na fig. [5| onde o sinal corres-
ponde a 20 Hz e a portadora a 160 Hz.

Para desmodular o sinal de uma forma simples, volta-
mos a multiplicar o sinal modulado, x(t), pela portadora
e filtramos (passa-baixo) o resultado, de forma a recuperar
apenas a energia no segmento inferior do espectro. Este
sinal consistira (idealmente) duma réplica do sinal original.
Este processo denomina-se heterodinagem (veja a fig. [3).

Modulag¢dao em amplitude (AM)

O sinal modulado em amplitude é descrito por (a modu-
lagdo AM é uma especializa¢do da multiplicagédo)

xam(t) = [A 4+ M. cos wyt] sinwct

Os indices M e A sdo positivos e em geral, A > M para
garantir que a quantidade entre paréntesis se mantém posi-
tiva. O fndice de modulagdo, ou profundidade de modulagao,
é dado por

Um indice superior a 100% devera ser evitado. Na fig.
é mostrado um sinal modulado em amplitude com um
indice a rondar os 100%. Os valores razodveis para o indice
situam-se entre 50% e 90%. O sinal que contém a infor-
magédo é m(t) = M. coswy,t e na prética raramente se con-
segue prever com exactiddo a sua amplitude M de forma a
garantir que m; nunca excede os 100%. Se m(t) for, por ex-
emplo, um sinal dudio correspondente & gravagdo de uma
sinfonia, entdo os niveis de amplitude, i.e. de M, variardao
muito durante a audicao.
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Figura 5: Espectro de um sinal modulado em amplitude.

Figura 6: Sinal (a castanho) e portadora (a azul) no exemplo
de modulacdo de frequéncia.
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Figura 7: Sinal (a castanho) e sinal modulado em frequéncia
(a lilas).

Modulagdo em frequéncia (FM)

Um sinal modulado em frequéncia é descrito por

xen(t) = A coslwet + ks /t m(a)da]

Se m(t) = M. cos wy,t, teremos

t
xem(t) = A.cos[wct—i—kf/ M. cos(wma) da]

kM

= A.cos|wct + sin(wpyt) + Cte]

m

O indice k; é escolhido tendo em conta M, pretendendo-
se garantir que o desvio de frequéncia, relativamente a fre-
quéncia da portadora, wc, se mantém dentro dos limites
pretendidos. A modulagdo FM é utilizada nas transmis-
soes de radio comerciais, na banda de frequéncias situada
entre os 88 e os 108 MHz. Um exemplo dos vérios sinais
envolvidos nesta técnica encontra-se nas figs. [fe[7]

Trabalho pratico

Uma vez descritas as técnicas de modulagdo bdsicas,
propde-se aos alunos que criem sinais discretos e com eles
simulem aquelas técnicas — essencialmente a modulacéo
em amplitude — e observem: os sinais; as suas transfor-
madas de Fourier (via DFT/FFT); e “oucam” o processa-
mento que vai tendo lugar.

Para um dado valor de fs, use fc =~ fs/3, e fi, a rondar
os 100 Hz (para ser audivel). Tem liberdade de escolher
os valores desde que ndo se afaste muito das sugestdes.
Interprete os espectros que observa a luz da equagao (T).
Previlegie a modulacdo em amplitude, ou aquela que cor-
responde ao simples produto dos sinais. Implemente e
aplique o filtro passa-baixo estudado ha duas aulas para
fazer a desmodulagdo por heterodinagem (sem passar por
uma frequéncia intermédia IF) se tiver tempo.

Recursos

Os ficheiros de dados foram retirados do | site do livro
"Biomedical Signal Analysis" de R. Rangayyan|e do site de
"Proc. Digital de Sinais" do IST. Estdo num | ficheiro anexo
a este documento.


http://www2.enel.ucalgary.ca/People/Ranga/enel563/SIGNAL_DATA_FILES/
http://www2.enel.ucalgary.ca/People/Ranga/enel563/SIGNAL_DATA_FILES/
http://users.isr.ist.utl.pt/~jsm/teaching/pds/PDS-0809.htm
http://calypso.inesc-id.pt/FCUL/psm/prats/sinais-prat3.zip

