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Filtros ITR (V1.0)

Ha duas grandes classes de filtros digitais: os filtros IIR
(“Infinite Impulse Response”) e os filtros FIR (“Finite Im-
pulse Response”). Nesta aula sao focados os filtros IIR, cuja
fungéo de transferéncia H(z) é escrita, na forma geral, como:
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(onde se convencionou que ag = 1). A implementagdo do

filtro IIR assenta na correspondente equacao as diferencas
(entrada u, saida y)
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O célculo dos pardmetros ay e by dos filtros ITR é habit-
ualmente feito a partir de um protdtipo analdgico, H,(s),
projectado pelas técnicas ja estudadas nas disciplinas de
electrénica, ao qual se aplica uma transformacgao genérica
s — f(z) para obter H(z), ou seja, H(z) = H,[f(2)]. As
trés transformagoes mais utilizadas na pratica sdo:

e a aproximacdo da derivada, em que se define
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e a transformacgdo bilinear, em que
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e a invaridncia ao impulso que, quando H,(s) pode ser
decomposta em fracgdes parciais apenas com polos sim-
ples, corresponde ao seguinte mapeamento do dominio
continuo (em s) para o dominio discreto (em z):
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onde T é o periodo de amostragem, e T' multiplica o so-
matério em H(z) para compensar o erro de ganho iner-
ente a transformacao. Existem expressdes semelhantes
a anterior para mapear automaticamente, do dominio
s para o dominio z, frac¢des em cujo denominador se
encontram polinémios do 22 grau em s, ou que tém p6é-
los miltiplos. (Note que na invariincia ao impulso nio
se aplicou directamente uma transformagio s — f(z),
sendo esta transformacdo diferente, no conceito, das
transformagao bilinear e aproximagao da derivada pela
diferenga regressiva.)

Finalmente, recorda-se que sempre que é usada a trans-
formacdo bilinear ha que fazer um pre-warping da
frequéncia do filtro analdgico utilizado como protétipo.
Sendo s = jQ e z = e/“ (onde w = 27w f/fs é a frequéncia
angular digital normalizada) respectivamente as frequéncias
complexas analdgica e digital, a relagdo entre §2 e w na trans-
formacao bilinear é:
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pelo que se, por exemplo, quisermos realizar um filtro passa-
baixo digital com frequéncia de corte w¢, a frequéncia (néo
normalizada) de corte do protétipo analégico onde o pro-
jecto assentara, (¢, devera ser calculada com as anteriores
expressoes. A especificacao inicial da(s) frequéncia(s)
do filtro é feita no dominio digital (por exemplo, sendo a
frequéncia de amostragem fg = 10 kHz, e pretendendo-se re-
alizar um filtro passa-baixo com fo = 3 kHz, a frequéncia de
corte do protétipo analégico serd Q¢ = 2fs tan(mfe/fs).)

A transformacao bilinear é a técnica de projecto de filtros
ITR mais popular.

Objectivos da aula pratica

Nesta aula pretende-se ensinar os alunos a projectar filtros
digitais do tipo IIR, de ordem moderada, usando como au-
xiliar de projecto a ferramenta computacional disponivel, o
Scilab. As capacidades do Scilab na visualizagdo de grafi-
cos ajudardo na verificagdo da correcgdo dos projectos. Os
alunos podem comparar as diversas técnicas de mapeamento
fazendo implementagoes de um mesmo protétipo analdgico
com cada uma delas. Deve ser recordado que o aliasing esta
sempre presente na implementacao dos filtros digitais e, por
isso, deverdo estar atentos a este aspecto.

Projecto de filtros analégicos

As técnicas de projecto de filtros analdgicos consistem, em
termos genéricos, dos seguintes procedimentos: (i) analisar
o problema real e estabelecer as especificagdes (ou requisi-
tos) de projecto do filtro; (ii) escolher uma familia de filtros,
ou aproximagio (Butterworth, Chebyshev, Bessel,...), com
propriedades adequadas & satisfagdo dos requisitos; (iii) de-
terminar a ordem do filtro e escrever a sua fungdo passa-
baixo normalizada a partir de tabelas (de polinémios, ou de
polos, veja as figuras neste documento); (iv) aplicar a trans-
formagao da frequéncia normalizada (no passa-baixo) para a
frequéncia real do filtro a projectar (passa-alto, passa-banda
ou rejeita-banda), obtendo-se assim a fungao de transferén-
cia real H,(s); (v) finalmente, implementar o filtro com um
circuito electrénico apropriado.

No presente trabalho o tltimo passo é obliterado, sendo
substituido pela implementacao com filtro IIR digi-
tal, projectado com as técnicas mencionadas.

No final do documento encontram-se algumas tabelas
com filtros Butterworth passa-baixo normalizados a Qlczl.



Sao também indicadas as transformagoes de frequéncia no
dominio analégico.

Trabalho pratico

Em aulas anteriores foi mencionado o filtro digital passa-
baixo de 12 ordem projectado com a técnica da aproximacao
da derivada. Agora vai-se lidar com filtros “a sério”... Con-
sidere T~! = fg = 10 KHz.

1. Projecte um filtro passa-baizo digital IIR de 3% ou 42 or-
dem para separar duas frequéncias, uma baixa e outra
alta, por exemplo 113 Hz e 1277 Hz (estas frequéncias
estdo relacionadas com a marcacdo DTMF usada nos
telefones). Especifique um valor razodvel para a fre-
quéncia de corte do filtro. Use a transformagao bilinear
no projecto, tendo o cuidado de fazer o pre-warping.
Observe os resultados com gréficos.

2. De seguida, usando um protétipo de 2% ordem, crie
um filtro passa-banda anal6gico (de 4* ordem) e a par-
tir dele projecte o seu irmao digital, também com a
transformacdo bilinear. O objectivo é realgar a fre-
quéncia central de um sinal constituido pela soma de
3 sinusdides de frequéncias diferentes (e.g. 113 Hz, 451
Hz e 1277 Hz).

3. Outro uso que pode dar a um passa-banda é na realiza-
¢ao de um multiplicador de frequéncia: filtre uma
onda quadrada de forma a deixar passar apenas uma
das harménicas superiores (defina a frequéncia central
do filtro de acordo com a harmoénica que quer deixar
passar).

Use o Scilab nos célculos auxiliares (e.g. para calcular zeros
de polinémios) e na manipulagdo simbdlica de polinémios
para implementar as transformacoes. Se pesquisar o "help”
do Scilab vai encontrar uma série de fungdes dedicadas ao
projecto de filtros analdgicos e digitais.

Aquelas especificagoes do filtro nao s@o rigidas, isto é,
pode ser criativo e variar as frequéncias dos sinais e da
amostragem, o tipo e ordem do filtro, etc...

Realize o filtro com uma sequéncia de iteragoes (isto é, com
um ciclo “for") que implementa a equagio as diferengas cor-
respondente. Pondere a sua realizagdo com a convolugao.

Anexo

Na fig. 1 encontra-se uma tabela com coeficientes (a,) de
filtros de Butterworth passa-baixo normalizados. A corres-
pondente func¢ao de transferéncia, para uma ordem n, é
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Uma alternativa 1til sdo os polindémios ja factorizados,
como se mostra na fig. 2. Neste caso é mais simples a
implementagao do filtro em cascata ou em paralelo.
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2 | 1414214

3 |2.000000 | 2000000

4 | 2613126 | 2.414214 | 2.613126

5 | 3.236068 | 5.236068 | 5.236068 | 3.236068

fi |3.863703 | 7.464102 | 9.141620 | 7.464102 | 2.863703

7 | 4.493959 | 10.097835 | 14.591794 | 14531794 | 10.097535 | 4.493959

& |5.125831 | 13.137071 | 21846151 | 25.666356 | 21.846151 | 13.197071 | 5.125831

9 |5.758770 | 16.581719 | 31.163437 | 41.986386 | 41.086386 | 31, 163457 | 16.581710 | 5.758770

10 | £.392453 | 20,431729 | 42.002061 | 64.002396 | 74.233429 | 64.0023096 | 42802061 | 20,431729

Fig. 1: Tabela com coeficientes a,, de filtros de Butterworth
passa-baixo normalizados (eq. 3).

n Factars of Polynomial Byis)

1 E+1)

2 4141425+ 1

3 5+ D +s+ 1)

4 (s + 076545 + 13(s* + 1.8478s + 1)

5 {5+ (& + 0.6180s + 1)(s* + 1.61805 + 1)

6 (& +0.5176s + D(s* + 1.41425 + 1)(s* + 1.9319 + 1)

7 (s+ D& + 044505 + 1)(s* + 1.2470s + 1% + 1.80195 + 1)

8 (& + 03902+ 1% + 111115+ 1(& + 1.66205 + 1(e® + 1.96165+ 1)

Fig. 2: Tabela de filtros de Butterworth passa-baixo normal-
izados (aqui a frequéncia normalizada analégica é o s mints-
culo, contrariamente ao texto em que se usa o S maidsculo),
factorizados em polinémios do primeiro e do segundo grau.

As transformagoes da frequéncia analdgica normalizada
S = jQ para a frequéncia analdgica ndo normalizada,
s = 78, nos casos passa-baixo (LP), passa-alto (HP), passa-
banda (BP) e rejeita-banda (BR), onde g = /Q1 0, sio:

S=s/Qc (LP) S=Qc/s (HP)
QO QQ S 82 + Q%
=0 (2,2 )-_2T0 (Bp
S QQ—Ql ( S +Qo) (QQ—Ql)S ( )
B (QQ — Ql)S
2+ Q2 (BR)

Alguns comandos tteis no projecto de filtros IIR (consulte
detalhes no "help" do Scilab, comecando pelo item “Signal"
na “Signal Processing Toolbox" do "help” do Scilab):
poly () numer() denom() analpf() eqiir() frmag()
iirQ)



